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МЕТОД IНВАРIАНТНИХ СПIВВIДНОШЕНЬ В ЗАДАЧАХ
СПОСТЕРЕЖЕННЯ

Розглянуто задачу отримання асимптотичних оцiнок невiдомих компонент математичної моделi,
яка сформована системою звичайних диференцiальних рiвнянь. Для її розв’язку використано ме-
тод Харламова побудови iнварiантних спiввiдношень Пуанкаре–Левi-Чiвiта, який модифiковно
для використання в обернених задачах теорiї керування динамiчними системами. Метод дозво-
ляє синтезувати кiнцевi спiввiдношення, якi визначають шуканi невiдомi як функцiї вiд вiдомих
величин. За допомогою зазначеного пiдходу вирiшено задачу отримання асимптотичних оцiнок
стану нелiнiйного осцилятора та параметрiв його зовнiшнього гармонiйного навантаження.
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Сучаснi об’єкти автоматичного керування є складними, нелiнiйними багатови-
мiрними системами. Однiєю з основних проблем при побудовi математичних моде-
лей таких систем є нестача “апрiорної” iнформацiї про стан об’єкта та його пара-
метри. Тому важливим етапом їх аналiзу є перевiрка адекватностi моделi, яка може
бути здiйснена за допомогою обернених задач, якi полягають у визначеннi стану
об’єкта та його параметрiв за наявними даними про його рух. У роботi пропонуєть-
ся спосiб отримання асимптотичних оцiнок невiдомих компонентiв математичної
моделi за результатами вимiрювання вихiдних сигналiв у реальному масштабi часу.
Використовується розроблений в аналiтичнiй механiцi метод iнварiантних спiввiд-
ношень [1]. Модифiкацiя цього методу до проблем теорiї спостереження дозволила
розробити схему синтезу зв’язкiв мiж вiдомими i невiдомими величинами вихiдної
системи, що виникають в процесi руху її розширеної моделi [2] i розглядаються як
додатковi вимiрування.

1. Додатковi спiввiдношення мiж змiнними.
Термiн iнварiантне спiввiдношення вперше з’явився у А. Пуанкаре. Їм зазна-

чено, що, як правило, основними об’єктами, що вивчаються у зв’язку iз системою
диференцiальних рiвнянь

dxi
dt

= Xi(x1, x2, ..., xn), (1)

є її розв’язок, а також її iнтеграли. “Але нам залишається торкнутися деяких
рiвнянь пов’язаних iз цiєю системою i про якi можна сказати, що вони займають
промiжне положення мiж розв’язками та iнтегралами. Я тепер визначу цi рiвняння
та назву їх iнварiантними спiввiдношеннями.
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Нехай φ є довiльною функцiєю x1, x2, ..., xn, тодi dφj

dt =
dφj

dxi
Xi(x1, x2, ..., xn).

Розглянемо тепер систему рiвнянь

φj(x1, x2, ..., xn) = 0, j = 1, 2, ..., p (2)

i припустимо, що цi рiвняння спричиняють як наслiдок спiввiдношення dφj

dxi
Xi = 0,

звiдки витiкає, що dφj

dt = 0.
Отже, якщо рiвняння (2) задовольняються деякого значення t, вони будуть

задовольнятися всiм значень t; ось чому ми назвемо систему (1) системою iн-
варiантних спiввiдношень; i легко зрозумiти, яке значення може мати знання такої
системи.” [1, c. 44-45.]

Т. Левi-Чiвiта [4], хоча i не згадує про Пуанкаре, але фактично вiдтворює йо-
го визначення, правда тiльки для одного iнварiантного спiввiдношення, яке є у
“Небеснiй механiцi”. Визначення. (Т. Левi-Чiвiти). Спiввiдношення (2) називається
iнварiантним спiввiдношенням (IВ) по вiдношенню до системи (1), якщо з умови
φj(x1(t0), x2(t0), ..., xn(t0)) = 0 витiкає для всiх t > 0, φj(x1(t), x2(t), ..., xn(t)) = 0.

Розвиток цього пiдходу для рiвнянь динамiки твердого тiла призвело до ство-
рення П.В. Харламовим конструктивного методу iнварiантних спiввiдношень. Про-
блеми побудови точних розв’язкiв задач динамiки твердого тiла призводять до на-
ступної конструкцiї: спiввiдношення (2) називається iнварiантним спiввiдношен-
ням по вiдношенню до (1), якщо не є пустим многовид розв’язкiв системи рiвнянь:

φ(x1, x2, ..., xn) = 0,

Lxφ(x) =
∑ ∂φ(x)

∂xj
Xj(x) = φ1(x) = 0,

...

Lxφk(x) =
∑ ∂φ(x)

∂xj
Xj(x) = φk+1(x) = 0.

(3)

Висока ефективнiсть запропонованої конструкцiї продемонстровано П.В. Харла-
мовим та його учнями при побудовi, з урахуванням динамiчних рiвнянь Харламо-
ва, нових класiв точних розв’язкiв задач динамiки твердого тiла (вiдомi до цього
точнi нечисленнi рiшення було отримано рiзними авторами з iнтервалами десятки
рокiв). Зазначимо, що на базi представлення виходу динамiчних систем у виглядi
(3) була розвинена теорiя спостереження нелiнiйних систем. Метод був пошире-
ний на задачi визначення умов розв’язностi обернених задач теорiї керування, а
саме – задач вiдновлення компонент математичної моделi керованого об’єкта для
систем “вхiд – стан – вихiд” [5]. Зокрема, один iз перших критерiїв спостереж-
ливостi нелiнiйних динамiчних систем був розроблений з використанням методу
iнварiантних спiввiдношень Харламова [6].
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2. Iнварiантнi спiввiдношення, як додатковi компоненти виходу си-
стеми.

Розглянемо динамiчну систему, яка промодельована системою звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь

ẋ = f(x, a), x = x0, x ∈ Rn, a ∈ Rl, (4)

на траєкторiях якої вiдомi значення виходу – деякої функцiї часу

y(t) = G(x(t)), y ∈ Rk. (5)

Передбачається, що x – вектор стану, постiйний вектор a – параметри системи.
Вихiд (5) заданий функцiєю G, яка формалiзує вимiрювання, що проводяться в
процесi руху об’єкта. Пiд задачею спостереження для систем такого виду розумiти-
мемо задачу визначення значень частини компонент математичної моделi об’єкта:
стану x та(або) вектора постiйних параметрiв a за iнформацiєю про вихiд y(t) [5].

Далi будемо використовувати наступну форму запису системи (4),(5). Припу-
стимо, що за допомогою невиродженої замiни змiнних (yT , zT )T = F (x) система
приведена до виду, при якому вимiрюються першi k координат фазового вектора,
тобто. y(t) = (y1, . . . , yk)

T . Iншi m = n − k компонент вектора стану невiдомi, по-
значимо їх через z = (z1, . . . , zm)T . Крiм того, для простоти будемо вважати, що
в результатi цiєї замiни правi частини отриманих рiвнянь лiнiйнi щодо невiдомих:
змiнних z та параметрiв a:

ẏ = f1(y) + g1(y)z + h1(y)a,

ż = f2(y) + g2(y)z + h2(y)a,

ȧ = 0,

(6)

де g1(y), g2(y), h1(y), h2(y) - матрицi розмiрностей k ×m, m×m, k × l i m× l вiд-
повiдно. Остання вимога забезпечує лiнiйну форму рiвнянь для вiдхилень одер-
жуваних далi оцiнок вiд дiйсних значень шуканих величин, що значно спрощує
побудову алгоритмiв розв’язку задачi спостереження. В принципi, ця умова не є
обов’язковою i в загальному випадку дозволяє будувати бiльш складнi алгоритми
оцiнок невiдомих за наведеною далi схемою.

Наша задача полягає у визначеннi вектора z(t) та параметрiв a як функцiй вiд
вiдомих величин. Такими величинами є вихiднi данi y(t), а також тi величини, якi
можна отримати з вихiдних даних. Зокрема, виходячи з кiлькостi невiдомих, введе-
мо до розгляду вектор χ = (α1, . . . , αl, β1, . . . , βm)T , який визначаємо як розв’язок
задачi Кошi для деякої додаткової системи диференцiальних рiвнянь:

χ̇(t) = U(t, χ(t), y(t)), χ(0) ∈ R2n+2. (7)

Iдея використання методу iнварiантних спiввiдношень у задачах спостережен-
ня полягає у керованому синтезi додаткових зв’язкiв H(t, χ, y, z, a) = 0, якi виника-
ють мiж вiдомими значеннями y(t), χ(t) i невiдомими z(t), a на деяких траєкторiях
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розширеної системи диференцiальних рiвнянь (6), (7). У цьому випадку вибiр вiд-
повiдної функцiї U(t, χ(t), y(t)) має забезпечити виконання таких умов:

(i) спiввiдношення H(t, χ, y, z, a) = 0 формують незалежну систему рiвнянь
щодо невiдомих задачi, тобто rank∂H(t,χ,y,z,a)

∂(z,a) = m + l в областi значень змiнних
{t, χ, y, z}, t ∈ R+;

(ii) iнварiантний вид {(t, χ, y, z, a) ∈ R2n+l : H(t, χ, y, z, a) = 0}, що вiдповiдає
цим додатковим равенствам, має властивiсть глобального притягання для будь-
яких розв’язкiв розширеної системи. Iншими словами, на будь-яких траєкторiях
диференцiальних рiвнянь (6), (7)

lim
t→∞

∥H(t, χ(t), y(t), z(t), a)∥ = 0.

Уявимо цi невiдомi у виглядi

a = α(t) + Ψ(y(t)), z(t) = p(t) + Φ(y(t)), (8)

де змiннi α(t), p(t) є рiшеннями допомiжних диференцiальних рiвнянь

α̇ = U1(α, p, y(t)), ṗ = U2(α, p, y(t)). (9)

На функцiї Ψ(y(t)),Φ(y(t)), U1(α, p, y(t)), U2(α, p, y(t)) поки що не накладаємо жод-
них обмежень, крiм вимоги безперервної диференцiйностi за своїми аргументами.
Зазначимо, що якщо цi функцiї вже обранi в процесi побудови iнварiантних спiввiд-
ношень, то правi частини рiвностей (8), при вирiшеннi задачi Кошi для диферен-
цiальних рiвнянь (9), стають вiдомими функцiями часу.

Твердження 1. Для будь-яких функцiй Ψ(y), Φ(y), що диференцiюються,
iснують керування U1(α, p, y(t)), U2(α, p, y(t)) такi, що рiвностi (8) виконуються
тотожно на деяких рiшеннях система диференцiальних рiвнянь (6),(7).

Доведення. Введемо змiннi η, ε, якi характеризують нев’язку у формулах (8)
на рiшеннях (6),(8).

a = α(t) + Ψ(y(t)) + η, z = p(t) + Φ(y(t)) + ε, (10)

Зробимо в рiвняннях (6) замiну змiнних. Перейдемо за формулами (9) вiд змiнних
a, x2 до змiнних η, ε вiдповiдно. Диференцiюючи (9) через системи,(6)(8), отримує-
мо диференцiальнi рiвняння для вiдхилень

η̇ = −u1 −Ψ′
x1
[f1 + g1(p+Φ+ ε) + h1(α+Ψ+ η)],

ε̇ = −u2 + f2 − Φ′
x1
f1 + (g2 − Φ′

x1
g1)(p+Φ+ ε) + (h2 − Φ′

x1
h1)(α+Ψ+ η).

(11)

Щоб рiвностi (8) виконували тотожно на деяких рiшеннях (9), достатньо по-
казати, що система диференцiальних рiвнянь (10) допускає тривiальний розв’язок
η(t) ≡ ε(t) ≡ 0. З цiєю метою виберемо правi частини (9) за формулами

U1(α, p, x1(t)) = −Ψ′
x1
[f1 + g1(p+Φ) + h1(α+Ψ)],

U2(α, p, x1(t)) = f2 − Φ′
x1
f1 + (g2 − Φ′

x1
g1)(p+Φ) + (h2 − Φ′

x1
h1)(α+Ψ).

(12)
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В результатi система диференцiальних рiвнянь для вiдхилень η, ε стає однорiд-
ною

η̇ = −Ψ′
x1
(g1ε+ η),

ε̇ = (g2 − Φ′
x1
g1)ε+ (h2 − Φ′

x1
h1)η,

(13)

отже допускає тривiальний розв’язок. Твердження доведене.
Нехай початковi значення α(0), p(0) у задачi Кошi для диференцiальних рiв-

нянь (9) задовольняють (8). Зокрема, це означає, що початковi значення вiдхи-
лень η(0) = ε(0) = 0. У цьому випадку рiвностi (7) утворюють систему додаткових
спiввiдношень, за допомогою яких на траєкторiях (8), безпосередньо може бути
знайдено невiдомi компоненти математичної моделi a, x2(t). Однак, для виконан-
ня такої умови необхiдно знати значення a, x2(0), якi є невiдомими.

Щоб рiвностi (8) можна було використовувати для оцiнки параметрiв a та
швидкостi коливань x2(t) на будь-якому розв’язку системи (9), потрiбно з безлiчi
функцiй Ψ(x1),Φ(x1), якi поки що залишаються вiльними, вибрати такi, при яких
тривiальний розв’язок (12) мав би властивiсть глобальної асимптотичної стiйкостi
в аналiзованої областi.

Задача визначення умов асимптотичної стiйкостi розв’язкiв неавтономних си-
стем диференцiальних рiвнянь, у тому числi й за частиною змiнних, характери-
зується рiзноманiтнiстю пiдходiв та методiв її вирiшення. Стiйкiсть i асимптотич-
на стiйкiсть щодо змiнних є досить тонкими властивостями динамiчних систем
i визначаються великою кiлькiстю факторiв (див., наприклад, О.С. Озиранер,
В.В. Румянцев [7], О.О. Iгнатьєв [8], O.М. Ковальов [9]). Тому, при розв’язаннi
задачi спостереження зазначеним методом, передбачається, що завдання забезпе-
чення часткової стабiлiзацiї системи диференцiальних рiвнянь буде вирiшуватися
тим чи iншим способом окремо кожної конкретної динамiчної системи в залежно-
стi вiд аналiтичного виду f(x, a), G(x).

3. Визначення параметрiв зовнiшньої гармонiйної сили.
Проблема оцiнювання частоти, амплiтуди та фази гармонiйної сили, яка дiє на

механiчну систему знаходить вiдображення у достатнiй кiлькостi публiкацiй як у
минулi так i в сучаснi часи. Причина такого iнтересу полягає в використаннi вiд-
повiдних методик в рiзних теоретичних та iнженерних дисциплiнах, наприклад, у
обертальних механiчних процесах, для механiчних систем перетворення кiнетичної
енергiї коливань, в задачах вiброiзоляцiї перiодичних складових шуму через обер-
товi механiзми,для компенсацiї гармонiйних збурень в алгоритмах автоматичного
керування, у адаптивнiй фiльтрацiї при обробцi сигналiв тощо. В принципi, ме-
тод найменших квадратiв, Фур’є аналiз, перетворення Лапласа дають потенцiйний
розв’язок вiдповiдних задач. Однак цi методи можуть не пiдходити, наприклад,
для алгоритмiв керування з обробкою даних в реальному часi.

В якостi моделi механiчної системи, на яку дiє зовнiшня сила, будемо розгляда-
ти рiвняння вимушеного руху осцилятора Лiєнара – яке задане диференцiальним
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рiвнянням другого порядку, що моделює коливання матерiальної точки

ẍ(t) + f(x(t))ẋ(t) + g(x(t)) = u(t). (14)

Тут x(t) – вiдхилення точки вiд початку координат в момент t, ẋ(t) – вiдповiдна
швидкiсть вiдхилення, множник f(x(t)) характеризує закон дисипацiї, а функцiя
g(x(t)) потенцiальнi сили.

Зауваження. Багато питань щодо стiйкостi, обмеженостi коливань, iсну-
вання перiодичних розв’язкiв у рiвняннi (14), наявностi граничних циклiв тощо є
предметом дослiджень в останнi десятирiччя. Не розглядаючи тi чи iншi якiснi
властивостi рiвняння Лiєнара, далi нам буде достатньо припущення, що це рiв-
няння з даними параметрами моделює процес перманентних коливань реального
об’єкту, отже його розв’язок – функцiї x(t), ẋ(t) коректно визначенi на [0,∞) та
є обмеженими функцiями часу.

Будемо вважати, що зовнiшня гармонiйна сила, яка дiє на нелiнiйний осциля-
тор, задається формулою

u(t) = a1 + a2 cosωt+ a3 sinωt.

Передбачається, що частота сили ω та параметри моделi осцилятора є вiдомими.
Потрiбно знайти швидкiсть коливань та коефiцiєнти ai, i = 1, 3 за даними про
перемiщення осцилятора x(t).

Перепишемо вихiдне рiвняння (14) у формi системи в просторi станiв, зробив-
ши попередньо замiну змiнних Лiєнара: x1(t) = x(t), x2(t) = ẋ(t) + F (x(t)), де
F (x(t)) =

∫ x
0 f(σ)dσ. В результатi маємо систему

ẋ1(t) = x2(t)− F (x1(t)), ẋ2(t) = −g(x1(t)) + u(t). (15)

Далi будемо вважати, що значення змiнної x1(t) системи (15) вимiрюються в про-
цесi коливань осцилятора, тобто перемiщення осцилятора є вiдомою функцiєю ча-
су. Замiна Лiєнара залежить вiд невiдомої швидкостi ẋ(t), яку можемо знайти за
формулою ẋ(t) = x2(t)− F (x(t)) пiсля визначення x2(t).

Таким чином задача спостереження для системи (15) полягатиме у визначеннi
частини фазового вектору x2(t) та сталих коефiцiєнтiв ai, i = 1, 3 за iнформацiєю
про рух осцилятора. Такою iнформацiєю є перемiщення осцилятора x1(t), а також
значення додаткових змiнних ξ(t) = (χ(t), ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t))

T , якi будуть отриманi з
використанням значень виходу як розв’язок задачi Кошi для поки що невизначеної
додаткової системи диференцiальних рiвнянь

ξ̇ = U(t, ξ, x1(t)), ξ(0) = ξ0 ∈ R4. (16)

Розмiрнiсть цiєї системи збiгається з числом шуканих невiдомих, на її праву ча-
стину U(t, ξ, x1) поки що накладено єдине обмеження, а саме: цi функцiї повиннi
задовольняти достатнiм умовам теореми iснування розв’язкiв для t ∈ [0,∞).
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Iдея керованого синтезу iнварiантних спiввiдношень [2], що далi буде вико-
ристано для розв’язку задачi спостереження, полягає в формуваннi додаткових
зв’язкiв мiж “вiдомими” величинами x1(t), ξ(t) та невiдомими вихiдної системи:
x2(t) i сталими ai, i = 1, 3, якi виникають на деяких траєкторiях розширеної си-
стеми диференцiальних рiвнянь (15), (16). Далi за цим методом буде розглянута

Задача. Знайти асимптотично точнi оцiнки компоненти фазового вектора x2(t)
та коефiцiєнтiв силового навантаження a1, a2, a3 за даними про вихiд x1(t) системи
диференцiальних рiвнянь (15).

4. Побудова iнварiантних спiввiдношень.
Будемо шукати додатковi спiввiдношення на траєкторiях розширеної системи

диференцiальних рiвнянь (15), (16) у виглядi

x2 = Φ(t, x1) + χ, ai = Ψi(t, x1) + ξi, i = 1, 3. (17)

Як i права частина U(t, ξ, x1) системи диференцiальних рiвнянь (16), функ-
цiї Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3 поки що невизначенi, але передбачається, що вони є
неперервно диференцiйованими функцiями своїх аргументiв. Введемо у розгляд
вiдхилення e = (δ, ε1, ε2, ε3)

T вiд спiввiдношень (17), зробивши у вихiдних рiвнян-
нях замiну невiдомих за формулами

δ = x2 − Φ(t, x1)− χ, εi = ai −Ψi(t, x1)− ξi, i = 1, 3. (18)

Якщо буде встановлено, що при зафiксованих тим чи iншим чином функцiях
U(t, ξ, x1),Φ(t, x1),Ψi(t, x1) на деяких траєторiях розширеної системи диферен-
цiальних рiвнянь (15), (16) має мiсце тотожнiсть ∥e(t)∥ ≡ 0, то саме на цих траєк-
торiях i для таких функцiй рiвностi (17) стають iнварiантними спiввiдношеннями
для цiєї системи, а вiдтак безпосередньо визначають значення шуканих невiдомих
x2(t), ai, i = 1, 3. На iнших траєкторiях з’являються ненульовi доданки δ, ε1, ε2, ε3.

З урахуванням замiни (18) вихiднi рiвняння ẋ2 та ȧi = 0 перетворюються в
диференцiальнi спiввiдношення (тут (.)′q означає частинну похiдну ∂(.)

∂q )

χ̇+ δ̇ = −g(x1) + û− Φ′
t − Φ′

x1
v̂, ξ̇i + ε̇i = −Ψi

′
t −Ψi

′
x1
v̂, i = 1, 3, (19)

де û = Ψ1 + ξ1 + ε1 + (Ψ2 + ξ2 + ε2) cosωt+ (Ψ3 + ξ3 + ε3) sinωt; v̂ = Φ− F + χ+ δ.
На першому етапi запропонованої схеми визначимо структуру допомiжньої си-

стеми диференцiальних рiвнянь вiдносно χ(t), ξi(t), i = 1, 3. Для цього виберемо з
попереднiх рiвностей усi незалежнi вiд вiдхилень члени i далi будемо вважати, що

χ̇ = −g(x1) + ũ− Φ′
t − Φ′

x1
ṽ, ξ̇i = −Ψi

′
t −Ψi

′
x1
ṽ, i = 1, 3, (20)

де ũ = Ψ1 + ξ1 + (Ψ2 + ξ2) cosωt+ (Ψ3 + ξ3) sinωt, ṽ = Φ− F + χ.
За таким вибором маємо, що в разi χ(t), ξi(t), i = 1, 3 задовольняють (20), то

доданки, якi залишилися в спiввiдношеннях (19) утворюють лiнiйнi однорiднi рiв-
няння вiдносно вiдхилень

δ̇ = −Φ′
x1
δ + ε1 + ε2 cosωt+ ε3 sinωt, ε̇i = −Ψi

′
x1
δ, i = 1, 3, (21)
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якi допускають тривiальний розв’язок δ(t) = ε1(t) = ε2(t) = ε3(t) ≡ 0.
Таким чином отримано сiм’ю додаткових систем (20), залежну вiд поки що

вiльних функцiй Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3 та їхнiх похiдних, кожна з яких, разом з
вихiдною системою (15), перетворюють на деяких своїх траєкторiях рiвностi (17) в
iнварiантнi спiввiдношення, за якими безпосередньо можуть бути знайденi шуканi
невiдомi x2(t), a1, a2, a3.

5. Стабiлiзацiї вiдхилень.
Оскiльки невiдомо саме на яких траєкторiях системи (15),(20) рiвностi (17)

стають iнварiантними, то природньо виникає питання про вибiр вiльних функ-
цiй Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3 таким чином, щоб вiдхилення вiд цих рiвностей –
доданки δ(t), ε1(t), ε2(t), ε3(t) прямували до нуля, тобто тривiальний розв’язок ди-
ференцiальних рiвнянь (21) мав би властивiсть глобальної асимптотичної стiйко-
стi. В цьому випадку формули (17) формуватимуть якщо не точнi, то принаймнi
асимптотично точнi оцiнки шуканих невiдомих. Саме тому стабiлiзацiя нульово-
го розв’язку рiвнянь у вiдхиленнях становить мету другого етапу запропонованої
методики.

Iснує декiлька пiдходiв до розв’язання проблеми стабiлiзацiї неавтономних си-
стем диференцiальних рiвнянь. Тому, в загальному випадку, дослiдження на цьому
етапi передбачають, що вибiр вiльних функцiй i вiдповiдного методу здiйснюється
для кожної конкретної динамiчної системи окремо, в залежностi вiд аналiтичного
виду f(x1), g(x1), u(t). Для нашої задачi скористаємося однм iз iснуючих методiв
стабiлiзацiї лiнiйних неавтономних систем, а саме: методом стабiлiзацiї, який роз-
роблено в задачах адаптивної iдентифiкацiї та керування.

Позначимо v(x1, t) = Φ′
x1
(t, x1), ui(x1, t) = Ψi

′
x1
(t, x1), i = 1, 3 i будемо розгля-

дати цi частиннi похiднi в рiвняннях (21) як керування. Для синтезу цих керувань
з умов глобальної асимптотичної стiйкостi тривiального розв’язку рiвнянь у вiд-
хиленнях введемо у розгляд знаковизначену функцiю

V =
1

2
eT e =

1

2

(
δ2 +

3∑
i=1

ε2i

)
та запишемо її похiдну в силу системи (21)

V̇ = −δ [vδ + (1− u1)ε1 + (cosωt− u2)ε2j + (sinωt− u3)ε3] .

Нехай v = 1, u1 = 1, u2 = cosωt, u3 = sinωt. За таких керувань похiдна
V̇ = −δ2 ≤ 0. Тобто для рiвнянь у вiдхиленнях функцiя V стає функцiєю Ляпу-
нова з негативно напiввизначеною похiдною. В цьому випадку нульовий розв’язок
системи (21) є рiвномiрно стiйким, δ(t)2 +

∑3
i=1 εi(t)

2 ≤ δ(t0)
2 +

∑3
i=1 εi(t0)

2, крiм
того lim

t→∞
δ(t) = 0.

При цьому функцiї, якi поки залишались вiльними, з точнiстю до адитивних
констант, приймають вигляд:

Φ(t, x1) = x1, Ψ1(t, x1) = x1, Ψ2(t, x1) = x1 cosωt, Ψ3(t, x1) = x1 sinωt. (22)
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В пiдсумку отримуємо, що рiвняння у вiдхиленнях стають системою однорiд-
них лiнiйних диференцiальних рiвнянь з перiодичними коефiцiєнтами(

δ̇
ε̇

)
=

(
−1 W T

−W 0

)(
δ
ε

)
, (23)

де W (t) = (1, cosωt, sinωt)T .

Для дослiдження властивостi асимптотичної стiйкостi її тривiального розв’язку
розглянемо теорему ЛаСалля [10] для неавтономних систем диференцiальних рiв-
нянь ẋ = f(t, x) з перiодичною правою частиною: f(t, x) = f(t+ T, x).

Теорема. [10] Нехай V (t, x) – дiйснозначна функцiя з неперервними першими
частинними похiдними для всiх (t, x). Припустимо iснує T > 0, що

a) V (t, x) = V (t+ T, x) ≥ 0 для всiх (t, x);
b) V̇ (t, x) = ∂V/∂t+ ∂V/∂x · f(t, x) ≤ 0 для всiх (t, x).

Нехай E - множина всiх (t0, x0), така, що V̇ (t0, x0) = 0. Нехай M – об’єднання
по всiх (t0, x0), всiх траєкторiй x(t, t0, x0) з властивiстю, що (t, x(t, t0, x0)) зна-
ходиться в E для всiх t. Тодi всi обмеженi розв’язки x(t, t0, x0) прямують до M
при t → ∞.

Використовуючи теорему ЛаСалля, множина E у цьому випадку вiдповiдає
многовиду δ = 0 i всi розв’язки (23) прямують до M при t → ∞.

lim
t→∞

ε̇(t) = − lim
t→∞

W (t)δ(t) = 0.

Так як ε(t),W (t) обмеженi, то точка (0, ε) ∈ E є особливою точкою системи
диференцiальних рiвнянь (23): lim

t→∞
ε(t) = ε∗ − const.

Розглядаючи траєкторiї системи вздовж V̇ = 0 або δ = 0 з рiвнянь (23) маємо
W T ε∗ ≡ 0, або в координатнiй формi

ε∗1 + ε2
∗ cosωt+ ε3

∗ sinωt ≡ 0. (24)

Оскiльки компоненти вектора W (t) : {1, cosωt, sinωt} лiнiйно незалежнi функцiї,
то з (24) витiкає, що ε(t) ≡ 0.

Система (23) має перiодичну праву частину, W (t) = W (t + T ), T = 2π
ω. Отже,

ми можемо застосувати теорему ЛаСалля. Оскiльки δ ≡ 0 ⇒ ε = 0 i множина
M мiстить тiльки початок координат, то тривiальний розв’язок системи (23) є
рiвномiрно асимптотично стiйким.

6. Остаточний вигляд спостерiгача.
Запишемо остаточний вид додаткової системи (20), пiдставивши значення функ-

цiй Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3. Маємо

χ̇ = −g(x1) + ũ− ṽ, ξ̇1 = −ṽ,

ξ̇2 = x1ω sinωt− ṽ cosωt, ξ̇3 = −x1ω cosωt− ṽ sinωt,
(25)

ũ = x1 + ξ1 + (x1 cosωt+ ξ2) cosωt+ (x1 sinωt+ ξ3) sinωt, ṽ = (1− α1)x1 + χ.
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Таким чином, всi ступенi свободи запропонованої методики зафiксовано. В ре-
зультатi маємо:

1) вiдхилення δ, ε1, ε2, ε3 в формулах (18) асимптотично прямують до нуля;
2) функцiї Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3 визначено формулами (22);
3) доданки χ(t), ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t) знаходимо, як розв’язок задачi Кошi з довiль-

ними початковими умовами для системи (25).
Все це дозволяє безпосередньо отримати асимптотичнi оцiнки шуканих невiдо-

мих за формулами (18). Тим самим доведено
Твердження 2. Формули

ˆ̇x2 = x1(t)+χ(t), â1 = x1(t)+ξ1(t), â2 = x1(t) cosωt+ξ2(t), â3 = x1(t) sinωt+ξ3(t),

де функцiї χ(t), ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t) задовольняють системi диференцiальних рiвнянь
(25), формують асимптотичнi оцiнки змiної x2(t) та параметрiв a1, a2, a3 вихiд-
ної системи диференцiальних рiвнянь (15).

7. Висновки.
Робота базується на використаннi в задачi спостереження iдеї методу iнварiант-

них спiввiдношень [1], який було розроблено в аналiтичнiй механiцi та призначено,
зокрема, для пошуку частинних розв’язкiв (залежностей мiж змiнними) в задачах
динамiки твердого тiла з нерухомою точкою. Модифiкацiя цього методу до про-
блем теорiї спостереження дозволила розробити схему синтезу додаткових зв’язкiв
мiж вiдомими i невiдомими величинами вихiдної системи, що виникають в процесi
руху її розширеної моделi [2]. Варто зазначити, що бiльш загальний пiдхiд, нiж
метод iнварiантних спiввiдношень. який формує метод розв’язку задач спостере-
ження для нелiнiйних динамiчних систем завдяки синтезу iнварiантного многови-
ду в просторi розширеної системи, було запропоновано в роботах [11, 12] як пев-
ну модифiкацiю методу стабiлiзацiї нелiнiйних систем I&I (Input and Invariance).
В якостi прикладу застосування загального пiдходу розглянуто задачу спостере-
ження швидкостi руху та iдентифiкацiї сталих параметрiв, якi визначають дiю
гармонiйної зовнiшньої сили з вiдомою частотою на нелiнiйну автоколивальну си-
стему загального виду (осцилятор Лiєнара). За вказаним методом запропонована
схема побудови нелiнiйного спостерiгача, яка дозволила отримати оцiнки невiдо-
мих за результатами вимiрювання вихiдного сигналу (перемiщення осцилятора)
в реальному масштабi часу. Доведено асимптотичну збiжнiсть отриманих оцiнок
швидкостi коливань та параметрiв зовнiшньої гармонiйної сили до їх справжнiх
значень.
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Method of invariant relations in observation problems.

Modern objects of automatic control are complex, non-linear multidimensional systems. One of the
main problems in building mathematical models of such systems is the lack of “a priori” information
about the state of the object and its parameters. Therefore, an important stage of their analysis is
checking the adequacy of the model, which can be carried out with the help of inverse problems, which
consist in determining the state of the object and its parameters. The paper proposes a method for
obtaining asymptotic estimates of unknown components of a mathematical model based on the results
of measuring output signals in real time. The method of invariant relations developed in analytical
mechanics is used. To solve control theory problems related to determining the state and parameters of
dynamic systems, a new method for synthesizing invariant relations is proposed, which are considered
as additional algebraic equations for unknown components of the mathematical model. Based on
the developed general approach, the problem of estimating the amplitude, and phase of a harmonic
force acting on a mechanical system was considered The problem have been studied over a long
period of time, including recently. The reason for this is the possibility of using relevant methods in
various theoretical and engineering fields, for example, in mechanical systems of conversion of kinetic
energy of oscillations, in rotary mechanical processes, for vibration isolation of periodic components of
noise through rotating mechanisms, for compensation of harmonic perturbations in automatic control
algorithms, etc. The method of least squares, Fourier analysis, and the Laplace transform can be
employed to solve relevant problems. However, these methods cannot be directly applied in control
algorithms with real-time data processing. From the point of view of control theory, there is the problem
of identification, which is to determine the unknown parameters of the system based on information
about its output, i.e., known information about motion. The possibility of solving the identification
problem (the property of identifiability) significantly depends on the analytical structure of the right-
hand sides of the dynamic equations and available information [3]. To solve the identification problem,
we used the method of invariant relations, which was developed in analytical mechanics to find partial
solutions (relationships between variables) of problems of the dynamics of a rigid body with a fixed
point. The modification of this method to apply to observation problems made it possible to establish
additional relationships between the known and unknown quantities of the original system that arise
during the motion of its extended model. Our purpose here is to extend the method of synthesis of
invariant relations to the problem of identifying the parameters of nonlinear oscillators.

Keywords: observation of nonlinear systems, invariant relations, oscillator, determination of external
load.
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