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ПРО СТIЙКIСТЬ ОБЕРТАННЯ У СЕРЕДОВИЩI З ОПОРОМ
ВIЛЬНОЇ СИСТЕМИ ДВОХ ГIРОСКОПIВ ЛАГРАНЖА
ПОВ’ЯЗАНИХ ПРУЖНИМ ШАРНIРОМ ГУКА

На пiдставi вiдомих рiвнянь П.В. Харламова про рух системи зв’язаних твердих тiл виведенi
рiвняння обертання в середовищi з опором вiльної системи двох гiроскопiв Лагранжа, з’єднаних
пружним шарнiром Гука. Виписано характеристичне рiвняння четвертого порядку з одним ну-
льовим коренем. На основi критерiю Ленарда-Шiпара, записаного у iннорнiй формi, отриманi
у виглядi системи двох нерiвностей необхiднi умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обер-
тання гiроскопiв Лагранжа. Проведено їх аналiтичнi дослiдження. Показано, що необхiднi умови
асимптотичної стiйкостi завжди будуть виконанi при збiльшеннi коефiцiєнта пружностi шарнiру
або кутової швидкостi обертання. Проведено порiвняння впливу пружного сферичного шарнiру i
шарнiру Гука на умови стiйкостi. Показана неможливiсть моделювання пружного шарнiра Гука
пружним сферичним шарнiром.
MSC: 75E55.
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Гука, середовище з опором, рiвномiрне обертання, асимптотична стiйкiсть.

1. Вступ.
На даний час є велика кiлькiсть робiт у яких дослiджується динамiка та стiй-

кiсть руху систем зв’язаних твердих тiл. Досить хороший огляд цих робiт наведено
в монографiях [1–4]. Наприклад робота [2] мiститься 351 посилань. В монографiї
[1] з єдиних позицiй викладено пiдхiд до задач про рух систем твердих тiл. Роз-
глянуто моделi, що допускають рiзноманiтнi з’єднання тiл та їх загальнi просто-
ровi рухи. Однак, задачi про вiльний рух систем пов’язаних твердих тiл далекi
до свого завершення. Мабуть, одними з перших це були роботи [5–7]. У статтi [5]
вивчається положення рiвноваги двох зв’язаних твердих тiл вiдносно орбiтальної
системи координат. Автором визначено всi положення вiдносної рiвноваги та от-
римано достатнi умови стiйкостi. Модель супутника, представленого двома одна-
ковими несиметричними тiлами, пов’язаними невагомим стрижнем, розглядається
в статтi [6]. У роботi [7] модель супутника представляється системою твердих тiл
i гiростатiв, зв’язаними сферичними шарнiрами. Проведено чисельне iнтегруван-
ня рiвнянь руху, що дозволило визначити стiйкi вiдноснi положення рiвноваги.
Наведемо лише роботи, якi найближчi до розглядуваної у статтi задачi. У за-
гальнiй постановцi задача про рух у середовищi з опором вiльної системи двох
зв’язаних твердих тiл розглядається в монографiї [8]. В нiй та у статтi [9] наго-
лошується, що в залежностi вiд вибору основного тiла будуть представленi рiзнi
види рiвняння руху вiльної системи твердих тiл. У статтi [10] дослiдженi необ-

23



Ю.М. Кононов

хiднi умови стiйкостi рiвномiрних обертань двох вiльних гiроскопiв Лагранжа з
iдеальною рiдиною, та показано, як з рiвнянь для невiльної системи гiроскопiв
слiдують рiвняння для вiльної системи. Робота [11] узагальнює результати статтi
[10] на випадок гiроскопiв Лагранжа з iдеальною рiдиною. Дослiдження впли-
ву дисипативного i постiйного моментiв на стiйкiсть рiвномiрного обертання двох
пружно зв’язаних вiльних гiроскопiв Лагранжа проведено у роботi [12]. У статтi
[13] показана можливiсть стабiлiзацiї нестiйкого обертання у середовищi з опором
гiроскопа Лагранжа другим гiроскопом, який обертається, а у статтi [14] ця задача
узагальнена на стабiлiзацiї нестiйкого обертання гiроскопа Лагранжа з iдеальною
рiдиною. У роботi [15] виведенi рiвняння обертання у середовищi з опором вiль-
ної системи двох твердих тiл, з’єднаних пружним вiдновлювальним сферичним
шарнiром. У припущенi, що центр мас твердих тiл знаходиться на третiй головнiй
осi iнерцiї, виписанi рiвняння збуреного руху розглядуваної механiчної системи
у виглядi восьми звичайних диференцiальних рiвнянь з перiодичними коефiцiєн-
тами. У випадку двох гiроскопiв Лагранжа отримано характеристичне рiвняння
четвертого порядку. На пiдставi критерiю Льєнара–Шiпара, записаного в iннор-
ному виглядi, виписанi у виглядi системи трьох нерiвностей умови асимптотичної
стiйкостi рiвномiрних обертань гiроскопiв Лагранжа. Проведенi аналiтичнi дослiд-
ження цих умови стiйкостi. Доведено, що перша нерiвнiсть завжди виконана. Iз
третьої нерiвностi слiдує, що коли гiроскопи мають рiвнi осьовi моменти iнерцiї
i обертаються з однаковими кутовими швидкостями в рiзнi сторони або вiдсутня
пружнiсть у шарнiрi, то характеристичне рiвняння має кратний корiнь i питання
про стiйкiсть вимагає додаткових дослiджень. Виписанi умови стiйкостi вiдносно
кiнетичних моментiв i показано, що старшi коефiцiєнти нерiвностей додатнi звiд-
ки випливає, що стiйкiсть завжди буде можлива при досить великих значеннях
одного або двох кiнетичних моментiв. Показано, що коли гiроскопи однаковi, то
характеристичне рiвняння розпадається на два рiвняння. При вiдсутностi пруж-
нiсть у шарнiрi з’являється кратний нульовiй корiнь i питання про асимптотич-
ну стiйкiсть вимагає додаткових дослiджень. Проведено моделювання пружного
шарнiра Гука за допомогою пружного сферичного шарнiра. В статтi [16] розгля-
дається динамiка i орiєнтацiя твердого тiла при входi в атмосферу, динамiка i
управлiння коаксiальними гiростатами супутникiв та багато iнших оригiнальних
задач космiчної механiки. В роботi [17] представлений унiфiкований i добре ро-
зроблений пiдхiд до динамiки кутових рухiв твердих тiл, що зазнають моментiв
збурення рiзної фiзичної природи. Детально розглядається дiя рiзних моментiв
збурень, як зовнiшнiх (гравiтацiйний, аеродинамiчний, сонячний тиск), так i внут-
рiшнiх (завдяки в’язкiй рiдинi в резервуарах, пружним i в’язкопружним власти-
востям тiла). Новий клас обертань динамiчно симетричного твердого тiла навколо
нерухомої точки з урахуванням нестацiонарного збурюючого моменту i повiльно
змiнного з часом вiдновлюючого моменту вивчається у статтi [18]. В роботi [19]
розглянуто рух навколо центру мас сфероїда з порожниною, заповненою в’язкою
рiдиною. Момент сил, що дiють на тiло з боку в’язкої рiдини в порожнинi, визна-
чають за методикою, розробленою в роботах Ф.Л. Чорноуська. Асимптотичний

24



Стiйкiсть обертання у середовищi з опором гiроскопiв Лагранжа
пов’язаних пружним шарнiром Гука

пiдхiд дозволяє отримати деякi якiснi результати та описати нелiнiйну еволюцiю
кутового руху за допомогою спрощених усереднених рiвнянь. Слiд зазначити, що
математичний апарат та методи дослiдження, якi були розробленi в роботах [16 –
19], знайшли застосування в багатьох задачах динамiки та стiйкостi руху систем
зв’язаних твердих тiл.

У данiй статтi продовжуються дослiдження стiйкостi руху вiльної системи двох
твердих, якi були розпочатi в роботах [8–12]. Робота узагальнює результати робiт
[8, 9] на випадок дiї дисипативних та постiйних моментiв i статтю [15] на випадок
пружного шарнiру Гука.

2. Постановка задачi.
Розглянемо вiльний рух двох пружно зв’язаних твердих тiл S1 i S2. Тiла S1 i

S2 мають спiльну точку O2. Запишемо теорему про змiну кiлькостi руху i моменту
кiлькостi руху для тiла Si (i = 1, 2). Для цього звiльнимось вiд в’язiв у точцi O2.
Позначимо через −R2 i −L2 головний вектор i головний момент сил реакцiї в’язi,
що дiють на тiло S1 з боку тiла S2. Рiвняння руху центру мас та рiвняння змiни
моменту кiлькостi руху тiла Si вiдносно центру мас точки Ci мають вигляд [7–9,
15]:

miV̇i = Fi +Ri −Ri+1, (1)

(Jiωi)
� = Mi + Li − Li+1 + ci × (Ri −Ri+1) (i = 1, 2) . (2)

Тут Ji – центральний тензор iнерцiї тiла Si; ωi – кутова швидкiсть твердого тiла
Si; Fi i Mi – вiдповiдно головний вектор зовнiшнiх сил i головний момент, якi
дiють на тiло Si; m = m1+m2 – маса всiєї системи, c1 =

−−−→
C1O2, c2 =

−−−→
O2C2, точкою

«�» позначена абсолютна похiдна.
Система рiвнянь (2), з урахуванням (1), буде мати вигляд [7–9, 12]:

(J1ω1)
� = M1 − L2 + c1 ×

(
m2F1 −m1F2 +m1m2ḟ2

)
/m,

(J2ω2)
� = M2 + L2 − c2 ×

(
m2F1 −m1F2 +m1m2ḟ2

)
/m,

(3)

де f2 = ω1 × c1 + ω2 × c2.
Зв’яжемо з кожним iз тiл Si незмiнно базис ei1 e

i
2 e

i
3 з вершиною в точцi Ci,

осi якого направимо по головних осях тензора iнерцiї Ji i введемо нерухомий ба-
зис e01 e

0
2 e

0
3, вектор e03 якого протилежний вектору прискорення вiльного падiння.

Будемо вважати, що елiпсоїд iнерцiї твердих тiл є трьохосний, третi головнi осi
iнерцiї проходять через точку O2, тобто будемо вважати, що центр мас твердих
тiл S1 i S2 лежить на цих осях.

Нехай тверде тiло Si знаходиться пiд дiєю сили тяжiння, дисипативного мо-
менту Mi = Diωi, Di = diag(Di1,Di2,Di3), Dij > 0 (i = 1, 2; j = 1, 3), що моделює
середовище з опором i пiд дiєю постiйного моменту Miq = Qici/ |ci|, який спрямо-
ваний вздовж вектора ci i пiдтримує обертання тiла Si (i = 1, 2). Твердi тiла S1 i
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S2 пов’язанi в точцi O2 пружним вiдновлювальним шарнiром Гука L2. Шарнiром
Гука називають невагому хрестовину з ортогональними осями, навколо яких вiд-
бувається вiдносне обертання тiл. Таке з’єднання допускає два ступенi свободи, а
момент сил реакцiй зв’язку перпендикулярний площинi шарнiра [7, 8].

Векторнi рiвняння (3) в кутах Крилова αi, βi, γi вiдносно нерухомий базис
e01 e

0
2 e

0
3 приймуть вигляд [7 – 9, 13]:

A′
i(β̈i + α̇2

i sinβi cosβi) + Ciriα̇i cosβi + µβki =

= (−1)i (β1 − β2) k + ui (β1, β2)−Di1β̇i,

A′
i(α̈i cosβi − 2α̇iβ̇i sinβi)− Ciriβ̇i + µαki =

= (−1)i (α1 − α2) k + vi (α1, α2)−Di1α̇i cosβi,

(4)

Ciṙi = −riDi3 +Qi (i = 1, 2). (5)

Тут ri = γ̇i − α̇i sinβi, A′
1 = A1 + νc21, ν = m1m2/m , µ = νc1c2, k ≥ 0, ui (β1, β2) i

vi (α1, α2) – це функцiї вищого порядку малостi щодо βi i αi,

βki = β̈k (cosβk cosβi + sinβk sinβi cos(αk − αi))−

−
(
α̈k cosβk sinβi − 2α̇kβ̇k sinβk sinβi

)
sin(αi − αk)+

+ (α̇2
k + β̇2

k) cosβk sinβi cos(αi − αk)− β2
k sinβk cosβi,

αki =
(
α̈k cosβk − 2α̇kβ̇k sinβk

)
cos(αk − αi)+

+ β̈k sinβk sin(αk − αi)
(
β̈k sinβk + (α̇2

k + β̇2
k) cosβk

)
, k = 3− i,

αij
µκ = eiµ · ejκ– напрямнi косинуси. Коефiцiєнти αij

µκ можна виразити через αi0
µσ i

αj0
µσ наступним чином [8]:

αij
µκ =

3∑
σ=1

αi0
µσα

j0
kσ. (6)

αi0
11 = cosαi cos γi + sinαi sinβi sin γi, α

i0
21 = cosβi sin γi,

αi0
31 = − sinαi cos γi + cosαi sinβi sin γi, α

i0
12 = − cosαi sin γi + sinαi sinβi cos γi,

αi0
22 = cosβi cos γi α

i0
13 = sinαi cosβi, α

i0
32 = sinαi sin γi + cosαi sinβi cos γi,

αi0
13 = sinαi cosβi, α

i0
23 = − sinβi, α

i0
33 = cosαi cosβi.

(7)

Коефiцiєнти α21
32, α21

31, α12
32, α32

31, α12
32, що входять в рiвняння (4), визначаються

з виразiв (6)–(7).
Система рiвнянь (4)–(7) допускає розв’язки:

αi = βi = 0, γi = 1, ri = ω0 = Q i/Di3, (8)
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якi вiдповiдають рiвномiрному обертанню твердих тiл Si навколо вертикалi з ку-
товою швидкiстю ω0, де Q1D23 = Q2D13 або D13 = D23 = D3, Q1 = Q2 = Q.

Нехай в збуреному русi ri = ω0+ δi. де δi є величина першого порядку малостi
порiвняно з ω0. В цьому випадку рiвняння (5) вiдокремлюється вiд iнших рiвнянь i
їх характеристичнi рiвняння мають один дiйсний негативний корiнь. Слiд зазнати,
що лiнеаризоване рiвняння (5) вiддiляється вiд рiвнянь (4) та має один нульовий
i один вiд’ємний корiнь. Нульовий корiнь пов’язаний з наявнiстю геометричного
iнтеграла γ2 = 1, тому стiйкiсть рiшень (7) залежить тiльки вiд коренiв характе-
ристичного рiвняння, що вiдповiдає системi (4).

Запишемо рiвняння (4) для збуреного руху, зберiгаючи їхнi попереднi позна-
чення:

A′
1β̈1 + C̃1α̇1 +D1β̇1 + µβ̈2 + k (β1 − β2) = 0,

A′
1α̈1 − C̃1β̇1 +D1α̇1 + µα̈2 + k (α1 − α2) = 0,

A′
2β̈2 + C̃2α̇2 +D2β̇2 + µβ̈1 − k (β1 − β2) = 0,

A′
2α̈2 − C̃2β̇2 +D2α̇2 + µα̈1 − k (α1 − α2) = 0.

(9)

Тут C̃i = Ciω0.

3. Умови стiйкостi рiвномiрних обертань двох гiроскопiв Лагранжа.
Нехай ui = βi − iαi, тодi рiвняння (9) приймуть вигляд:

A′
1ü1 +

(
iC̃1 +D1

)
u̇1 + µü2 + k (u1 − u2) = 0,

A′
2ü2 +

(
iC̃2 +D2

)
u̇2 + µü1 − k (u1 − u2) = 0.

(10)

Представивши шуканi функцiї у виглядi aeλt, отримаємо характеристичне рiв-
няння збуреного руху (10): ∣∣∣∣ F1 µλ2 − k

µλ2 − k F2

∣∣∣∣ = 0 (11)

або [
a4λ

3 + (a3 + ib3)λ
2 + (a2 + ib2)λ+ a1 + ib1

]
λ = 0, (12)

де

Fi = A′
iλ

2 + (iC̃i +Di)λ+ k, a4 = A′
1A

′
2 − µ2 > 0, a3 = A′

1D2 +A′
2D1 > 0,

b4 = 0, b3 = C̃1A
′
2 + C̃2A

′
1, a2 =

(
A′

1 +A′
2 + 2µ

)
k − C̃1C̃2 +D1D2,

b2 = C̃1D2 + C̃2D1, a1 = (D1 +D2) k, b1 =
(
C̃1 + C̃2

)
k.

(13)

Iз (13) слiдує, що коли пружнiсть у шарнiрi вiдсутня (k = 0), то a1 = b1 = 0 i
рiвняння (12) вже має двократний нульовий корiнь.
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Наявнiсть нульового кореня в рiвняннi (12) вiдповiдає обертанню системи двох
твердих як єдиного твердого тiла. Далi будемо розглядати це рiвняннi без нульо-
вого кореня, а саме:

a4λ
3 + (a3 + ib3)λ

2 + (a1 + ib1)λ+ a1 + ib1 = 0. (14)

Для того, щоб всi нулi рiвняння (14) лежали у вiдкритiй лiвiй пiвплощинi,
згiдно критерiю Льєнара–Шiпара, записаного в iннорному виглядi [20], необхiдно
i достатньо, щоб матриця п’ятого порядку, складена з коефiцiєнтiв цього много-
члена, була iннорнопозитивною, тобто були позитивно визначенi матрицi ∆1, ∆3 i
∆5:

I1 = |∆1| = a3 > 0, (15)

I3 = |∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a4 −b3 −a2
0 a3 −b2
a3 −b2 −a1

∣∣∣∣∣∣ > 0, (16)

I5 = |∆5| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a4 −b3 −a2 b1 0
0 a4 −b3 −a2 b1
0 0 a3 −b2 −a1
0 a3 −b2 −a1 0
a3 −b2 −a1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0. (17)

Через наявнiсть нульового кореня маємо тiльки необхiднi умови асимптотичної
стiйкостi рiвномiрного обертання в середовищi з опором двох вiльних гiроскопiв
Лагранжа. Так як I1 > 0, то цi умови складаються з двох нерiвностей (16)–(17).
З нерiвностi (15) видно, що при частковiй дисипацiї (D1 = D2 = 0, Di3 ̸= 0)
асимптотична стiйкiсть неможлива.

Умови стiйкостi вiдносно коефiцiєнта пружностi шарнiру k запишуться наступ-
ним чином:

I31k + I30 > 0,
(
I53k

2 + I52k + I51
)
k > 0. (18)

Тут

I31 = a3f3 > 0, I53 = (D1 +D2) f
2
3 > 0,

f3 =
(
A′

1 + µ
)2
D2 +

(
A′

2 + µ
)2
D1 > 0.

(19)

Iз (19) маємо, що старшi коефiцiєнти нерiвностей (18) додатнi, звiдки випливає,
що необхiднi умови асимптотичної стiйкостi завжди будуть виконанi при досить
великих значеннях коефiцiєнта пружностi шарнiру.
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Умови стiйкостi вiдносно кутової швидкостi отримують вигляд:

I31x+ I30 > 0,
(
I52x

2 + I51x+ I50
)
k > 0, (x = ω2), (20)

де

I31 = a23µ
2 +

(
C1A

′
2 − C2A

′
1

)
D1D2, I30 = a3 (f3k + a3D1D2) > 0,

I52 =
(
C2
1D2 + C2

2D1

){ (
C2
1D

2
2 + C2

2D
2
1

)
µ2+

+
[(
C1A

′
2 − C2A

′
1

)2
+ 2C1C2µ

2
]
D1D2

}
,

I51 = I51kk + I50k, I50 = (D1 +D2) (f3k + a3D1D2)
2 > 0,

f3 =
(
A′

1 + µ
)2
D2 +

(
A′

2 + µ
)2
D1 > 0.

(21)

Iншi коефiцiєнти не наведенi iз за їх громiздкiсть.
Старшi коефiцiєнти I31 i I52 буде додатним, коли або µ ̸= 0 або C1A

′
2 ̸= C2A

′
1.

В цьому випадку необхiднi умови стiйкостi (20) будуть завжди виконанi при збiль-
шенi кутової швидкостi.

З характеристичного рiвняння (11) слiдує, що коли гiроскопи однаковi (A′
2 =

A′
1, C2 = C1, m2 = m1, c2 = c1) i мають рiвнi коефiцiєнти дисипацiї (D2 = D1), то

F2 = F1 i це рiвняння розпадається на два рiвняння:

A1λ
2 +

(
iC̃1 +D1

)
λ+ 2k = 0, i

(
A1 +m1c

2
1

)
λ+ iC̃1 +D1 = 0. (22)

Перше рiвняння при k ̸= 0 описують стiйкi обертання одного вiльного гiроскопа
на який дiє подвiйний вiдновлювальний момент. Коливання стiйкi, тому що для
цього рiвняння I3 = kD2

1 > 0, а корiнь другого рiвняння лежить у лiвiй пiвплощинi.
При вiдсутностi дисипативних (Di = 0) i постiйних (Qi = 0, i = 1, 2) моментiв

характеристичнi рiвняння (11) i (22) спiвпадають з аналогiчними рiвняннями робiт
[8, 9].

Як це вже було вiдзначено в вступi у статтi [15] були проведення дослiджен-
ня пружного сферичного шарнiру на умови стiйкостi i можливiсть моделювання
пружного шарнiру Гука сферичним шарнiром за умовою ω01 = ω02 = ω0. Прове-
демо порiвняння впливу пружного шарнiра Гука i пружного сферичного шарнiру
на умови стiйкостi. Характеристичне рiвняння, яке було отримано у роботi [15],
на вiдмiну вiд рiвняння (11) має вигляд:∣∣∣∣ F1 µλ2

µλ2 F2

∣∣∣∣ = 0 (23)

При вiдсутностi пружностi у шарнiрах (k = 0) характеристичнi рiвняння (11) i
(23) спiвпадають. Це також було вiдмiчено в роботах [8, 9]. Але при наявностi
пружностi у шарнiрах (k ̸= 0), на вiдмiну вiд рiвняння (12), рiвняння (23) не має
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нульового кореня i отриманi умови асимптотичної стiйкостi у статтi [15] є не тiльки
необхiдними, а й достатнiми. Основнi виводи по данiй роботi i роботi [15] спiвпа-
дають. Таким чином, при наявностi пружностi в шарнiрах моделювання шарнiру
Гука сферичним шарнiром неможливе.

4. Висновки.
Виведенi рiвняння обертання в середовищi з опором вiльної системи двох гiро-

скопiв Лагранжа, з’єднаних пружним шарнiром Гука. Проведено дослiдження
асимптотичної стiйкостi рiвномiрних обертань цих гiроскопiв. Виписано харак-
теристичне рiвняння четвертого порядку з одним нульовим коренем. Показано,
що коли гiроскопи однаковi i мають рiвнi коефiцiєнти дисипацiї, то це рiвнян-
ня розпадається на два рiвняння На основi критерiю Ленарда-Шiпара записаного
у iннорнiй формi отриманi у виглядi системи двох нерiвностей необхiднi умови
асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертання гiроскопiв Лагранжа. Проведено
їх аналiтичнi дослiдження. Показано, що необхiднi умови асимптотичної стiйкостi
завжди будуть виконанi при збiльшеннi коефiцiєнта пружностi шарнiру або ку-
тової швидкостi обертання. Проведено порiвняння впливу пружного сферичного
шарнiру i шарнiру Гука на умови стiйкостi. Показана неможливiсть моделювання
пружного шарнiра Гука пружним сферичним шарнiром. При вiдсутностi дисипа-
тивних i постiйних моментiв отриманi результати спiвпадають з вiдомими.
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Yu.M. Kononov
On the stability of rotation in an environment with resistance of a free system of two
rigid bodies connected by an elastic Hook joint.

Based on the known equations of P.V. Kharlamov on the motion of a system of connected rigid bodies
obtained the equation of rotation in a medium with the resistance of a free system of two Lagrangian
gyroscopes connected by an elastic Hook hinge. The characteristic equation of the fourth order with
one zero root is written. On the basis of the Lennard-Schypar criterion in the innor form, the necessary
conditions for the asymptotic stability of uniform rotation of Lagrangian gyroscopes in the form of a
system of two inequalities are obtained. Analytical studies of them have been carried out. It is shown
that the necessary conditions of asymptotic stability will always be fulfilled when the coefficient of
elasticity of the hinge or the angular speed of rotation increases. A comparison of the influence of the
elastic spherical joint and Hooke’s joint on stability conditions was carried out. The impossibility of
modeling Hooke’s elastic joint with an elastic spherical joint is shown.

Keywords: free system of two elastically coupled Lagrangian gyroscopes, elastic Hook hinge, medium
with resistance, uniform rotation, asymptotic stability.
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