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ПРО СТIЙКIСТЬ ОБЕРТАННЯ У СЕРЕДОВИЩI З ОПОРОМ
ГIРОСКОПА ЛАГРАНЖА НА ПIДВIСI З УРАХУВАННЯМ
ПРУЖНОГО СФЕРИЧНОГО ШАРНIРУ I ШАРНIРУ ГУКА

На пiдставi вiдомих рiвнянь П.В. Харламова, розглянуто задачу про стiйкiсть рiвномiрних обер-
тань у середовищi з опором гiроскопа Лагранжа на пiдвiсi з урахуванням пружностi сферичного
шарнiру, шарнiру Гука, масових та iнерцiйних характеристик пiдвiсу i постiйних моментiв. Отри-
манi умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрних обертань та проведенi аналiтичнi дослiдження
впливу пружностi шарнiрiв, масових та iнерцiйних характеристик пiдвiсу на умови стiйкостi. По-
казано, що при зростаннi пружностi в шарнiрах завжди буде можлива асимптотична стiйкiсть
для будь якої кутової швидкостi та для довiльних параметрiв механiчної системи. Отриманi умо-
ви асимптотичної стiйкостi порiвнюються з аналогiчними умовами у випадку замiни шарнiра
Гука сферичним шарнiром, а також з умовами стiйкостi за вiдсутностi дисипацiї.
MSC: 70E55.
Ключовi слова: середовище з опором, гiроскоп Лагранжа, пiдвiс, пружний сферичний шарнiр
та шарнiр Гука, постiйнi моменти, рiвномiрне обертання, асимптотична стiйкiсть.

1. Вступ.
Струнний пiдвiс використовується для експериментального визначення напря-

му головних осей iнерцiї складних механiчних конструкцiй, для балансування тур-
бiн та важких центрифуг, а також для експериментального дослiдження впливу
рiдини на стiйкiсть обертання твердого тiла. В даний час є досить велика кiлькiсть
публiкацiй про рiзнi аспекти обертання твердого тiла на пiдвiсi [1]. У роботi [2] на-
ведено дуже хороший огляд лiтератури з цiєї задачi до 90-х рокiв минулого столiт-
тя, а в монографiї [3] – до середини нашого столiття. У статтi [1] на пiдставi вiдомих
рiвнянь П.В. Харламова, розглянуто задачу про стiйкiсть рiвномiрних обертань
у середовищi з опором гiроскопа Лагранжа на пiдвiсi з урахуванням пружностi
сферичних шарнiрiв, масових та iнерцiйних характеристик пiдвiсу i постiйних мо-
ментiв в iнерцiйнiй та неiнерцiйнiй системах вiдлiку. Отриманi умови асимптотич-
ної стiйкостi рiвномiрних обертань та проведенi аналiтичнi дослiдження впливу
пружностi шарнiрiв, масових та iнерцiйних характеристик пiдвiсу на умови стiй-
костi. Розглянуто випадки вiдсутностi одного або другого постiйного моменту та
випадок вiдродження пiдвiсу у струну. У разi вiдсутностi постiйного моменту в
iнерцiйнiй системi вiдлiку показано, що при зростаннi пружностi в шарнiрах за-
вжди буде можлива асимптотична стiйкiсть при будь-якiй кутовiй швидкостi та
при довiльних параметрах механiчної системи. Отриманi умови порiвнюються з

Робота була частково пiдтримана грантом вiд Simons Foundation (PD-Ukraine-00010584, Yuriy
Kononov, Olga Nesmelova, Yaroslav Sviatenko)
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умовами стiйкостi за вiдсутностi дисипацiї.
Дана стаття узагальнює результати статтi [1] на випадок, коли гiроскоп Лагран-

жа з’єднаний з пiдвiсом пружним шарнiром Гука та за вiдсутностi постiйного мо-
мента в iнерцiйнiй системi вiдлiку. У статтi на пiдставi критерiю Льєнара–Шипара,
записаного в iннорному виглядi, отриманi умови асимптотичної стiйкостi у виглядi
системи трьох нерiвностей вiдповiдно квадрата кутової швидкостi та коефiцiєнтiв
пружностi шарнiрiв, проведено їх аналiтичнi дослiдження та порiвняння з умова-
ми стiйкостi у випадку замiни шарнiра Гука сферичним шарнiром.

2. Постановка задачi. Основнi рiвняння.
Нехай тверде тiло S1 (пiдвiс) має нерухому точку O1 в якiй на нього дiє пруж-

ний вiдновлювальний сферичний шарнiр L1 = k1ν × s/|s| , k1 ≥ 0. Динамiчно
симетричнi твердi тiла S1 i S2 пов’язанi в точцi O2 пружним вiдновлювальним
шарнiром Гука L2. Шарнiром Гука називають невагому хрестовину з ортогональ-
ними осями, навколо яких вiдбувається вiдносне обертання тiл. Таке з’єднання
допускає два ступенi свободи, а момент сил реакцiй зв’язку перпендикулярний
площинi шарнiра. В цьому випадку для виключення моментiв сил реакцiй зв’язку
необхiдно спроектувати рiвняння на осi шарнiру Гука [7, 8].

Тверде тiло Si (i = 1, 2) знаходиться пiд дiєю сили тяжiння, дисипативного
моменту Mi = Diωi, Di = diag(Di1,Di1,Di3), (Dij > 0; i = 1, 2; j = 1, 3), що мо-
делює середовище з опором, а також пiд дiєю постiйного моменту в неiнерцiйнiй
системi вiдлiку Miq = Qie

2
3, який спрямований вздовж осi симетрiї тiла та пiдт-

римує обертання тiл Si. Тут ωi – кутова швидкiсть твердого тiла Si, s =
−−−→
O1O2,

ci =
−−→
OiCi, Ci – центр мас тiла Si, g – вектор прискорення вiльного падiння (рис.1).

Рис. 1.

Рiвняння обертання в середовищi з опором двох пружно зв’язаних гiроскопiв
Лагранжа матимуть вигляд [1–6]:

(J1 · ω1)
� +m2s× (ω1 × s+ ω2 × c2)

� = (m1c1 +m2s)× g+

+L1 −L2 −D1ω1 +M1q,

(J2 · ω2)
� +m2c2 × (ω1 × s+ ω2 × c2)

� = m2c2 × g +L2 −D2ω2.

(1)
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Тут Ji = diag (Ai, Ai, Ci) – тензор iнерцiї твердого тiла Si вiдносно точки Oi; mi

– його маса; точкою «�» позначена абсолютна похiдна.
Зв’яжемо з кожним iз тiл Si незмiнно базис ei1 e

i
2 e

i
3 з вершиною в точцi Oi, осi

якого направимо по головних осях тензора iнерцiї Ji i введемо нерухомий базис
e01 e

0
2 e

0
3, вектор e03 якого збiгається з векторами ν. Нехай s = se13 (s ≥ 0),

ci = cie
i
3 (c1 ≥ 0). Векторнi рiвняння (1) в кутах Крилова αi, βi, γi вiдносно iнер-

цiальної системи e01 e
0
2 e

0
3 запишуться наступним чином [1,5,6]:

A′
i(β̈i + α̇2

i sinβi cosβi) + Ciriα̇i cosβi + µβki =

= −ãig sinβi cosαi + ki(α
i−1,i
32 cos γi + αi−1,i

31 sin γi)+

+ ki+1(α
i+1,i
32 cos γi + αi+1,i

31 sin γi)−Di1β̇i,

(2)

A′
i(α̈i cosβi − 2α̇iβ̇i sinβi)− Ciriβ̇i + µαki =

= −ãig sinαi + ki(α
i−1,i
32 sin γi + αi−1,i

31 cos γi)+

+ ki+1(α
i+1,i
32 sin γi + αi+1,i

31 cos γi)−Di1α̇icosβi,

(3)

Ciṙi = −Di3ri +Qi, (i = 1, 2), (4)

де A′
1 = A1+s2m2, A′

2 = A2, µ = sã2, ã1 = m1c1+m2s, ã2 = m2c2, ri = γ̇i− α̇i sinβi,
k3 = 0, pi, qi, ri – проекцiї вектора кутової швидкостi ωi твердого тiла Si на осi

ei1e
i
2e

i
3, α

ij
µκ = eiµ · ejκ, eiµ =

3∑
κ=1

αi0
µκe

0
κ, α

ij
µκ =

3∑
σ=1

αi0
µσα

j0
κσ, а значення нелiнiйних

функцiй αki, βki та αi0
µσ вiд кутiв αi, βi, γi наведено в роботi [1].

3. Умови стiйкостi рiвномiрного обертання гiроскопа Лагранжа на
пiдвiсi.

Система (2)–(4) допускає розв’язки

αi = βi = 0, γi = ω0it, ri = ω0i = Qi/Di3, (5)

якi вiдповiдають рiвномiрним обертанням твердих тiл Si з кутовими швидкостями
ω0i навколо вертикалi.

Нехай в збуреному русi ωi = ω0i + Ωi, де |Ωi| є величина першого порядку
малостi порiвняно з |ω0i|.

Для шарнiру Гука ω01 = ω02 = ω0, тому будемо вважати, що Q1/D13 = Q2/D23

або Q1 = Q2 = Q, D13 = D23 = D3.
Зберiгаючи для змiнних їх колишнi позначення, запишемо лiнеаризованi рiв-

няння збуреного руху:

A′
1β̈1 + C̃1α̇1 +D1β̇1 + µβ̈2 + ã1gβ1k1 + (β1 − β2) k2 = 0,

A′
1α̈1 − C̃1β̇1 +D1α̇1 + µα̈2 + ã1gα1k1 + (α1 − α2) k2 = 0,

A′
2β̈2 + C̃2α̇2 +D2β̇2 + µβ̈1 + ã2gβ1k2 − (β1 − β2) k2 = 0,

A′
2α̈2 − C̃2β̇2 +D2α̇2 + µα̈1 + ã2gα2k2 − (α1 − α2) k2 = 0.

(6)
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Слiд зазначити, що лiнеаризоване рiвняння (4) вiддiляється вiд рiвнянь (6) та має
один нульовий i один вiд’ємний корiнь. Нульовий корiнь пов’язаний з наявнiстю
геометричного iнтеграла γ2 = 1, тому стiйкiсть розв’язкiв (5) залежить тiльки вiд
коренiв характеристичного рiвняння, що вiдповiдає системi (6) [9].

Нехай ui = βi − iαi, тодi рiвняння (6) набудуть вигляду:

A′
1ü1 +

(
iC̃1 +D1

)
u̇1 + µü2 + ã1gk1u1 + (u1 − u2) k2 = 0,

A′
2ü2 +

(
iC̃2 +D2

)
u̇2 + µü1 + ã2gk2u2 − (u1 − u2) k2 = 0.

(7)

Представивши шуканi функцiї у виглядi aeλt, запишемо характеристичне рiвняння
збуреного руху (7) у виглядi:∣∣∣∣ F1 µλ2 − k2

µλ2 − k2 F2

∣∣∣∣ = 0 (8)

або

a4λ
4 + (a3 + ib3)λ

3 + ...+ (a1 + ib1)λ+ a0 = 0. (9)

Тут

Fi = A′
iλ

2 + (iC̃i +Di)λ+ ãig + ki + ki+1, a3 = A′
1D2 +A′

2D1 > 0,

a4 = A′
1A

′
2 − µ2 = (A1 + c21m1)(A2 + c22m2) +A2s

2
1m2 > 0,

a2 = D1D2 − C̃1C̃2 + (k1 + k2 + ã1g)A
′
2 + (k2 + ã2g)A

′
1 + 2µk2,

a1 = (k1 + k2 + ã1g)D2 + (k2 + ã2g)D1, b3 = A′
1C̃2 +A′

2C̃1,

b1 = (k1 + k2 + ã1g) C̃2 + (k2 + ã2g) C̃1, b2 = C̃1D2 + C̃2D1,

a0 = ã2g (k1 + k2 + ã1g) + k2 (k1 + ã1g) .

(10)

Слiд зазначати, що у випадку сферичного шарнiру характеристичне рiвняння (8)
має вигляд ∣∣∣∣ F1 µλ2

µλ2 F2

∣∣∣∣ = 0.

Для того, щоб всi нулi рiвняння (9) були рiзнi та лежали у вiдкритiй лiвiй пiв-
площинi, згiдно критерiю Льєнара – Шипара, записаного в iннорному виглядi [7],
необхiдно i достатньо, щоб матриця сьомого порядку, яка складена з коефiцiєн-
тiв цього рiвняння, була iннорно-додатньою, тобто щоб були додатньо визначенi
матрицi ∆1, ∆3, ∆5 i ∆7:

I1 = |∆1| = a3 > 0,

I3 = |∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a4 −b3 −a2
0 a3 −b2
a3 −b2 −a1

∣∣∣∣∣∣ > 0, (11)
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I5 = |∆5| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a4 −b3 −a2 b1 a0
0 a4 −b3 −a2 b1
0 0 a3 −b2 −a1
0 a3 −b2 −a1 0
a3 −b2 −a1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, (12)

I7 = |∆7| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a4 −b3 −a2 b1 a0 0 0
0 a4 −b3 −a2 b1 a0 0
0 0 a4 −b3 −a2 b1 a0
0 0 0 a3 −b2 −a1 b0
0 0 a3 −b2 −a1 b0 0
0 a3 −b2 −a1 b0 0 0
a3 −b1 −a1 b0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0. (13)

Оскiльки a3 > 0, то I1 > 0 i умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрних обертань
у середовищi з опором двох пружно зв’язаних гiроскопiв Лагранжа визначаються
трьома нерiвностями (11) – (13). При частковiй дисипацiї (D1 = D2 = 0, D3 ̸= 0)
асимптотична стiйкiсть неможлива, оскiльки в цьому випадку a3 = 0.

4. Дослiдження умов стiйкостi (11) – (13).
Умови асимптотичної стiйкостi можуть бути представленi у виглядi системи

трьох нерiвностей вiдносно квадрата кутової швидкостi ω0 (x = ω2
0) або коефiцiєн-

тiв пружностi шарнiрiв ki (i = 1, 2):

I32x+ I30 > 0, I54x
2 + I52x+ I50 > 0,

(
I74x

2 + I72x+ I70
)
a0 > 0, (14)

Ĩ31k1 + Ĩ30 > 0, Ĩ53k
3
1 + Ĩ52k

2
1 + Ĩ51k1 + Ĩ50 > 0,

Ĩ75k
5
1 + Ĩ74k

4
1 + ...+ Ĩ71k1 + Ĩ70 > 0.

(15)

⌢

I 31k2 +
⌢

I 30 > 0,
⌢

I 53k
3
2 +

⌢

I 52k
2
2 +

⌢

I 51k2 +
⌢

I 50 > 0,
⌢

I 75k
5
2 +

⌢

I 74k
4
2 + ...+

⌢

I 71k2 +
⌢

I 70 > 0.
(16)

Через складнiсть старших коефiцiєнтiв нерiвностей (14) проведемо дослiджен-
ня умов стiйкостi (15) – (16) вiдносно коефiцiєнтiв пружностi k1 i k2.

Iз нерiвностей (15) випливає, що старшi коефiцiєнти Ĩ31, Ĩ53 i Ĩ75 мають вигляд:

Ĩ31 = (A′
2D1 +A′

1D2)(A
′
2
2
D1 + µ2D2) > 0, Ĩ53 = D2

(
A′

2
2
D1 + µ2D2

)2
> 0,

Ĩ75 = D2
2(A

′
2
2
D1 + µ2D2)

2
(k2 + ã2g) .

(17)

Iз (17) слiдує, що коефiцiєнт Ĩ75 буде додатним при k2 + ã2g > 0. Таким чином,
коли точка пiдвiсу O2 знаходиться не нижче центру мас тiла S2 (c2 ≥ 0) або нижче
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(c2 < 0) i k2 > −ã2g, то для довiльних значень механiчних параметрiв системи при
збiльшенi коефiцiєнта пружностi k1 буде можлива асимптотична стiйкiсть. Слiд
зазначати, що у випадку сферичного шарнiру старшi коефiцiєнти Ĩ31, Ĩ53 i Ĩ75
мають такий же самий вигляд.

Умови стiйкостi (16) вiдносно коефiцiєнта пружностi k2 мають наступнi старшi
коефiцiєнти

⌢

I 31,
⌢

I 53 i
⌢

I 75:

⌢

I 31 =
(
A′

2D1 +A′
1D2

) [(
A′

2 + µ
)2
D1 +

(
A′

1 + µ
)2
D2

]
> 0,

⌢

I 53 = (D1 +D2)
[(
A′

2 + µ
)2
D1 +

(
A′

1 + µ
)2
D2

]2
> 0,

⌢

I 75 = (D1 +D2)
2
[(
A′

2 + µ
)2
D1 +

(
A′

1 + µ
)2
D2

]2
[k1 + (ã1 + ã2) g] .

Звiдки випливає, що коефiцiєнт
⌢

I 75 буде додатним при k1+(ã1 + ã2) g > 0. Таким
чином, коли точка пiдвiсу O2 знаходиться не нижче центру мас тiла S2 (c2 ≥ 0) або
нижче (c2 < 0) i k1 > − (ã1 + ã2) g, то для довiльних значень механiчних парамет-
рiв системи при збiльшенi коефiцiєнта пружностi k2 буде можлива асимптотична
стiйкiсть. Слiд зазначати, що у випадку сферичного шарнiру старшi коефiцiєнти
⌢

I 31,
⌢

I 53 i
⌢

I 75 мають вигляд:

⌢

I 31 = (A′
2D1 +A′

1D2)(A
′
2
2
D1 + µ2D2) > 0,

⌢

I 53 = D2

(
A′

2
2
D1 + µ2D2

)2
> 0,

⌢

I 75 = D2
2(A

′
2
2
D1 + µ2D2)

2
(k2 + ã2g) .

Оскiльки ã1 = m1c1 + m2s (s > 0), де s ≥ 0 , c1 ≥ 0, то наявнiсть шарнiра Гука
йде в запас стiйкостi.

5. Випадок вiдсутностi дисипативних i постiйних моментiв.
Розглянемо випадок вiдсутностi дисипативних (Di = 0, i = 1, 2) i постiйних

моментiв (Qi = 0). У цьому випадку система рiвнянь (2) – (4) допускає розв’язки
(5), де ri = ω = const, а характеристичне рiвняння (9) при a2 = a4 = b3 = b1 = 0
набуває вигляду:

a4λ
4 + ib3λ

3 + a2λ
2 + ib1λ+ a0 = 0. (18)

Коефiцiєнти рiвняння (18) визначаються за формулами (10), в яких потрiбно по-
класти D1 = D2 = 0.

Стiйкiсть консервативних систем визначається тим, що коренi рiвняння (18)
повиннi знаходитися на уявнiй осi. Для цього в рiвняннi (18) покладемо λ = iσ i
воно матиме вигляд:

a4σ
4 + b3σ

3 − a2σ
2 − b1σ + a0 = 0. (19)
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Для того, щоб всi нулi рiвняння (19) були рiзнi та лежали на дiйснiй осi, згiд-
но критерiю Льєнара – Шипара, записаного в iннорному виглядi [11], необхiдно i
достатньо, щоб матриця сьомого порядку, яка складена з коефiцiєнтiв цього рiв-
няння, була iннорно-додатньою, тобто щоб були додатньо визначенi матрицi ∆1,
∆3, ∆5 i ∆7:

I1 = |∆1| = 4a4 > 0,

I3 = |∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a4 b3 −a2
0 4a4 3b3
4a4 3b3 −2ã2

∣∣∣∣∣∣ > 0, (20)

I5 = |∆5| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a4 b3 −a2 −b1 a0
0 a4 b3 −a2 −b1
0 0 4a4 3b3 −2a2
0 4a4 3b3 −2a2 0
4a4 3b3 −2a2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, (21)

I7 = |∆7| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a4 b3 −a2 −b1 a0 0 0
0 a4 b3 −a2 −b1 a0 0
0 0 a4 b3 −a2 −b1 a0
0 0 0 4a4 3b3 −2a2 a1
0 0 4a4 3b3 −2a2 a1 0
0 4a4 3b3 −2a2 a1 0 0
4a4 3b3 −2a2 a1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0. (22)

Необхiднi умови стiйкостi будуть представленi у виглядi системи трьох нерiвно-
стей вiдносно кутової швидкостi ω0 i коефiцiєнтiв пружностi шарнiрiв ki, (i = 1, 2) :

I32ω
2
0 + I31ω0 + I30 > 0, I56ω

6
0 + I55ω

5
0 + ...+ I51ω0 + I50 > 0,

I78ω
8
0 + I77ω

7
0 + ...+ I71ω0 + I70 > 0.

(23)

Ĩ31k1 + Ĩ30 > 0, Ĩ53k
3
1 + Ĩ52k

2
1 + Ĩ51k1 + Ĩ50 > 0,

Ĩ75k
5
1 + Ĩ74k

4
1 + ...+ Ĩ71k1 + Ĩ70 > 0.

(24)

⌢

I 31k2 +
⌢

I 30 > 0,
⌢

I 53k
3
2 +

⌢

I 52k
2
2 +

⌢

I 51k2 +
⌢

I 50 > 0,
⌢

I 75k
5
2 +

⌢

I 74k
4
2 + ...+

⌢

I 71k2 +
⌢

I 70 > 0.
(25)

Через складнiсть старших коефiцiєнтiв нерiвностей (23) проведемо дослiджен-
ня умов стiйкостi (24) – (25) вiдносно коефiцiєнтiв пружностi k1 i k2.
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Iз нерiвностей (24) випливає, що старшi коефiцiєнти Ĩ31, Ĩ53 i Ĩ75 мають вигляд:

Ĩ31 = 8a24A
′
2 > 0, Ĩ53 = Ĩ31

(
A′

2

)2
> 0, Ĩ75 =

1

2
Ĩ31

(
A′

2

)2
h7,

h7 = 4A′
2 (k2 + ã2g) + C2

2ω
2
0.

(26)

Iз (26) слiдує, що коефiцiєнт Ĩ75 буде додатним, коли 4A′
2 (k2 + ã2g) + C2

2ω
2
0 > 0.

Для цього достатньо, щоб k2 > −ã2g. Таким чином, при досить великих значеннях
коефiцiєнтiв пружностi k1 i при k2 > −ã2g будуть виконанi нерiвностi (24). Слiд
зазначати, що у випадку сферичного шарнiру старшi коефiцiєнти Ĩ31, Ĩ53 i Ĩ75
мають такий же самий вигляд.

Для коефiцiєнта пружностi k2 старшi коефiцiєнти
⌢

I 31,
⌢

I 53 i
⌢

I 75 мають вигляд:
⌢

I 31 = 8a24
(
A′

1 +A′
2 + 2µ

)
> 0,

⌢

I 53 =
⌢

I 31

(
A′

1 +A′
2 + 2µ

)2
> 0,

⌢

I 75 =
1

2

⌢

I 53h5, h5 = 4 [k1 + (ã1 + ã2) g]
(
A′

1 +A′
2 + 2µ

)
+ (C1 + C2)

2ω2
0.

(27)

Iз (27) слiдує, що коефiцiєнт
⌢

I 75 буде додатним, коли h5 > 0. Для цього достат-
ньо, щоб k1 > −g (ã1 + ã2). Таким чином, при досить великих значеннях коефi-
цiєнтiв пружностi k2 i при k1 > −g (ã1 + ã2) будуть виконанi нерiвностi (25). Слiд
зазначати, що у випадку сферичного шарнiру старшi коефiцiєнти

⌢

I 31,
⌢

I 53 i
⌢

I 75

мають вигляд:
⌢

I 31 = 8a24 (A
′
1 +A′

2) > 0,
⌢

I 53 =
⌢

I 31(A
′
2)

3 > 0,
⌢

I 75 = 16a24h
2
5 > 0, де

h5 = (A′
1 +A′

2)
2 + 4µ2 > 0 i вони незалежнi вiд коефiцiєнта пружностi k1.

Таким чином, вплив коефiцiєнтiв пружностi шарнiрiв на умови стiйкостi дуже
великий. Їх збiльшенням завжди можна досягти виконанням нерiвностей (24)–(25)
при Ai > 0 незалежно вiд значень iнших механiчних параметрiв системи. В цьому
випадку буде можлива стiйкiсть рiвномiрного обертання гiроскопа Лагранжа на
пiдвiсi.

6. Висновки.
Розглянуто задачу про стiйкiсть рiвномiрних обертань у середовищi з опором

гiроскопа Лагранжа на пiдвiсi з урахуванням пружностi сферичного шарнiру, шар-
нiру Гука, масових та iнерцiйних характеристик пiдвiсу i постiйних моментiв в
неiнерцiйнiй системi вiдлiку. На пiдставi критерiя Льєнара–Шипара, записаного
в iннорному виглядi, отриманi умови асимптотичної стiйкостi у виглядi системи
трьох нерiвностей вiдповiдно кутової швидкостi та коефiцiєнтiв пружностi шар-
нiрiв. Вiдповiдно квадрата кутової швидкостi цi нерiвностi мають 2, 2 i 1 ступень, а
вiдповiдно коефiцiєнтiв пружностi шарнiрiв – 5, 3 i 1 ступень. Проведенi аналiтичнi
дослiдження впливу пружностi шарнiрiв на умови асимптотичної стiйкостi. Пока-
зано, що при зростаннi пружностi в шарнiрах завжди буде можлива асимптотична
стiйкiсть для будь-якої кутової швидкостi i при довiльних параметрах механiчної
системи. Отриманi умови асимптотичної стiйкостi порiвнюються з умовами асимп-
тотичної стiйкостi у випадку замiни шарнiра Гука сферичним шарнiром, а також
з умовами стiйкостi за вiдсутностi дисипацiї.
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Yu.M. Kononov, O.V. Nesmelova, Ya.I. Sviatenko
On rotational stability in an environment with the support of a Lagrange’s gyroscope on
a suspension taking into account an elastic spherical joint and a Hooke’s joint.

Based on the well-known equations of P.V. Kharlamov, the problem of the stability of uniform rotations
in a medium with the resistance of a Lagrange’s gyroscope on a suspension is considered, taking into
account the elasticity of the spherical joint, the Hooke’s joint, the mass and inertial characteristics of
the suspension, and the constant moments. The conditions of asymptotic stability of uniform rotations
are obtained, and analytical studies of the influence of the elasticity of the joints, the mass and inertial
characteristics of the suspension on the stability conditions are carried out. It is shown that with
an increase in the elasticity in the joints, asymptotic stability will always be possible at any angular
velocity and at any parameters of the mechanical system. The obtained asymptotic stability conditions
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are compared with similar conditions in the case of replacing the Hooke’s joint with a spherical joint,
as well as with stability conditions in the absence of dissipation.

Keywords: medium with resistance, Lagrange’s gyroscope, suspension, elastic spherical and Hooke’s
joint, constant moments, uniform rotation, asymptotic stability.
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