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ВЛАСТИВОСТI КОМПРЕСIЇ ПАРИ, ЩО Є ВИЗНАЧАЛЬНОЮ ДЛЯ
ДЕТЕРМIНОВАНОГО ГРАФА

У лiнгвiстичному представленнi детермiнованих та сильно-детермiнованих графiв визначальною
парою множин слiв запропоновано еквiвалентнi перетворення, якi, при застосуваннi їх до ко-
ректної пари, не змiнюють граф, для якого ця пара є визначальною. На основi цих елементарних
перетворень розроблено алгоритм компресiї, який перетворює вихiдну коректну пару в канонiчну
визначальну пару для графа, що визначає вихiдна пара. На основi алгоритму компресiї запро-
поновано розв’язок задачi характерiзацiї коректної пари без безпосередньої побудови графа за
парою. Наведено властивостi алгоритму компресiї. Окреслено можливi напрямки застосування
компресiї для розв’язання деяких прикладних задач, пов’язаних з детермiнованими графами.
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1. Вступ.
Детермiнованi та сильно-детермiнованi графи активно застосовуються в якостi

моделi багатьох програмних об’єктiв, iнформацiйних процесiв, топологiї цифрових
мереж тощо. У зарубiжних дослiдженнях графи, якi є подiбними до детермiно-
ваних та сильно-детермiнованих мають назву «graphs with injective coloring» та
«graphs with distance-2 coloring» вiдповiдно. Зокрема, сильно-детермiнованi графи
широко використовуються [1] для планування розмiщення структурних елементiв
та каналiв бездротових мереж. Таке планування забезпечує ефективнiсть роботи
мереж за низкою напрямкiв: побудови мiнiмального покриття, тобто визначення
оптимальної кiлькостi веж та їх розмiщення, оптимiзацiї маршрутизацiї, керуван-
ня iнтерференцiєю для зменшення радiоперешкод, балансування навантаження,
оптимiзацiї енергоспоживання тощо. На даний момент увага зарубiжних дослiд-
никiв в основному зосереджена на оцiнку оптимальностi побудови дводистантної
та/або iн’єктивної розмiтки (оцiнювання хроматичного числа, складностi алго-
ритму тощо). Проте, в контекстi практичних застосувань таких графiв, важли-
вою задачею є дослiдження структури та властивостей детермiнованих та сильно-
детермiнованих графiв.

У роботi [2] розроблено лiнгвiстичне представлення детермiнованих та сильно-
детермiнованих графiв, якi далi в роботi ми будемо називати Д-графами та СД-
графами вiдповiдно, за допомогою двох множин слiв особливого вигляду, якi було
названо термiном «пара»: визначено алгоритм переходу вiд пари до графа та ал-
горитм переходу вiд графа до особливої пари, яку було названо канонiчною. Таке
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представлення є альтернативним (вiдмiнним вiд списку сумiжностi, матрицi су-
мiжностi, списку ребер) способом задання графа з використанням лише символь-
них рядкiв, що значно скорочує розмiр такого задання. Крiм того, для дослiджен-
ня структури об’єктiв, якi можна змоделювати графом з розмiченими вершинами
(включаючи Д- та СД-графи), часто використовують один або декiлька мобiльних
агентiв з обмеженою пам’яттю, якi помiщають у дослiджуваний об’єкт [3]. Роз-
роблений у [2] спосiб представлення є досить зручним для подiбного дослiдження.
Також у [2] окреслено ряд задач, пов’язаних з таким представленням, серед яких є
задача характеризацiї пари: для заданого Д- або СД-графа та заданої пари визна-
чити, чи є ця пара визначальною для графа без безпосередньої побудови графа
за парою. У цiй роботi розроблено процедуру компресiї, яка для коректної пари
є її еквiвалентним перетворенням, що призводить до спрощення пари за потуж-
нiстю та об’ємом, а також визначено деякi властивостi компресiї. Ця процедура є
розв’язком задачi характеризацiї коректної пари. Крiм того, на нашу думку, ком-
пресiя може бути основою для розв’язання iнших задач, зокрема, задачi побудови
найкоротших шляхiв мiж вершинами Д- або СД-графа.

2. Основнi означення.
У роботi розглядаються неорiєнтованi, скiнченнi, непорожнi, зв’язнi, iнiцiаль-

нi графи з розмiченими вершинами, що не мiстять петлi та кратнi ребра G =
(V,E,X, ξ(V ), v0), де V – множина вершин графа, E – множина його ребер, ξ(V ) :
V → X – всюди визначена функцiя розмiтки вершин графа символами скiн-
ченного алфавiту X = {x1, . . . , xp}, v0 – iнiцiальна вершина. Значення функцiї
розмiтки для вершини v будемо називати її мiткою. Вiдкритим околом вершини
v ∈ V є множина E(v) = {u|(u, v) ∈ E}, закритим околом цiєї вершини є множина
E[v] = E(v)

⋃
{v}. Потужнiсть |E(v)| називається ступенем вершини v, вершину

ступеня 1 називатимемо висячою.
Граф G називається Д-графом [2], [4], якщо всi вершини у вiдкритому околi

кожної його вершини мають попарно рiзнi мiтки: ∀v1, v2 ∈ E(v)(v1 6= v2 → ξ(v1) 6=
ξ(v2)). Д-граф G називається СД-графом [2], [4], якщо всi вершини у замкненому
околi кожної його вершини мають попарно рiзнi мiтки: ∀v1, v2 ∈ E[v](v1 6= v2 →
ξ(v1) 6= ξ(v2)). Iнакше кажучи, у Д-графi можуть iснувати двi сумiжнi вершини
з однаковими мiтками, а в СД-графi таких вершин не може бути. Зазначимо, що
розмiтка вершин Д-графiв традицiйно називається iн’єктивною розмiткою, вперше
така розмiтка згадується у [5]; розмiтка вершин СД-графiв традицiйно називається
дводистантною розмiткою, вперше така розмiтка як окремий випадок p-дистантної
розмiтки згадується у [6]. Назви «Д-» та «СД-» граф, якi є скороченими позна-
ченнями понять «детермiнований» та «сильно-детермiнований» граф, пов’язанi з
тим, що нашi дослiдження передусiм зосереджено на вивченнi структури графа
iз можливим експериментальним використанням мобiльних агентiв, якi спочат-
ку помiщають в iнiцiальну вершину, i далi вони перемiщуються ребрами графа
та повiдомляють оператору локальну iнформацiю (найчастiше - про мiтки поточ-
ної вершин та/або мiтки вершин, якi їй сумiжнi). При цьому для Д-графiв при
таких перемiщеннях оператор здатен однозначно визначити вершину, в якiй пере-
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буває агент, використовуючи лише локальну iнформацiю про мiтку його поточної
вершини, тому назва «детермiнований» (тобто, однозначно визначений), на нашу
думку, вдало описує такi графи. При цьому у графах, якi ми дослiджуємо, вио-
кремлюється iнiцiальна вершина, яка вiдiграє ключову роль в усiх операцiях; у
закордонних дослiдженнях жодна з вершин графа не вiдокремлюється, тобто по-
няття «iнiцiальна вершина» не визначається, тому поняття «Д-» та «СД-» граф не
є тотжним поняттям граф з вiдповiдно iн’єктивною та дводистантною розмiткою.

Iзоморфiзмом Д-графiв G1 = (V1, E1, X, ξ1(V1), v
′) i G2 = (V2, E2, X, ξ2(V2), v

′′)
з однаковою множиною мiток вершин X називаємо взаємно однозначну вiдпо-
вiднiсть ϕ : V1 ↔ V2 мiж множинами їх вершин, що зберiгає їх iнiцiальнi вер-
шини, вiдношення сумiжностi вершин та функцiю розмiтки вершин: ϕ(v′) = v′′,
∀v1, v2 ∈ V1 ((v1, v2) ∈ E1 ↔ (ϕ(v1), ϕ(v2)) ∈ E2) та ∀v ∈ V1 ξ1(v) = ξ2(ϕ(v));
iзоморфiзм графiв G1 та G2 будемо позначати G1

∼= G2.
У подальшому, графи, що розглядаються в цiй роботi, дослiджуються за до-

помогою слiв у алфавiтi їх мiток. Множину всiх слiв скiнченної довжини в ал-
фавiтi X будемо позначати через X∗. Нехай p, q ∈ X∗, тодi конкатенацiю слiв p
та q позначатимемо pq. Нехай p = x′1 . . . x

′

k (x′i ∈ X), тодi довжину слова p буде-
мо позначати через d(p). Зафiксуємо вершину v′1 Д-графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0).
Оскiльки шляху p = v′1 . . . v

′

k у Д-графi однозначно вiдповiдає слово в алфавiтi
мiток ξ(p) = ξ (v′1) ξ (v

′

2) . . . ξ (v
′

k), то надалi шлях p розглядатимемо як ξ(p) та
позначатимо рiвнiстю v′1ξ(p) = v′k. Шлях (слово) p = x′1x

′

2 . . . x
′

k назвемо припусти-
мим для вершини v′1 ∈ V , якщо ξ(v′1) = x′1, та iснують такi вершини v′2, . . . , v

′

k ∈ V ,
що ξ(v′2) = x′2, . . . , ξ(v

′

k) = x′k, i (v′1, v
′

2), . . . , (v
′

k−1, v
′

k) ∈ E. Слово x′k . . . x
′

1 будемо
позначати через p−1, слова p та p−1 назвемо взаємнозворотними. Слово q ∈ X∗

назвемо початковим вiдрiзком слова p у випадку, якщо iснує таке слово w, що
qw = p, цей факт позначатимемо через q ⊆ p. Нехай p = x′1x

′

2 . . . x
′

k – деяке слово.
Якщо x′i = x′i+2(i+ 2 ≤ k), то послiдовнiсть x′ix

′

i+1x
′

i+2 назвемо реверсом. Якщо p
мiстить реверс та d(p) = 3, то назвемо p словом-реверсом.

Далi вважаємо, що всi слова, що розглядаються у цiй роботi, розпочинаються
з iнiцiальної вершини v0. Нехай p ∈ X∗ та d(p) = k та k > 1. Якщо k непарне,
то через LEFT (p) позначимо номер k+1

2 символа слова p, якщо k парне, то через

LEFT (p) позначимо номер k
2 символа слова p. Iншими словами, LEFT (p) – ⌈k2⌉

порядковий номер символа слова p. Через RIGHT (p) позначимо порядковий номер
символа слова p, який є в ньому наступним пiсля символа з номером LEFT (p):
RIGHT (p) = ⌈k+2

2 ⌉. Через α(p) позначимо початковий вiдрiзок слова p довжини
LEFT (p), через β(p) позначимо початковий вiдрiзок слова p−1 довжини d(p) −
LEFT (p). Неважко бачити, що p = α(p)(β(p))−1.

Зафiксуємо на X лiнiйний порядок <: x1 < x2 < · · · < xp. Визначимо на X∗

лiнiйний порядок �:
1) для будь-якого xi ∈ X, де 1 ≤ i ≤ p, покладемо xi � xi;
2) для будь-яких p, q ∈ X∗, якщо d(p) < d(q), то p � q;
3) для будь-яких p, q ∈ X∗, якщо p = x′1 . . . x

′

s, q = x′′1 . . . x
′′

s , x′1 = x′′1, . . . ,
x′k−1 = x′′k−1 та x′k < x′′k, то p � q.
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Також визначимо на X∗ лiнiйний порядок -:
1) для будь-якого xi ∈ X, де 1 ≤ i ≤ p, покладемо xi - xi;
2) для будь-яких p, q ∈ X∗, якщо d(p) < d(q), то p - q;
3) нехай d(p) = d(q). У випадку α(p) 6= α(q), якщо α(p) = x′1 . . . x

′

LEFT (p),

α(q) = x′′1 . . . x
′′

LEFT (p), x
′

1 = x′′1, . . . , x′k−1 = x′′k−1 та x′k < x′′k, тодi p - q. У випадку

α(p) = α(q), якщо β(p) = x′1 . . . x
′

s, β(q) = x′′1 . . . x
′′

s , x
′

1 = x′′1, . . . , x′k−1 = x′′k−1 та
x′k < x′′k, тодi p - q.

Неважко бачити, що порядки � та - на множинi X∗ визначається лiнiйним
порядком < на множинi X.

Пiд термiном «пара» {C,L}(x′) розумiємо двi скiнченнi множини слiв C та L,
що вiдповiдають умовам:

а) будь-яке слово з множини C починається та закiнчується символом x′;
б) будь-яке слово з множини L починається символом x′;
в) довжина будь-якого слова з множини C бiльша нiж 2;
г) довжина будь-якого слова з множини L бiльша нiж 1.
Множини C та L будемо називати компонентами пари {C,L}(x′).
У роботi [2] розроблено лiнгвiстичне представлення Д- та СД- графiв так зва-

ною визначальною парою. На нашу думку таке представлення є досить зручним у
дослiдженнi структури графу за допомогою мобiльних агентiв. Наведемо основнi
концепти цього представлення.

Нехай G = (V,E,X, ξ(V ), v0) – деякий Д-граф та ξ(v0) = (x′). Представленням
G є пара {C,L}(x′), яка задовольняє певним умовам, що стосується результату
виконання алгоритму АП, який визначено у [2].

Початок роботи алгоритму АП.
Вхiднi данi: пара {C,L}(x′).
Вихiднi данi: Д-граф G({C,L}(x′)) або сповiщення, що граф G({C,L}(x′)) не

iснує.
Крок 1. Упорядкування слiв у C та L за порядком �.
Крок 2. Покладемо, що спочатку граф G({C,L}(x′)) складається з однiєї вер-

шини v0 з мiткою ξ(v0) = x′.
Крок 3. У вiдповiднiсть кожному слову pi = x′xi1 . . . x

i
nx

′ ∈ C додаємо до графа
вершини vi1, . . . , v

i
n з мiтками вiдповiдно xi1, . . . , x

i
n та ребра (v0, v

i
1), (vi1, v

i
2), . . . ,

(vin−1, v
i
n), (v

i
n, v0). Пiсля кожного такого додавання робимо редукцiю одержаного

графа за допомогою алгоритму АР.
Крок 4. Для кожного слова pj = x′xj1 . . . x

j
n ∈ L виконуємо таку послiдовнiсть

дiй: додаємо вершини vj1, . . . , v
j
n з мiтками вiдповiдно xj1, . . . , x

j
n, ребра (v0, v

j
1), . . . ,

(vjn−1, v
j
n) та робимо редукцiю одержаного графа за допомогою алгоритму АР.

Крок 5. Розглядаємо всi слова множини L: якщо iснує таке p ∈ L, що вер-
шина v0p не є висячою або v0p = v0, то граф G({C,L}(x′)) не iснує, алгоритм АР
завершує свою роботу.

Крок 6. Для кожної висячої вершини v ∈ G({C,L}(x′)) розглядаємо слова ком-
поненти L: якщо не iснує такого p ∈ L, що вершина v = v0p, то граф G({C,L}(x′))
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не iснує, алгоритм АР завершує свою роботу.
Крок 7. Для кожного слова p ∈ C

⋃
L розглядаємо припустимiсть шляхiв v0p:

якщо шлях p не є припустимим для v0 у графi, який одержано на кроцi 4, то граф
G({C,L}(x′)) не iснує, алгоритм АР завершує свою роботу.

Кiнець роботи алгоритму АП.
Сутнiсть редукцiї, алгоритм якої наведено у [2], полягає в ототожненнi (ре-

дукованому злиттi) вершин з однаковими мiтками та ребер, що iнцидентнi цим
вершинам, для таких вершин, що мають спiльного сусiда. В процесi роботи цьо-
го алгоритму вершини впорядковуються за найкоротшим (за �) шляхом до iнi-
цiальної вершини. Далi для поточної вершини vc у вiдповiдностi до кожної мiтки
x вiдбувається аналiз вершин з околу E(vc): якщо iснують такi рiзнi вершини
v′1, . . . , v

′

q ∈ E(vc), що ξ′(v′1) = . . . = ξ′(v′q) = x, то виконується редуковане злиття
вершин v′1, . . . , v

′

q. Якщо в результатi виконання алгоритму АП за парою {C,L}(x′)
можливо побудувати граф G({C,L}(x′)), то таку пару назвемо коректною. У ал-
горитмi АП крок 3 та крок 4 створюють деякий граф, який, за умови успiшної
перевiрки на кроках 5, 6, 7 є графом G({C,L}(x′)). Якщо хоча б одна з перевiрок
на кроках 5, 6, 7 не виконується, то граф G({C,L}(x′)) не iснує. При цьому для
скiнченного графа алгоритм АП виконується скiнченну кiлькiсть крокiв та одно-
значно визначає результат. Якщо хоч одна з цих перевiрок не успiшна, то за да-
ною парою представлення не iснує, у цьому випадку пару {C,L}(x′) назвемо неко-
ректною. Коректну пару {C,L}(x′) назвемо визначальною для Д-графа G, якщо
G({C,L}(x′)) ∼= G. Iншими словами, для того, щоб {C,L}(x′) було представленням
G, треба щоб результат виконання алгоритму АП з {C,L}(x′) був визначеним та
iзоморфним графу G.

Таким чином, представлення {C,L}(x′) Д-графа G задовольняє вимогам:
а) всi слова з C та L є припустимими для вершини v0;
б) Кожне слово p з C визначає у G цикл v0p = v0;
в) Для кожного слова q ∈ L у G вершина v0q є висячею та v0q 6= v0;
г) Для кожної висячої вершини v ∈ V , що є вiдмiнною вiд iнiцiальної вершини

v0, iснує хоча б одне таке слово q ∈ L, що v0q = v;
д) для будь-якої пари {C,L}(x′) або не iснує представлення, або це представ-

лення визначається однозначно.
При цьому рiзним парам може вiдповiдати одне й те ж представлення.
У роботi [2] розроблено алгоритм (АК) побудови канонiчної визначальної пари

для Д-графа. Нехай G = (V,E,X, ξ(V ), v0) – деякий Д-граф, та V = {v0, . . . , vn−1}.
Визначимо допомiжну множину слiв в алфавiтi X. Базисом досяжностi VG назвемо
таку множину слiв {w1, w2, . . . , wn}, де для кожної вершини vi iснує таке слово
wi ∈ VG, що виконується v0wi = vi, та для будь-якого w 6= wi з v0w = vi, випливає
wi � w. Кiстякове дерево графа G, яке визначається базисом VG, позначимо T (VG)
або T (G, v0). Для кожної вершини v ∈ V через spv(G) позначимо таке слово з VG,
що v0spv(G) = v. Якщо з контексту зрозумiло, для якого графу визначається шлях
spv(G), то будемо позначати цей шлях spv.

Наведемо нотацiю алгоритму АК побудови для Д-графа G пари {ΣG,ΛG}.
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Початок роботи алгоритму АК.
Вхiднi данi: детермiнований граф G = (V,E,X, ξ(V ), v0).
Вихiднi данi: пара {ΣG,ΛG} (ξ(v0)).
Крок 1. Спочатку покладемо ΣG = ∅ i ΛG = ∅.
Крок 2. Якщо граф G складається з однiєї вершини v0, то покладемо ΣG = ∅,

ΛG = ∅ i VG = {ξ (v0)}.
Крок 3. Нехай граф G мiстить бiльше нiж одну вершину. Спочатку до мно-

жини ΛG додаємо усi слова w ∈ VG такi, що вершина v0w є висячою вершиною
графа G.

Крок 4. Для кожної двiйки слiв p, q ∈ VG \ ΛG, якщо жодне з них не є почат-
ковим вiдрiзком iншого i v0pq−1 = v0, то додаємо до множини ΣG одне з двох слiв
pq−1 або qp−1, яке є меншим за порядком �.

Кiнець роботи алгоритму АК.
Нехай p = α(p)(β(p))−1 – деяке слово з p ∈ X∗ та G = (V,E,X, ξ(V ), v0) –

деякий Д-граф. Якщо кожний початковий вiдрiзок α(p) та β(p) належить базису
досяжностi VG та p не мiстить реверсiв, то назвемо p канонiчним словом для G.

З цього означення випливають наступнi твердження.

Лема 1. Нехай p є канонiчним словом для графа G. Якщо d(p) є парним чис-
лом, то p−1 також є канонiчним словом для графа G; якщо ж d(p) є непарним
числом, то p−1 не є канонiчним словом для графа G.

Доведення. Нехай p – канонiчне слово для графа G та d(p) – парне число. Тодi,
за означеннями α(p) та β(p), виконуються рiвностi α(p−1) = β(p) та β(p−1) = α(p),
тодi p−1 = β(p)(α(p))−1, тому p−1 є канонiчним словом для графа G. Нехай тепер
d(p) – непарне число. Тодi, за означеннями α(p) та β(p), v0α(p) = v0α(p

−1). З того,
що p є канонiчним словом для графа G, випливає α(p) ∈ VG, тому α(p−1) /∈ VG,
тобто p−1 не є канонiчним словом для графа G. �

Лема 2. ΣG складається з усiх канонiчних для графа G слiв непарної довжини
та таких канонiчних для G слiв парної довжини p, що p � p−1.

Вiдмiтимо, що при побудовi ΣG у випадку, коли довжина одного з слiв p або q−1

є парним числом, а довжина iншого є непарним числом та pq−1 � qp−1, то слово
qp−1 не є канонiчним, оскiльки α(qp−1) = q LEFT (qp−1) не є найкоротшим за �
словом для вершини v0α(qp

−1), для цiєї вершини таким словом є слово p.
Доведемо, що пара {ΣG,ΛG} є визначальною для графа G. Справедливе твер-

дження.

Теорема 1. G({ΣG,ΛG}(ξ(v0))) ∼= G.

Доведення. Для доведення теореми введемо наступнi позначення. Впорядкуємо
слова в ΣG та ΛG за порядком �. Нехай ΣG = {σ1, . . . , σp}, ΛG = {λ1, . . . , λq}.
Позначимо сiмейство Gi,j = (Vi,j , Ei,j , X, ξi,j(Vi,j), v0) пiдграфiв графа G (G0,0 ⊂
G1,0 ⊂ . . . ⊂ Gp,0 ⊂ Gp,1 ⊂ . . . ⊂ Gp,q ⊆ G): через G0,0 позначимо граф, який
складається з однiєї вершини v0 з мiткою ξ(v0) = x′; через G1,0 позначимо пiдграф
графа G, який складається з вершин та ребер, що входять до шляху v0σ1; через
G2,0 – пiдграф графа G, який складається з вершин та ребер, що входять до шляхiв
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v0σ1 та v0σ2, . . .; через Gp,0 – пiдграф графа G, який складається з вершин та
ребер, що входять до шляхiв v0σ1, . . . , v0σp. Через Gp,1 позначимо пiдграф графа
G, який складається з вершин та ребер, що входять до шляхiв v0σ1, . . . , v0σp та
v0λ1; через Gp,2 – пiдграф графа G, який складається з вершин та ребер, що
входять до шляхiв v0σ1, . . . , v0σp, v0λ1 та v0λ2, . . .; через Gp,q – пiдграф графа G,
який складається з вершин та ребер, що входять до шляхiв v0σ1, . . ., v0σp, v0λ1,
. . ., v0λq. З алгоритму АК випливає рiвнiсть G = Gp,q. Також введемо сiмейство
Fi,j = (V F

i,j , E
F
i,j , X, ξFi,j(V

F
i,j), v0) графiв (F0,0 ⊂ F1,0 ⊂ . . . ⊂ Fp,0 ⊂ Fp,1 ⊂ . . . ⊂ Fp,q).

Через F0,0 позначимо граф, який складається з однiєї вершини v0 з мiткою x′, через
F1,0, . . . , Fp,0, Fp,1, . . . , Fp,q – графи, якi утворюються при виконаннi крокiв 3 та 4
алгоритму АП вiдповiдно з словами σ1, . . . , σp, λ1, . . . , λq пари G({ΣG,ΛG})(ξ(v0)).
Доведемо, що для будь-яких i, j, що задовольняють умовам 0 ≤ i ≤ p, j = 0 у
випадку i < p та 0 ≤ j ≤ p у випадку i = p, виконується Gi,j

∼= Fi,j . Спочатку
iндукцiєю за i доведемо Gi,0

∼= Fi,0.
Виконання бази iндукцiї (G0,0

∼= F0,0) тривiальне, доведемо iндуктивний крок.
Припустимо, для всiх таких y, що 0 ≤ y < p, виконується Gy,0

∼= Fy,0. Доведемо,
що Gy+1,0

∼= Fy+1,0. Нехай vl, vr – твiрнi вершини слова σy+1, ξ(vl) = xl, ξ(vr) =
xr, σy+1 = wl(wr)

−1, де v0wl = vl та v0wr = vr. Позначимо wl = xl0x
l
1 . . . x

l
a та

wr = xr0x
r
1 . . . x

r
b (xla = xl, x

r
b = xr, x

l
0 = xr0 = x′). Тодi виконується один з чотирьох

взаємновиключних випадкiв:
а) vl, vr ∈ Vy,0;
б) vl ∈ Vy,0, vr /∈ Vy,0;
в) vr ∈ Vy,0, vl /∈ Vy,0;
г) vl /∈ Vy,0, vr /∈ Vy,0.
Розглянемо випадок (а). Оскiльки wlxr /∈ VG та wrxl /∈ VG (v0wlxr = vr, v0wrxl =

vl для вершин vr та vl такими словами з VG є вiдповiдно wl та wr), то за алгорит-
мом АП та визначення сiмейства Gi,j , ребро (vl, vr) не входить до жодного шляху,
що визначається словами з ΣG, окрiм слова σy+1, тому (vl, vr) /∈ Ey,0, та шляхи
wlxr i wrxl не є припустимими для вершини v0 у графi Gy,0. З iншого боку, за
побудовою графа Gy,0 з vl, vr ∈ Vy,0 та wl, wr ∈ VG випливає належнiсть графу
Gy,0 усiх вершин та ребер, що входять до шляхiв v0wl та v0wr. Iншими словами,
шляхи wl та wr є припустимими для вершини v0 у графi Gy,0. Таким чином, за
виконання випадку (а) граф Gy+1,0 є результатом додавання до Gy,0 ребра (vl, vr).

Розглянемо тепер побудову графа Fy+1,0. За визначенням сiмейства Fi,j граф
Fy+1,0 є результатом виконання кроку 3 алгоритму АП у вiдповiдностi до слова
σy+1 – додавання до графа Fy,0 вершин та ребер, що входять до шляху v0σy+1 та
редукцiї одержаного у такий спосiб графа. Оскiльки за iндуктивним припущенням
Gy,0

∼= Fy,0, то з урахуванням наведеного у попередньому абзацi, шляхи wl та wr є
припустимими для вершини v0 у графi Fy,0, а шляхи wlxr i wrxl не є припустимими
для вершини v0 у графi Fy,0. Результатом першої iтерацiї редукцiї є редуковане
злиття або трьох вершин з мiтками xl1 у випадку xl1 = xr1, або двох вершин з
мiтками xl1 у випадку xl1 6= xr1 та xl1 < xr1, або двох вершин з мiтками xr1 у випадку
xl1 6= xr1 та xr1 < xl1, а також редуковане злиття вiдповiдних ребер. В останнiх
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двох випадках результатом наступної iтерацiї редукцiї є редуковане злиття двох
вершин з мiтками xr1 та xl1 вiдповiдно, а також редуковане злиття вiдповiдних
ребер. У такий самий спосiб виконуються наступнi iтерацiї редукцiї. Пiсля цього
у зв’язку з неприпустимiстю шляхiв wlxr та wrxl для вершини v0 у графi Fy,0,
процедура редукцiї завершується. Отже, результатом редукцiї є редуковане злиття
вершин та ребер, що входять до шляхiв vowl та v0wr з iснуючими у графi Fy,0

вiдповiдними вершинами та ребрами. Таким чином, граф Fy+1,0 є результатом
додавання до графа Fy+1,0 ребра (vl, vr), тому виконується Gy+1,0

∼= Fy+1,0, що
доводить iндуктивний крок для випадку (а).

Нехай тепер виконується випадок (б). Оскiльки за припущенням wr не є при-
пустимим для вершини v0 у графi Gy,0, а xr0 = x′ є припустимим для цiєї вершини
у цьому графi, то iснує такий iндекс t (0 < t < b), що у Gy,0 для v0 шлях xr0 . . . x

r
t є

припустимим, а шлях xr0 . . . x
r
t+1 не є припустимим. При цьому за припущенням у

цьому графi для цiєї вершини шлях wl є припустимим. Тому граф Gy+1,0 є резуль-
татом додавання до графу Gy,0 вершин з мiтками xrt+1, . . . , x

r
b (вершина з мiткою

xrb вже була позначена через vr), ребер мiж цими вершинами, ребра мiж верши-
нами, v0xr0 . . . x

r
t та v0x

r
0 . . . x

r
t+1, а також ребра (vr, vl). За визначенням сiмейства

Fi,j граф Fy+1,0 є результатом виконання кроку 3 алгоритму АП у вiдповiдностi
до слова σy+1 – додавання до графа Fy,0, який за iндуктивним припущенням є
iзоморфним графу Gy,0, вершин та ребер, що входять до шляху v0σy+1 та редукцiї
одержаного у такий спосiб графа. Так само, як i для випадку (а) можна показати,
що шлях wlxr не є припустимим для вершини v0 у графi Fy,0. Тому, з урахуванням
неприпустимостi шляху xr0 . . . x

r
t+1 для вершини v0 у графi Fy,0, результатом ре-

дукцiї є редуковане злиття вершин та ребер, що входять до шляхiв wl та xr0 . . . x
r
t з

iснуючими у графi Fy,0 вiдповiдними вершинами та ребрами. Таким чином, граф
Fy+1,0 є результатом додавання до графа Fy+1,0 вершин з мiтками xrt+1, . . . , x

r
b , ре-

бер мiж цими вершинами, ребра мiж вершинами, що входять до шляхiв v0x
r
0 . . . x

r
t

та v0x
r
0 . . . x

r
t+1, а також ребра мiж вершинами, що входять до шляхiв v0wr та v0wl.

Тому виконується Gy+1,0
∼= Fy+1,0, що доводить iндуктивний крок для випадку (б).

Виконання iндуктивного кроку для випадку (в) доводиться двоїсто до випадку
(б). При виконаннi випадку (д) доведення подiбне до доведення випадку (б).

Таким чином, доведено, що Gp,0
∼= Fp,0. Далi, iндукцiєю за j, доведемо, що

для будь-якого j (0 ≤ j ≤ q), виконується Gp,j
∼= Fp,j . База iндукцiї (Gp,0

∼= Fp,0)
була доведена вище, доведемо iндуктивний крок. Припустимо, для всiх таких j,
що 0 ≤ j < q, виконується Gp,j

∼= Fp,j . Доведемо, що Gp,j+1
∼= Fp,j+1. Нехай

λj+1 = x′0x
′

1 . . . x
′

a (x′0 = x′). Нехай v – така вершина графа G, що v0λj+1 = v. За
алгоритмом АК вершина v у графi G є висячою, v 6= v0, та для жодного слова
p ∈ ΣG

⋃
ΛG, вiдмiнного вiд слова λj+1, вершина v не входить до шляху v0p. Тому

v /∈ V F
p,j , тобто шлях λj+1v не є припустимим для вершини v0 у графi Fp,j . З iншого

боку, шлях x′0 = x′ є припустимим для вершини v0 у графi Fp,j , тому, аналогiчно
доведеного вище випадку (б), iснує такий iндекс t (0 < t < a), що у Gp,j для
v0 шлях x′0 . . . x

′

t є припустимим, а шлях x′0 . . . x
′

t+1 не є припустимим. Тому граф
Gp,j+1 є результатом додавання до графу Gp,j вершин з мiтками x′t+1, . . . , x

′

a, ребер
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мiж цими вершинами та ребра мiж вершинами, що входять до шляхiв v0x
′

0 . . . x
′

t

та v0x
′

0 . . . x
′

t+1.
За визначенням сiмейства Fi,j , граф Fp,j+1 є результатом виконання кроку 4

алгоритму АП у вiдповiдностi до слова λy+1 – додавання до графа Fp,j , який за
iндуктивним припущенням є iзоморфним графу Gp,j , вершин та ребер, що входять
до шляху v0λy+1 та редукцiї одержаного у такий спосiб графа. Аналогiчно доведе-
ному вище випадку (б), результатом редукцiї є редуковане злиття вершин та ребер,
що входять до шляху x′0 . . . x

′

t з iснуючими у графi Fp,j вiдповiдними вершинами
та ребрами. Таким чином, граф Fp,j+1 є результатом додавання до графа Fp,j вер-
шин з мiтками x′t+1, . . . , x

r
a, ребер мiж цими вершинами, ребра мiж вершинами, що

входять до шляхiв v0x
′

0 . . . x
′

t та v0x
′

0 . . . x
′

t+1. Тому виконується Gp,j+1
∼= Fp,j+1, що

доводить iндуктивний крок.
Одержали, що граф Fp,q, який було побудовано на кроцi 4 алгоритму АП за

парою {ΣG,ΛG})(ξ(v0)), є iзоморфним графу G. З алгоритму АК випливає, що для
графа G перевiрки за кроками 5, 6, 7 алгоритму АП успiшно виконуються: для
кожного слова λ ∈ ΛG, вершина v0λ у графi G є висячою та v0λ 6= v0; для кожної
висячої вершини v, вiдмiнної вiд v0, у графi G iснує (причому єдине) таке слово
λ ∈ ΛG, що v0λ = v; для кожного слова p ∈ ΣG

⋃
ΛG шлях v0p є припустимим для

v0 у графi G. Тому всi цi перевiрки успiшно виконуються для графа Fp,q, з чого
випливає, що граф G({ΣG,ΛG})(ξ(v0)) iснує та G({ΣG,ΛG})(ξ(v0)) ∼= G. �

3. Еквiвалентнi перетворення коректної пари.
Коректнi пари {C,L}(x′) та {C1, L1}(x

′) назвемо еквiвалентними, якщо
G({C,L}(x′)) ∼= G({C1, L1}(x

′)). Еквiвалентнiсть пар {C,L}(x′) та {C1, L1}(x
′) по-

значатимемо {C,L}(x′) ∼ {C1, L1}(x
′). Розглянемо деякi елементарнi перетворен-

ня коректної пари, якi призводять до пари еквiвалентнiй їй, при цьому результую-
ча пара у деякому сенсi є спрощеною вiдносно вихiдної пари – в результуючiй парi
або зменьшується кiлькiсть слiв, або довжина слiв, або деякi слова замiнюються
словами, меншими за порядком � чи -. Цi перетворення становитимуть основу
крокiв алгоритму компресiї, який буде наведено в наступному роздiлi цiєї статтi.
Далi вихiдну коректну пару позначаємо {C,L}(x′).

1) Вилученння повторiв слiв у кожнiй компонентi пари. Нехай пара {C1, L1}(x
′)

утворюється з пари {C,L}(x′) шляхом вилучення повторiв слiв у першiй або другiй
компонентi {C,L}(x′) (з коректностi {C,L}(x′) випливає неможливiсть iснування
будь-якого слова в обох її компонентах одночасно). Нехай для визначенностi, p
повторюється декiлька разiв. Тодi результат дiї алгоритму АП за повторною об-
робкою слова p не буде вiдрiзнятися вiд аналогiчного результату за словом, що
було перед цим оброблено, оскiльки вiдбудеться редуковане злиття усiх вершин
та ребер, якi було додано до вже побудованого фрагменту графа за повторною
обробкою слова p з вiдповiдними вершинами та ребрами, якi було додано до гра-
фа за першою обробкою слова p або результатом їх редукованого злиття. Тому,
{C,L}(x′) ∼ {C1, L1}(x

′), при цьому пара {C1, L1}(x
′) мiстить менше слiв, нiж

пара {C,L}(x′).
2) Вилучення з першої компоненти слiв-реверсiв. Нехай p = x′yx′, p ∈ C та
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C1 є результатом вилучення p з C. Покажемо, що {C,L}(x′) ∼ {C1, L}(x
′). При

виконаннi першого кроку алгоритму АП за словом p до вже побудованого фраг-
менту графа додається вершина з мiткою y (далi цю вершину називатимемо v) та
ребро, що з’єднує цю вершину з iнiцiальною вершиною (ребро (v0, v)), пiсля цього
вiдбувається редукцiя одержаного графа. Покажемо, що в однiй з компонент пари
{C,L}(x′) повинно iснувати слово w 6= x′yx′, за яким перший або другий крок ал-
горитму АП будує ребро (v0, v). Вiд супротивного, припустимо, що такого слова не
iснує. У такому випадку вершина v повинна бути висячою, оскiльки не може вiд-
бутися редуковане злиття жодної вершини з вершиною v. При цьому з коректностi
пари {C,L}(x′) випливає iснування у L такого слова w′, що v0w

′ = v, при цьому
останнiм символом слова w′ є y, а передостаннiм – символ x′. Тодi, зважаючи на те,
що висяча вершина v сумiжна лише вершинi v0, при обробцi алгоритмом АП сло-
ва w′ повинна бути побудована вершина з мiткою y та ребро мiж цiєю вершиною
та iнiцiальною вершиною v0; при проведеннi редукцiї буде виконано редуковане
злиття цiєї вершини з вершиною v та ребра мiж цiєю вершиною та v0 – з ребром
(v0, v); це суперечить припущенню про неiснування слова w. Отже, в однiй з ком-
понент пари {C,L}(x′), а тому й у однiй з компонент пари {C1, L}(x

′) iснує слово,
за яким будується ребро (v0, v). Результат обробки всiх iнших слiв пари {C,L}(x′)
є iдентичними результату обробки вiдповiдних слiв пари {C1, L}(x

′), тому граф
G({C1, L}(x

′)) iснує та G({C,L}(x′)) ∼= G({C1, L}(x
′)), при цьому пара {C1, L}(x

′)
мiстить менше слiв, нiж пара {C,L}(x′). Зауважимо, що з коректностi {C,L}(x′)
випливає неможливiсть iснування слiв-реверсiв у її другiй компонентi.

3) Вилучення реверсiв зi слiв з обох компонент. Нехай слово p належить од-
нiй з компонент пари {C,L}(x′), d(p) > 3, та p мiстить реверс xyx. Покладемо
p ∈ C. Позначимо p = w1xyxw2, де w1, w2 ∈ X∗; p′ = w1xw2 – слово, яке отримано
з слова p шляхом замiни реверсу його першим символом; C1 – результат замi-
ни у C слова p словом p′. ‘Процес виконання алгоритму АП iз парою {C,L}(x′)
вiдрiзняється вiд такого процесу з парою {C1, L}(x

′) обробкою слiв p та p′. При
виконаннi першого кроку АП за словом p додається ряд вершин та ребер, що вiд-
повiдають символам слова p, у тому числi вершина з мiткою y, яка сумiжна двом
вершинам з мiтками x у вiдповiдностi до реверсу xyx, далi в результатi редук-
цiї вiдбувається редуковане злиття цих двох вершин з мiтками x. При виконаннi
першого кроку АП за словом p′ вiдбуваються тi ж самi дiї, що й при виконаннi
першого кроку АП за словом p, за виключенням побудови вершини з мiткою y у
вiдповiдностi до реверсу xyx. Таким чином, результат виконання першого кроку
АП за словом p вiдрiзняється вiд аналогiчного результату за словом p′ побудовою
однiєї вершини та одного ребра, позначимо їх вiдповiдно v та (v, v′). Так само, як
i для попереднього перетворення (для нашого випадку вершина v′ вiдiграє роль,
яку в попередньому перетвореннi вiдiгравала вершина v0), можна показати на-
явнiсть в однiй з компонент пари {C,L}(x′) слова w 6= p, за яким перший або
другий крок алгоритму АП будує ребро (v, v′), з чого випливає iснування графа
G{C1, L}(x

′) та G({C,L}(x′)) ∼= G({C1, L}(x
′)), тобто {C,L}(x′) ∼ {C1, L}(x

′). У
випадку p ∈ L та аналогiчними позначеннями p′ та L1 виконується еквiвалентнiсть
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{C,L}(x′) ∼ {C,L1}(x
′); пояснення такi ж самi, як i для випадку p ∈ C. В резуль-

татi виконання цього перетворення результуюча пара вiдрiзняється вiд вихiдної
одним словом, довжина цього слова в результуючiй парi на 2 менше, нiж довжина
слова, яке було перетворено.

4) Замiна у першiй компонентi слова p словом p−1 у випадку p−1 � p. Нехай
p ∈ C та p−1 � p. Позначимо C1 – результат замiни у C слова p словом p−1. Процес
виконання алгоритму АП iз парою {C,L}(x′) вiдрiзняється вiд такого процесу з
парою {C1, L}(x

′) обробкою слiв p та p−1. Неважко бачити, що при обробцi слова
p до вже побудованого фрагменту графа будуть доданi такi ж самi вершини та
ребра, що й при обробцi слова p−1, тому {C,L}(x′) ∼ {C1, L}(x

′). В результатi
виконання цього перетворення результуюча пара вiдрiзняється вiд вихiдної одним
словом, це слово в результуючiй парi менше за порядком �, нiж слово, яке було
перетворено. Зауважимо, що це перетворення не можна застосовувати для слiв з
другої компоненти пари.

5) Оптимiзацiя шляхiв у вiдповiдностi до вершини розгалуження. Нехай p ∈ C
та не мiстить реверсiв. На шляху v0p зафiксуємо довiльну вершину з мiткою x,
яку далi називатимемо вершиною розгалуження. Позначимо p = p1xp2, де мiтка x
вiдповiдає вершинi розгалуження. Тодi вiдносно шляху вiд iнiцiальної вершини до
вершини розгалуження можливий один з двох взаємовиключних випадкiв щодо
порiвняння слiв p1 та (p2)

−1 за порядком �:
1) p1 � (p2)

−1.
а) Нехай q 6= p, q ∈ C

⋃
L та (p2)

−1x є початковим вiдрiзком слова q, тобто
q = (p2)

−1xq′ для деякого q′ ∈ X∗. Позначимо q1 = p1xq
′. Через {C1, L1}(x

′)
позначимо пару, у якiй слово q замiнено на слово q1, а всi iншi слова, вiдмiннi вiд
q, є такими ж, як i у парi {C,L}(x′).

б) Нехай q 6= p, q ∈ C та q закiнчується на xp2, тобто q = q′xp2 для деякого
q′ ∈ X∗. Позначимо q2 = q′x(p1)

−1. Через {C2, L}(x
′) позначимо пару, у якiй слово

q замiнено на слово q2, а всi iншi слова, вiдмiннi вiд q, є такими ж, як i у парi
{C,L}(x′).

2) (p2)
−1 � p1.

а) Нехай q 6= p, q ∈ C
⋃
L та p1x є початковим вiдрiзком слова q, тобто q = p1xq

′

для деякого q′ ∈ X∗. Позначимо q3 = (p2)
−1xq′. Через {C3, L3}(x

′) позначимо пару,
у якiй слово q замiнено на слово q3, а всi iншi слова, вiдмiннi вiд q, є такими ж,
як i у парi {C,L}(x′).

б) Нехай q 6= p, q ∈ C та q закiнчується на x(p1)
−1, тобто q = q′x(p1)

−1 для
деякого q′ ∈ X∗. Позначимо q4 = q′xp2. Через {C4, L}(x

′) позначимо пару, у якiй
слово q замiнено на слово q4, а всi iншi слова, вiдмiннi вiд q, є такими ж, як i у
парi {C,L}(x′).

Тодi, вiдповiдно до кожного з розглянутих випадкiв, виконується або
{C,L}(x′) ∼ {C1, L1}(x

′), або {C,L}(x′) ∼ {C2, L}(x
′), або {C,L}(x′) ∼ {C3, L3}(x

′),
або {C,L}(x′) ∼ {C4, L}(x

′). Для цих випадкiв результуюча пара вiдрiзняється вiд
вихiдної одним словом, це слово в результуючiй парi у першому та третьому ви-
падках менше за порядком �, нiж слово q, яке було перетворено, а у другому та
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четвертому випадках це слово менше за порядком -, нiж слово q.

Наведемо пояснення щодо першої еквiвалентностi. Процес виконання алгорит-
му АП iз парою {C,L}(x′) вiдрiзняється вiд такого процесу з парою {C1, L1}(x

′)
обробкою слiв q та q1. При обробцi слова q на третьому кроцi алгоритму АП до-
даються вершини та ребра, що вiдповiдають символам слова (p2)

−1, вершини та
ребра, що вiдповiдають символам слова q′, а також вершина розгалуження, ребро
мiж цiєю вершиною та вершиною v0(p2)

−1 i ребро мiж вершиною розгалуження та
вершиною v0q

′. При обробцi слова q1 на третьому кроцi алгоритму АП додають-
ся вершини та ребра, що вiдповiдають символам слова p1, вершини та ребра, що
вiдповiдають символам слова q′, а також вершина розгалуження, ребро мiж цiєю
вершиною та вершиною v0p1 i ребро мiж вершиною розгалуження та вершиною
v0q

′. Далi, в результатi редукцiї одержаного графа, у першому випадку вiдбуваєть-
ся редуковане злиття вершин та ребер, що вiдповiдають символам слова (p2)

−1,
а також вершини розгалуження з вiдповiдними вершинами, якi було додано при
обробцi слова p. У другому випадку в результатi редукцiї вiдбувається редуковане
злиття вершин що вiдповiдають символам слова p1, а також вершини розгалу-
ження з вiдповiдними вершинами, якi було додано при обробцi слова p. Всi iншi
додавання вершин та ребер, а також подальша редукцiя при обробцi слiв q та q1 є
iдентичними, тому результати обробки алгоритмом АП слiв q та q1 спiвпадають.
Iншi 3 еквiвалентностi пояснюються аналогiчно.

Сформулюємо одержанi результати у виглядi наступного твердження.

Теорема 3. Нехай {C,L}(x′) – коректна пара та {C1, L1}(x
′) одержана з

{C,L}(x′) одноразовим застосуванням будь-якого з елементарних перетворень
(1) – (5). Тодi {C,L}(x′) ∼ {C1, L1}(x

′).

Усi цi елементарнi перетворення є ключовими для алгоритму компресiї, який
наведено в наступному роздiлi цiєї статтi.

4. Алгоритм компресiї та його властивостi.

Даний роздiл роботи присвячений розв’язанню задачi характеризацiї корект-
ної пари: треба визначити, чи є задана пара {C,L}(x′) визначальною для заданого
Д-графа G без безпосередньої побудови графа G({C,L}(x′)) та подальшого його
порiвняння з G. Для розв’язання цiєї задачi розроблено алгоритм компресiї, який в
процесi своєї роботи в якостi операцiй використовує лише запропонованi у поперед-
ньому роздiлi статтi елементарнi перетворення, а очiкуваним результатом роботи
алгоритма є канонiчна пара графа G({C,L}(x′)). При цьому алгоритм компресiї
у певному сенсi подiбний до алгоритму, який є розв’язком задачi характеризацiї
системи визначальних спiввiдношень для скiнченного автомату без виходу [7].

Зважаючи на те, що елементарнi перетворення (1) – (4) в алгоритмiчному сен-
сi є простiшими, нiж перетворення (5), при розробцi алгоритму компресiї головну
увагу було зосереджено на оптимiзацiї перетворення (5). Покажемо, що з ураху-
ванням виконання перетворень (1) – (4) на iнших кроках алгоритму компресiї, у
перетвореннi (5) в якостi вершини розгалуження для слова p = x′1x

′

2 . . . x
′

k−1x
′

k ∈ C
(x′1 = x′k = x′) достатньо взяти вершини з iндексами LEFT (p) та RIGHT (p).
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Нехай виконується випадок (1а) при елементарному перетвореннi 5, тобто p ∈
C, p = p1xp2, де мiтка x вiдповiдає вершинi розгалуження, p1 � (p2)

−1, q 6= p та
q = (p2)

−1xq′ для деякого q′ ∈ X∗. Через i позначимо порядковий номер (iндекс)
символу, що вiдповiдає вершинi розгалуження у словi p. З p1 � (p2)

−1 та попе-
реднього виконання елементарного перетворення 4 випливає 1 ≤ i ≤ LEFT (p). В
результатi виконання перетворення 5 одержимо замiну слова q на слово r = p1xq

′.
Покажемо, що у випадку i 6= LEFT (p) в результатi виконання елементарного

перетворення 5 за вершиною розгалуження, яка має iндекс LEFT (p) та певної по-
слiдовностi iнших елементарних перетворень ми одержимо такий самий результат
перетворення (замiни) слова q. Введемо наступнi позначення. Через y позначи-
мо фрагмент слова p вiд символу, що є наступним пiсля вершини розгалужен-
ня у попередньому випадку до символу з iндексом LEFT (p) (цей символ позна-
чимо p(LEFT(p))), не включаючи сам символ з iндексом LEFT (p), через w по-
значимо фрагмент слова p вiд символу з iндексом LEFT (p) + 1 = RIGHT (p)
до кiнця слова p, тобто p = p1xyp(LEFT (p))w. При цьому в цих позначеннях
q = w−1p(LEFT (p)y−1xq′. Вiдбувається замiна у словi q послiдовностi w−1 на
p1xyp(LEFT (p)), тобто слово q замiнюється словом q1 = p1xyp(LEFT (p))y−1xq′.
Далi, пiсля вилучення реверсiв зi слова q1 у кiлькiстi, що дорiвнює довжинi слова
y одержимо перетворення слова q1 на слово q2 = p1xzxq

′, де z є першим символом
слова y; у випадку, коли y є порожнiм словом, то z = p(LEFT (p)), пiсля чого
вiдбувається вилучення у q2 реверсу xzx, тобто одержимо перетворення слова q2
на слово q3 = p1xq

′, тобто q3 = r.
Таким чином показано, що за умови виконання елементарних перетворень 3 та

4 (перетворення 3 виконується як до виконання перетворення 5, так i пiсля нього),
для перетворення 5 у випадку (1а) за вершину розгалуження у словi p можна взяти
вершину з iндексом LEFT (p). Через OPT−LB(p, q) (скорочення вiд «Оптимiзацiя
шляхiв у вiдповiдностi до вершини-розгалужувача, iндекс якої у словi p є LEFT (p)
та замiна у словi q виконується з початку цього слова») позначимо перетворення
слова q за вершиною розгалуження слова p, що вiдповiдає iндексу LEFT (p); у на-
шому випадку OPT−LB(p, q) = p1xyp(LEFT (p))y−1xq′. В обчислювальному сенсi
недолiком такого перетворення є додаткове, можливо, кiлькаразове використання
перетворення 3 з одним словом – результатом OPT − LB(p, q). Перевагою є те,
що вершина розгалуження визначається однозначно, тобто для її визначення не
треба використовувати цикл вiд першого символу слова p до символа з iндексом
LEFT (p) з подальшим розгляданням усiх слiв з компонент C та L.

Для випадку (1б) результат перетворення у вiдповiдностi до вершини розга-
луженння з iндексом i у словi p (1 ≤ i < LEFT (p)) буде дорiвнювати такому ж
перетворенню у вiдповiдностi до вершини розгалуженння з iндексом LEFT (p) з
подальшим, можливо кiлькаразовим, виконанням перетворення 3 (це доводиться
двоїсто до випадку 1(а)). Позначимо перетворення у вiдповiдностi до вершини роз-
галуженння з iндексом LEFT (p) через OPT −LE(p, q) (скорочення аналогiчне до
OPT − LB(p, q), проте замiна у словi q виконується з кiнця цього слова).

Нехай виконується випадок (2а) при елементарному перетвореннi 5, тобто p ∈
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C, p = p1xp2, де мiтка x вiдповiдає вершинi розгалуження, (p2)
−1 � p1, q 6= p

та q = p1xq
′ для деякого q′ ∈ X∗. Через i позначимо порядковий номер (iндекс)

символу, що вiдповiдає вершинi розгалуження у словi p. З (p2)
−1 � p1 та поперед-

нього виконання елементарного перетворення 4 випливає RIGHT (p) ≤ i ≤ d(p).
Аналогiчно до випадку (1а), результат виконання перетворення 5 зi словом q у
випадку i 6= RIGHT (p) буде такий самий як результат його виконання у випадку
i = RIGHT (p) з подальшим, можливо кiлькаразовим, застосуванням до нього пе-
ретворення 3. Перетворення у вiдповiдностi до вершини розгалуженння з iндексом
RIGHT (p) позначимо OPT − RB(p, q). Так саме, для випадку (2б) результат ви-
конання перетворення 5 зi словом q у випадку i 6= RIGHT (p) буде такий самий як
результат його виконання у випадку i = RIGHT (p) з подальшим, можливо кiль-
каразовим, застосуванням до нього перетворення 3; перетворення у вiдповiдностi
до вершини розгалуженння з iндексом RIGHT (p) позначимо OPT −RE(p, q).

З елементарних перетворень (1) – (4), якi ми позначили вiдповiдно DEL −
REP (w), DEL−RW (w), REM −R(w), ORD(w), сортування слiв у компонентах
пари {C,L}(x′), яке ми позначили SORT ({C,L}) та перетворень OPT −LB(w, q),
OPT −LE(w, q), OPT −RB(w, q), OPT −RE(w, q), було створено алгоритм ком-
пресiї. З останнiх чотирьох перетворень створено складену операцiю PATH −
OPT ({C,L}). На рис. 1 наведено нотацiю цiєї операцiї.

DEFINE PATH-OPT({C, L}):

FOR w INC:

FOR q IN C:

IF q ≠ w:

OPT-LB(w, q)

OPT-RB(w, q)

OPT-LE(w, q)

OPT-RE(w, q)

FOR q IN L: OPT_LB(w, q) OPT_RB(w, q)

Рис. 1. Нотацiя операцiї PATH −OPT ({C,L})

Визначимо алгоритм компресiї, який перетворює коректну пару
{C,L}(x′) у пару < {C,L}(x′) >.

Початок роботи алгоритму компресiї.
Вхiднi данi: пара {C,L}(x′).
Вихiднi данi: пара < {C,L}(x′) >.
Крок 1. Виконати SORT ({C,L}) та DEL−REP (w).
Крок 2. Виконати DEL−RW (w) для слiв з першої компоненти пари.
Крок 3. Виконати REM − R(w) для слiв з кожної компоненти пари. Якщо

вiдбулось таке перетворення, то перейти на крок 1, iнакше виконати наступний
крок алгоритму.

Крок 4. Виконати ORD(w) для слiв з першої компоненти пари. Якщо вiдбу-
лось таке перетворення, то перейти на крок 1, iнакше виконати наступний крок
алгоритму.

46



Властивостi компресiї пари, що є визначальною для детермiнованого графа

Крок 5. Виконати PATH −OPT ({C,L}). Якщо вiдбулось таке перетворення,
то перейти на крок 1, iнакше виконати наступний крок алгоритму.

Кiнець роботи алгоритму компресiї.
Оскiльки кожна з операцiй алгоритму компресiї, крiм сортування, або зменшує

кiлькiсть слiв у однiй з компонент пари, або зменшує довжину деякого слова, або
замiнює деяке слово на слово, яке є меншим його за порядком � чи -, то для
скiнченної вихiдної пари алгоритм компресiї за скiнченну кiлькiсть крокiв завер-
шує свою роботу з однозначно визначеним результатом. Компоненти результату
компресiї пари {C,L}(x′) позначимо вiдповiдно через < C > та < L >.

На рис. 2 наведемо приклад роботи алгоритму компресiї.

C = {0120, 03530, 03524150, 03114251130, 012035241130}

L= {035230, 03114230, 0351130123}

01. Operation REM-R(w) is performed; w = 03530, modified = 030
02. Operation DEL-RW(w) is performed; w = 030
03. Operation OPT-RB(p, q) is performed; p = 0120, q = 012035241130, modified = 02035241130
04. Operation REM-R(w) is performed; w = 02035241130, modified = 035241130
05. Operation ORD(w) is performed; w = 035241130, modified = 031142530
06. Operation OPT-RE(p, q) is performed; p = 03524150, q = 031142530, modified = 03114150
07. Operation REM-R(w) is performed; w = 03114150, modified = 031150
08. Operation OPT-RB(p, q) is performed; p = 031150, q = 03114251130, modified = 0514251130
09. Operation ORD(w) is performed; w = 0514251130, modified = 0311524150
10. Operation OPT-RB(p, q) is performed; p = 031150, q = 0311524150, modified = 051524150
11. Operation REM-R(w) is performed; w = 051524150, modified = 0524150
12. Operation ORD(w) is performed; w = 0524150, modified = 0514250
13. Operation OPT-RB(p, q) is performed; p = 031150, q = 03114230, modified = 0514230
14. Operation OPT-RE(p, q) is performed; p = 0514250, q = 03524150, modified = 035250
15. Operation REM-R(w) is performed; w = 035250, modified = 0350
16. Operation OPT-RB(p, q) is performed; p = 0350, q = 035230, modified = 05230
17. Operation OPT-RB(p, q) is performed; p = 0350, q = 0351130123, modified = 051130123
18. Operation OPT-LB(p, q) is performed; p = 031150, q = 051130123, modified = 03130123
19. Operation REM-R(w) is performed; w = 03130123, modified = 030123
20. Operation REM-R(w) is performed; w = 030123, modified = 0123
21. Operation OPT-RB(p, q) is performed; p = 0120, q = 0123, modified = 023
22. Operation OPT-RB(p, q) is performed; p = 0514250, q = 0514230, modified = 05230
23. Operation DEL-REP(w) is performed; w = 05230

< C > = {0120, 0350, 031150, 0514250}; < L> = {023, 05230}

Рис. 2. Приклад роботи алгоритму компресiї

Сформулюємо критерiй розв’язання задачi характеризацiї коректної пари, яку
визначено на початку цього роздiлу роботи. Справедливе наступне твердження.

Теорема 4. Нехай {C,L}(x′) – коректна пара. Тодi {C,L}(x′) є визначальною
парою для G тодi та лише тодi, коли < {C,L}(x′) >= {ΣG,ΛG}.

Доведення. Доведемо достатнiсть. Нехай {C,L}(x′) – коректна пара та
< {C,L}(x′) >= {ΣG,ΛG} для деякого графа G. Позначимо процес виконання
компресiї пари {C,L}(x′) як ланцюг перетворень: {C,L}(x′) = {C0, L0}(x

′) →
{C1, L1}(x

′) → . . . → {Cn−1, Ln−1}(x
′) → {Cn, Ln}(x

′) = {ΣG,ΛG}. У цьому ланц-

47



О.С. Сенченко, М.I. Притула

юзi пара {Ck+1, Lk+1}(x
′) одержана з пари {Ck, Lk}(x

′) однократним виконанням
деякої операцiї алгоритму компресiї (k = 0, . . . , n− 1)). За теоремою 3 усi опера-
цiї в алгоритмi компресiї перетворюють деяку пару в пару, що є еквiвалентною їй,
(перетворення OPT−LB(w, q), OPT−LE(w, q), OPT−RB(w, q), OPT−RE(w, q),
якi є частинами складеної операцiї PATH − OPT ({C,L}), є окремими випад-
ками елементарного перетворення 5), а операцiя SORT ({C,L}) не змiнює граф
G({C,L}(x′)), то G = G({Cn, Ln}(x

′)) = . . . = G({C0, L0}(x
′)), тобто {C,L}(x′) є

визначальною парою для G, що доводить достатнiсть.

Доведемо необхiднiсть. Нехай {C,L}(x′) є визначальною парою для G та v0 –
iнiцiальна вершина графа G. Доведемо допомiжне твердження

Лема 3. У < {C,L}(x′) > для будь-яких слiв p ∈< C >, q ∈< L > будь-
який початковий вiдрiзок слiв α(p), β(p) та q є найкоротшим за � шляхом до
вiдповiдної вершини у графi G({C,L}(x′).

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю за довжиною i найкоротших шляхiв
spv(G) до вершин v графа G. Нехай i = 1. Оскiльки для будь-якого початкового
вiдрiзку w довжини 1 слiв α(p), β(p), q (p ∈< C >, q ∈< L >) < {C,L}(x′) >
виконується w = x′ та v0x

′ = v0, то spv0w(G) = w, тобто база iндукцiї виконується.

Припустимо, що лема виконується для i ≤ k. Покажемо, що вона також вико-
нується для i = k + 1. Вiд супротивного, припустимо, що це не так, тобто iснує
таке слово w, що d(w) = k + 1, w не є найкоротшим за � словом до вершини v0w,
та виконується один з трьох випадкiв: а) iснує таке p ∈< C >, що w є початковим
вiдрiзком α(p); б) iснує таке p ∈< C >, що w є початковим вiдрiзком β(p); в) iснує
таке q ∈< L >, що w є початковим вiдрiзком q. Нехай виконується випадок (а).

Введемо такi позначення: p = p1wp
′, v0w = v, ξ(v) = x, w = p1x, v0w = v′. Тодi

d(p1) = k, за припущенням iндукцiї p1 = spv′(G). Нехай z = z′x = spv(G), тодi,
з урахуванням припущення iндукцiї, d(z′x) = k + 1, тому d(z′) = k; позначимо
v0z

′ = v′′. З z = spv(G) випливає z′ = spv′′(G) та z′ � p1. З p1x 6= z′x випливає
p1 6= z′, тому, з урахуванням p1 = spv′ , та z′ = spv′′ , а також припущення iндукцiї,
в графi G v′ 6= v′′. Оскiльки < {C,L}(x′) > є визначальною парою графа G, то
iснує таке слово u, що v0u = v′′ та для деякого u′ ∈ X∗ виконується хоча б одне
з тверджень uxu′ ∈< C > або u′xu−1 ∈< C >. З припущення iндукцiї (d(z′) = k)
випливає u = z′.

Тодi, з того факту, що < C > та < L > є результатом компресiї пари {C,L}(x′),
у графi G вершина, що вiдповiдає шляху v0w була ототожнена з вершиною, що
вiдповiдає шляху v0z тiльки за умови iснування в < C > одного з слiв z′x(p1)

−1

або p1x(z
′)−1. Оскiльки цi слова є взаємозворотними, та z′x(p1)

−1 � p1x(z
′)−1, то з

виконання елементарного перетворення ORD у < C > випливає p1x(z′)−1 /∈< C >,
тому z′x(p1)

−1 ∈< C >. При цьому z′x(p1)
−1 6= p. Тому, з виконання перетворення

OPT − LB(z′x(p1)
−1, p) у < C > слово p повинно було бути замiненим словом

z′xp′, тобто p /∈< C >. Отримана суперечнiсть доводить хибнiсть припущення про
невиконуванiсть леми для i = k + 1 за умови виконання випадку (а).

Хибнiсть припущення про невиконуванiсть леми для випадку (б) доводиться
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двоїсто до випадку (а), а для випадку (в) – аналогiчно випадку (а). �

Далi покажемо, що < {C,L}(x′) >= {ΣG,ΛG}. Нехай p ∈< C >. З попереднього
виконання операцiї ORD(p) випливає, що p � p−1 та p−1 /∈< C >. З леми 3
випливає, що p є канонiчним словом для G. Одержали, що p є канонiчним для G
словом або непарної довжини (за лемою 1 у такому випадку p−1 не є канонiчним
словом), або парної довжини, причому p � p−1. З урахуванням леми 2, p ∈ ΣG,
тобто < C >⊆ ΣG.

Покажемо, що ΣG ⊆< C >. Нехай p ∈ ΣG, вершини v′, v′′ – твiрнi для p, ξ(v′) =
x′, ξ(v′′) = x′′. Нехай для визначенностi, p = spv′(spv′′)

−1. За алгоритмом АК
p � p−1, тобто spv′(spv′′)

−1 � spv′′(spv′)
−1. Оскiльки < {C,L}(x′) > є визначальною

парою для G, то за алгоритмом АП повинно iснувати таке слово w ∈< C >
⋃

<
L >, що ребро (v′, v′′) входить до шляху v0w. Оскiльки за алгоритмом АК spv′ 6=
spv′′x

′ та spv′′ 6= spv′x
′′, то з леми 3 випливає w /∈< L >, та, в залежностi вiд

парностi числа d(p), або w = spv′(spv′′)
−1, або w = spv′′(spv′)

−1. З попереднього
виконання операцiї ORD(p), враховуючи spv′(spv′′)

−1 � spv′′(spv′)
−1, випливає w =

spv′(spv′′)
−1, тобто w = p, тому ΣG ⊆< C >.

Покажемо, що < L >= ΛG. Оскiльки < {C,L}(x′) > є визначальною парою для
G, то для кожного слова q ∈< L > вершина v0q є висячою (v0q 6= v0), та для кожної
висячої вершини v графа G, вiдмiнної вiд v0, iснує хоча б одне слово q′ ∈< L >,
що v0q

′ = v. З урахуванням попереднього виконання операцiї DEL − REP (w) та
леми 3 одержимо, що < L > складається з усiх таких слiв w ∈ VG, що v0w 6= v0 та
вершина v0w є висячою у графi G, тому, за алгоритмом АК, < L >= ΛG. Одержали
< {C,L}(x′) >= {ΣG,ΛG}. �

Таким чином, процедура перевiрки, чи є задана коректна пара {C,L}(x′) визна-
чальною парою для заданого графа G зводиться до побудови компресiї {C,L}(x′),
канонiчної визначальної пари для G та порiвняння < {C,L}(x′) > з {ΣG,ΛG}: як-
що < {C,L}(x′) >= {ΣG,ΛG}, то {C,L}(x′) є визначальною парою для G; якщо
< {C,L}(x′) > 6= {ΣG,ΛG}, то {C,L}(x′) не є визначальною парою для G. На на-
шу думку, в обчислювальному сенсi запропонований спосiб є бiльш простим, нiж
побудова графа G({C,L}(x′)) та подальше порiвняння G({C,L}(x′)) з G.

Наведемо приклад визначення, чи є задана коректна пара визначальною для
заданого детермiнованого графа. Нехай
C = {0120, 03530, 03524150, 03114251130, 012035241130},
L = {035230, 03114230, 0351130123}, та {C,L}(0) – коректна пара. Вихiдний граф
G зображено на рис. 3, iнiцiальна вершина графа G видiлена сiрим кольором.

Зробимо компресiю вихiдної пари. Процес компресiї та її результат зображено
на рис. 2.

Користуючись алгоритмом АК, знайдемо {ΣG,ΛG}. Одержали
ΣG = {0120, 0350, 031150, 0514250}, ΛG = {023, 05230}. Таким чином,
< {C,L}(x′) >= {ΣG,ΛG}, тому {C,L}(0) є визначальною парою для графа G.

Наведемо важливi властивостi компресiї, якi безпосередньо витiкають з теоре-
ми 4. Справедливе наступне твердження.
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Рис. 3. Вихiдний граф G

Теорема 5.
1) Нехай {C,L}(x′) – коректна пара. Тодi < {C,L}(x′) > – коректна пара.

2) < {ΣG,ΛG} >= {ΣG,ΛG}.
3) Канонiчна визначальна пара {ΣG,ΛG} є найменшою за потужнiстю та

об’ємом кожної компоненти визначальною парою для графа G.

За наведеними в роботi алгоритмами було розроблено прототип програмної ре-
алiзацiї у виглядi бiблiотеки функцiй розширюючих можливостi пакету NetworkX.
Використання цiєї бiблiотеки дозволяє побудувати граф за заданою парою, ка-
нонiчну визначальну пару Д-графа, виконати компресiю заданої коректної пари
та порiвняти результат компресiї з канонiчною визначальною парою заданого гра-
фа. Також було дослiджено деяку тестову метрiку цiєї програмної реалiзацiї. При
програмнiй реалiзацiї операцiї PATH−OPT ({C,L}) серед можливих її варiантiв,
було обрано саме той варiант, тестова метрика якого була найкраща. До складу
бiблiотеки входить опис нашої програмної реалiзацiї. Ця бiблiотека розмiщена за
адресою https://github.com/NickIT87/IAMM_proceedings.

5. Подальшi напрямки дослiдження.
Найближчою перспективою дослiджень вважається розповсюдження алгорит-

му компресiї на випадок, коли заздалегiдь не встановлено, чи є вихiдна пара ко-
ректною. Також, на нашу думку, наведений алгоритм компресiї може бути основою
при розв’язаннi ряду прикладних задач, пов’язаних з лiнгвiстичним представлен-
ням Д-графiв визначальною парою слiв, серед яких автори видiляють наступнi:

- знаходження необхiдних та достатнiх умов для множин C та L, за яких пара
{C,L}(x′) є коректною;

- оптимальний вибiр iнiцiальної вершини, за яким метричнi властивостi ком-
понент канонiчної визначальної пари будуть мiнiмальними;

- ефективна побудова за {ΣG,ΛG} найкоротших за порядком � шляхiв мiж
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Властивостi компресiї пари, що є визначальною для детермiнованого графа

двома довiльними вершинами графа G.
6. Висновки.
У роботi запропоновано алгоритм компресiї, який у випадку коректностi вихiд-

ної пари, перетворює її в канонiчну визначальну пару для Д-графа, для якого
вихiдна пара є визначальною. Також розглянуто властивостi та розроблено про-
тотип програмної реалiзацiї цього алгоритму. Окреслено подальшi напрямки до-
слiдження за цiєю тематикою. Результати дозволять використовувати новi методи
та алгоритми для розв’язання задач аналiзу графiв з розмiченими вершинами.
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The properties of compression of defining pair for deterministic graphs.
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In this article, we consider an algorithm for compressing a pair that is defining for a deterministic

graph and the properties of this algorithm. Deterministic graphs are actively used as a model of

many software objects, information processes, digital network topology, etc. The proposed algorithm

is associated with the linguistic presentation of deterministic graphs by two sets of words of a special

kind (the «pair»): the first set describes the graph cycles, and the second set describes its leaf vertices.

The basis of the linguistic representation is the algorithm, which, given a pair, either constructs a

deterministic graph for which this pair is the presentation or informs that it is impossible to do so. We

have also developed an algorithm for constructing a special pair for any deterministic graph, called a

canonical pair, and proved that the canonical pair is a presentation of this graph. In this article, we

propose elementary transformations of a pair that is a presentation of a certain deterministic graph

(the so-called «correct pair»). As a result of these transformations, the graph, which is a presentation

by the original pair, is isomorphic to the graph, which is a presentation by the result of elementary

transformations with the original pair. On the basis of these elementary transformations, we develop

an algorithm for compressing the correct pair. It is proved that the result of compression is equal

to the canonical pair of the graph, which is the presentation by the original pair; this is the main

result of this article. The properties of this algorithm are also presented, in particular, it is shown

that the smallest pair in terms of power and volume of each component, which is a presentation of an

arbitrary deterministic graph, is its canonical pair. Based on the compression algorithm, a solution to

the problem of pair characterization for a graph is proposed: the task of determining whether a given

pair is a presentation of a given deterministic graph, in the case of correctness of the pair, is reduced

to constructing a compression of the given pair, the canonical pair for a given graph, and comparing

these pairs. If the above pairs are equal, then the given pair is a presentation of the given deterministic

graph, otherwise the given pair is not a presentation of the given deterministic graph. In our opinion,

in a computational sense, the proposed method is simpler than constructing a graph based on a given

pair and then comparing it with a given graph. Further directions of research on this topic are also

outlined. The results will allow the use of new methods and algorithms to solve problems of analyzing

graphs with labeled vertices.
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