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ПРО ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНУ АСИМПТОТИКУ НА НЕСКIНЧЕННО-
СТI НIЖНIХ Q-ГОМЕОМОРФIЗМIВ НА КОМПЛЕКСНIЙ ПЛОЩИНI

У роботi дослiджується асимптотична поведiнка на нескiнченностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв
вiдносно p-модуля при 1 < p < 2 на комплекснiй площинi. Знайдено достатню умову на норму
функцiї Q, за якої вiдображення має експоненцiальний рiст на нескiнченностi. Побудовано при-
клад, що показує точнiсть отриманих результатiв.
MSC: 30C65.
Ключовi слова: p-модуль сiм’ї кривих, кiльцевi Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля, нижнi
Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля, асимптотична поведiнка на нескiнченностi.

1. Вступ.
Нагадаємо деякi означення. Для простоти викладу обмежимось тiльки плоским

випадком. Нехай задано сiм’ю Γ кривих γ у комплекснiй площинi C. Борелеву
функцiю ρ : C → [0,∞] називають допустимою для Γ (пишуть ρ ∈ admΓ), якщо∫

γ

ρ(z) |dz| ⩾ 1 (1)

для кожної (локально спрямлюваної) кривої γ ∈ Γ.
Нехай p ∈ (1,∞). Тодi p-модулем сiм’ї Γ називається величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
C

ρp(z) dxdy ,

див. [1].
Для довiльних множин E, F i G комплексної площини C позначимо через

∆(E,F,G) сiм’ю всiх неперервних кривих γ : [a, b] → C, якi з’єднують E i F у G,
тобто γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ G при a < t < b.

Для z0 ∈ C покладемо

A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2},

Si = S(z0, ri) = {z ∈ C : |z − z0| = ri} , i = 1, 2,

Ця робота була пiдтримана грантом вiд Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-00014586,
М.В.С.).
Робота була пiдтримана бюджетною програмою «Пiдтримка розвитку прiоритетних напрямiв
наукових дослiджень» (КПКВК 6541230).
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B (z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| < r}.

Нехай D – область у комплекснiй площинi C та Q : D → [0,∞] – вимiрна
за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм f : D → C називається кiльцевим Q-гомео-
морфiзмом вiдносно p-модуля у точцi z0 ∈ D, якщо спiввiдношення

Mp(∆(fS1, fS2, fD)) ⩽
∫
A

Q(z) ηp(|z − z0|) dxdy (2)

виконується для будь-якого кiльця A = A(z0, r1, r2) , 0 < r1 < r2 < d0, d0 =
dist(z0, ∂D), i для кожної вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що

r2∫
r1

η(r) dr = 1 .

Гомеоморфiзм f : D → C називають кiльцевим Q-гомеоморфiзмом вiдносно
p-модуля в областi D, якщо умова (2) виконується для будь-якої точки z0 ∈ D .
Кiльцевi Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля при p = 2 називають кiльцевими
Q-гомеоморфiзмами (у точцi z0 ∈ D чи в областi D).

Надалi будемо вважати, що

qz0(r) =
1

2πr

∫
S(z0,r)

Q(z)|dz|

є середнiм iнтегральним значенням функцiї Q по колу S(z0, r).
Нижче наведено твердження про спiввiдношення мiж площами образiв двох

концентричних кругiв при кiльцевих Q-гомеоморфiзмах вiдносно p-модуля, p > 2,
див. [2, лема 2.1].

Лема 1.1. Припустимо, що f : C → C – кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно
p-модуля у точцi z0 ∈ C, p > 2, та для деяких чисел r0 > 0, κ = κ(z0) > 0 i α > 0
виконується умова

qz0(t) ⩽ κ t−1e−αt

для м.в. t ∈ [r0,∞). Тодi для будь-яких r1, r2, таких, що 0 < r0 ⩽ r1 < r2 < ∞
справедлива оцiнка

|f(B(z0, r2))|
p−2

2(p−1) ⩾ |f(B(z0, r1))|
p−2

2(p−1) + λp κ
− 1

p−1α−1
(
e

αr2
p−1 − e

αr1
p−1

)
,

де λp = π
p−2

2(p−1) (p− 2).
Теорiя кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля у просторi Rn, n ⩾ 2,

при p = n дослiджувалась у роботах [3–5], при 1 < p < n див. [6–10] та при
p > n див. [11–15], а також на комплекснiй площинi при p > 2 див. [2, 16–20].
Бiльш загальнi класи вiдображень дослiджувались у [21–30]. На комплекснiй пло-
щинi теорiя кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля використовується при
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вивченнi асимптотичних властивостей регулярних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь
Бельтрамi, див. [31–33].

Вельми корисним iнструментом при дослiдженнi вiдображень виявилися також
так званi нижнi Q-гомеоморфiзми, що були вперше введенi при p = n у роботi
Д. Ковтонюка i В. Рязанова, див. [34] або розд. 9 у монографiї [3], та при p ̸= n у
роботi [35].

Кажуть, що деяка властивiсть виконується для p-майже всiх кривих γ сiм’ї
Γ, якщо пiдсiм’я кривих сiм’ї Γ, для яких ця властивiсть порушується, має p-мо-
дуль нуль. Вимiрну за Лебегом функцiю ρ : C → [0,∞] називають узагальнено
p-допустимою для сiм’ї кривих Γ i пишуть ρ ∈ extp admΓ, якщо нерiвнiсть (1)
виконується для p-майже всiх γ ∈ Γ.

Нехай Q : D → (0,∞) – вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм f : D → C
називають нижнiм Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля у точцi z0 ∈ D, якщо
нерiвнiсть

Mp (fΣA) ⩾ inf
ρ∈extp admΣA

∫
A

ρp(z)

Q(z)
dxdy (3)

виконується для кожного кiльця A = A(z0, ε1, ε2), 0 < ε1 < ε2 < d0, де ΣA – сiм’я
всiх кiл S(z0, r), r ∈ (ε1, ε2) .

Гомеоморфiзм f : D → C називають нижнiм Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-
модуля в областi D, якщо умова (3) виконується для будь-якої точки z0 ∈ D .
Нижнi Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля при p = 2 називають нижнiми Q-го-
меоморфiзмами (у точцi z0 ∈ D чи в областi D).

Теорiя нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля у просторi Rn, n ⩾ 2, при
p = n дослiджувалась у роботах [3,34], при p > n−1 див. [35], при p > n див. [36,37],
а також на комплекснiй площинi при 1 < p < 2 див. [38].

У наступнiй теоремi встановлено зв’язок мiж нижнiми i кiльцевими Q-гомеомор-
фiзмами вiдносно p-модуля, див. [35, теорема 7.1].

Теорема 1.2. Нехай D – область у комплекснiй площинi C, z0 ∈ D. Припу-
стимо, що Q : D → (0,∞) – вимiрна за Лебегом функцiя така, що

∥Q∥ 1
p−1

(z0, r) :=

 ∫
S(z0,r)

Q
1

p−1 (z) |dz|


p−1

̸= ∞

для м.в. r ∈ (0, d0), d0 = dist (z0, ∂D), i f : D → C – нижнiй Q-гомеоморфiзм
вiдносно p-модуля у точцi z0 при p > 1. Тодi f є кiльцевим Q∗-гомеоморфiзмом
вiдносно p̃-модуля у точцi z0 при p̃ = p

p−1 та Q∗(z) = Q
1

p−1 (z).

2. Експоненцiальна оцiнка площi образу круга.
У цьому роздiлi отримано нижню оцiнку експоненцiального типу площi образу

круга для нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при 1 < p < 2.
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Лема 2.1. Припустимо, що f : C → C – нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно
p-модуля у точцi z0 ∈ C, 1 < p < 2, та для деяких чисел r0 > 0, C0 = C0(z0) > 0
i β > 0 виконується умова

∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) ⩽ C0 e
−βt

для м.в. t ∈ [r0,∞). Тодi для будь-яких r1, r2, таких, що 0 < r0 ⩽ r1 < r2 < ∞
справедлива оцiнка

|f(B(z0, r2))|
2−p
2 ⩾ |f(B(z0, r1))|

2−p
2 + µpC

−1
0 β−1

(
eβr2 − eβr1

)
,

де µp = 2p−1π
p
2 (p− 2).

Доведення. Дiйсно, за теоремою 1.2 нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно p-мо-
дуля у точцi z0 при 1 < p < 2 є кiльцевим Q∗-гомеоморфiзмом вiдносно p̃-модуля
у точцi z0 з параметром p̃ = p

p−1 > 2 при Q∗(z) = Q
1

p−1 (z). Застосовуючи лему 1.1

з параметрами κ =
C

1
p−1
0
2π та α = β

p−1 , приходимо до висновкiв леми. □
Теорема 2.2. Припустимо, що f : C → C – нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно

p-модуля у точцi z0 ∈ C, 1 < p < 2, та для деяких чисел r0 > 0, C0 = C0(z0) > 0
i β > 0 виконується умова

∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) ⩽ C0 e
−βt

для м.в. t ∈ [r0,∞). Тодi для будь-якого R > r0 справедлива оцiнка

|f(B(z0, R))| ⩾ µ
2

2−p
p C

− 2
2−p

0 β
− 2

2−p

(
eβR − eβr0

) 2
2−p

, (4)

де µp = 2p−1π
p
2 (p− 2).

Доведення. Дiйсно, поклавши у лемi 2.1 r1 = r0 та r2 = R, приходимо до
нерiвностi

|f(B(z0, R))|
2−p
2 ⩾ |f(B(z0, r0))|

2−p
2 + µpC

−1
0 β−1

(
eβR − eβr0

)
⩾ µpC

−1
0 β−1

(
eβR − eβr0

)
,

де µp = 2p−1π
p
2 (p− 2). Далi, виконавши елементарнi перетворення, приходимо до

оцiнки (4). □

3. Експоненцiальна асимптотика на нескiнченностi.
У даному роздiлi знайдено достатню умову для експоненцiального росту на

нескiнченностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при 1 < p < 2.
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Теорема 3.1. Припустимо, що f : C → C – нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно
p-модуля у точцi z0 ∈ C, 1 < p < 2, та для деяких чисел r0 > 0, C0 = C0(z0) > 0
i β > 0 виконується умова

∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) ⩽ C0 e
−βt (5)

для м.в. t ∈ [r0,∞). Тодi

lim inf
R→∞

Mf (z0, R)e
− βR

2−p ⩾ (2π)
p−1
2−p

(
2− p

C0 β

) 1
2−p

, (6)

де Mf (z0, R) = max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|.

Доведення. Згiдно теореми 2.2 для всiх R > r0 > 0 маємо оцiнку

|f(B(z0, R))| ⩾ µ
2

2−p
p C

− 2
2−p

0 β
− 2

2−p

(
eβR − eβr0

) 2
2−p

, (7)

де µp = 2p−1π
p
2 (p− 2). Оскiльки вiдображення f є гомеоморфiзмом, то

|fB(z0, R)| ⩽ π

(
max

|z−z0|=R
|f(z)− f(z0)|

)2

.

Звiдси та з оцiнки (7) випливає, що

Mf (z0, R) ⩾ (2π)
p−1
2−p

(
2− p

C0 β

) 1
2−p (

eβR − eβr0
) 1

2−p
,

де Mf (z0, R) = max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|.

Накiнець, помноживши останню нерiвнiсть на e
− βR

2−p та перейшовши до нижньої
границi при R → ∞, приходимо до оцiнки (6). □

Приклад 1. Припустимо, що 1 < p < 2, β > 0, C0 > 0 та z0 ∈ C. Нехай
f : C → C,

f(z) =

(2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
β|z−z0|

2−p z−z0
|z−z0| , |z − z0| ⩾ 1,

(2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
β

2−p (z − z0), |z − z0| < 1.

(8)

Очевидно, що f є квазiконформним вiдображенням та за лемою 2.1 у [32] f є
нижнiм Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля при p > 1 у точцi z0 з функцiєю
Q(z) = KT

f,p(z, z0). Тут KT
f,p(z, z0) – дотична p-дилатацiя вiдображення f у точцi z

вiдносно точки z0, що обчислюється за формулою

KT
f,p(z, z0) =

|∂z0
T f(z)|p

|Jf (z)|
,
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де ∂z0
T f(z) – похiдна f у точцi z за дотичним напрямком τ = i z−z0

|z−z0| , див. [32, (11)].
Дане вiдображення у полярнiй системi координат (r, θ) має вигляд:

f(z0 + reiθ) =

(2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
βr
2−p eiθ, r ⩾ 1,

(2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
β

2−p reiθ, 0 ⩽ r < 1.

Далi знайдемо частиннi похiднi вiдображення f по r i θ:

fr =

(2π)
p−1
2−p C

− 1
2−p

0

(
2−p
β

) p−1
2−p

e
βr
2−p eiθ, r ⩾ 1,

(2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
β

2−p eiθ, 0 ⩽ r < 1,

fθ =

i (2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
βr
2−p eiθ, r ⩾ 1,

i (2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
β

2−p reiθ, 0 ⩽ r < 1

та якобiан

Jf (z0 + r eiθ) =
1

r
Im

(
frfθ

)
=


(2π)

2(p−1)
2−p C

− 2
2−p

0

(
2−p
β

) p
2−p

r−1e
2βr
2−p , r ⩾ 1,

(2π)
2(p−1)
2−p

(
2−p
C0 β

) 2
2−p

e
2β
2−p , 0 ⩽ r < 1,

див. [39, (21.52)]. За формулою (10) у [32]

∂z0
T f(z) = i ·

(
z − z0
|z − z0|

· fz −
z − z0
|z − z0|

· fz
)

та формулою (21.51) у [39]

fθ = i((z − z0)fz − (z − z0)fz)

знаходимо

KT
f,p(z0 + reiθ, z0) =

|fθ|p

rpJf (r eiθ)
=

{
(2π)1−pC0 r

1−pe−βr, r ⩾ 1,

(2π)1−pC0 β(2− p)−1e−β., 0 ⩽ r < 1.

Звiдки випливає, що вiдображення f є нижнiм Q-гомеоморфiзмом вiдносно
p-модуля у точцi z0 з функцiєю

Q(z) =

{
(2π)1−pC0 |z − z0|1−pe−β|z−z0|, |z − z0| ⩾ 1,

(2π)1−pC0 β (2− p)−1e−β, |z − z0| < 1

та

∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) =

 ∫
S(z0,t)

Q
1

p−1 (z) |dz|


p−1

=

{
C0e

−βt, t ⩾ 1,

C0 β (2− p)−1e−βtp−1, 0 ⩽ t < 1.
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Отже, умова (5) теореми 3.1 виконується.
З iншого боку, легко бачити, що гомеоморфiзм f вiдображає круг B(0, R) на

круг B(0, R̃), де

R̃ =

(2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
βR
2−p , R ⩾ 1,

(2π)
p−1
2−p

(
2−p
C0 β

) 1
2−p

e
β

2−pR, 0 ⩽ R < 1,

та

lim
R→∞

max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|e−
βR
2−p = lim

R→∞
R̃ e

− βR
2−p = (2π)

p−1
2−p

(
2− p

C0 β

) 1
2−p

.

Зауваження 1. Приклад 1 показує, що оцiнка (6) у теоремi 3.1 є точною, тобто
досягається на вiдображеннi (8).

Твердження 3.2. Нехай z0 – деяка фiксована точка у комплекснiй площинi C,
β > 0 i 1 < p < 2. Iснує нижнiй Q-гомеоморфiзм f : C → C вiдносно p-модуля у
точцi z0, такий, що

lim inf
R→∞

Mf (z0, R)e
− βR

2−p = 0,

де Mf (z0, R) = max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|. До того ж

lim
t→∞

eβt ∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) = ∞. (9)

Доведення.
Нехай β > 0, 1 < p < 2, k > 0 та 0 < l < 1. Розглянемо вiдображення

f(z) =

ke
lβ|z−z0|

2−p z−z0
|z−z0| , |z − z0| ⩾ 1,

ke
lβ

2−p (z − z0), |z − z0| < 1.

Гомеоморфiзм f вiдображає круг B(z0, R) на круг B(0, R̃), де

R̃ =

ke
lβR
2−p , R ⩾ 1,

ke
lβ

2−pR, R < 1.

Легко бачити, що

lim
R→∞

Mf (z0, R)e
− βR

2−p = lim
R→∞

R̃ e
− βR

2−p = k · lim
R→∞

e
(l−1)βR

2−p = 0,

де Mf (z0, R) = max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|.
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Аналогiчно, як у прикладi 1, можна показати, що вiдображення f є нижнiм
Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля у точцi z0 ∈ C з функцiєю

Q(z) =

{
kp−2l−1β−1(2− p)|z − z0|1−pe−lβ|z−z0|, |z − z0| ⩾ 1,

kp−2 e−lβ, |z − z0| < 1.

Звiдси

∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) =

 ∫
S(z0,t)

Q
1

p−1 (z) |dz|


p−1

=

{
(2π)p−1 kp−2l−1β−1(2− p)e−lβt, t ⩾ 1,

(2π)p−1 kp−2 e−lβtp−1, 0 ⩽ t < 1.

Очевидно, що умова (9) виконується:

lim
t→∞

eβt ∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) = (2π)p−1 kp−2l−1β−1(2− p) lim
t→∞

e(1−l)βt = ∞.

Таким чином, твердження 3.2 доведено. □
Нижче наведено теорему про неiснування нижнiх Q-гомеоморфiзмiв f : C → C

вiдносно p-модуля при 1 < p < 2.
Теорема 3.3. Припустимо, що z0 – деяка фiксована точка в C, 1 < p < 2.

Нехай для деяких чисел r0 > 0, C0 = C0(z0) > 0 i β > 0 виконується умова

∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) ⩽ C0 e
−βt

для м.в. t ∈ [r0,∞). Тодi не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму f : C → C вiдносно
p-модуля в точцi z0 з асимптотичною умовою

lim inf
R→∞

Mf (z0, R)e
− βR

2−p = 0, (10)

де Mf (z0, R) = max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|.

Доведення. Припустимо, що iснує нижнiй Q-гомеоморфiзм f : C → C вiдносно
p-модуля в точцi z0, для якого

∥Q∥ 1
p−1

(z0, t) ⩽ C0 e
−βt

для м.в. t ∈ [r0,∞) та виконується асимптотична умова (10). Тодi за теоремою 3.1
маємо оцiнку

lim inf
R→∞

Mf (z0, R)e
− βR

2−p ⩾ (2π)
p−1
2−p

(
2− p

C0 β

) 1
2−p

> 0,

де Mf (z0, R) = max
|z−z0|=R

|f(z)− f(z0)|, що суперечить асимптотичнiй умовi (10). □
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M.V. Stefanchuk
On exponential asymptotics at infinity of lower Q-homeomorphisms on the complex plane.

The definition of a Q-homeomorphism with respect to p-modulus is a natural generalization of the
geometric definition of a quasiconformal mapping: if Q(z) ⩽ K < ∞ a.e. (almost everywhere), then
f is quasiconformal as p = 2 on the complex plane C, see Definition A, p. 21–22 in [40], f has
local Lipschitz property as 1 < p < 2, and f−1 is local Lipschitz continuous as p > 2, moreover
the bounds for p are sharp, see [41]. The class of Q-homeomorphisms with respect to p-modulus as
p = 2 was first considered in the work [42]. The definition of a ring Q-homeomorphism with respect to
p-modulus generalizes and localizes the definition of a Q-homeomorphism with respect to p-modulus
and is motivated by the ring definition of quasiconformal mappings in the sense of Gehring, see [43],
introduced originally by V. Ryazanov, U. Srebro, and E. Yakubov on the complex plane as p = 2,
see [44]. The concept of lower Q-homeomorphisms with respect to p-modulus has also proven to be a
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very useful tool for studying planar and spatial mappings. This definition has also geometric character
and is motivated by Gehring’s ring definition of quasiconformity. The theory of lower and ring Q-
homeomorphisms is applied in the study of boundary value problems for Beltrami equations on the
complex plane, as well as spatial homeomorphisms of Sobolev classes and more general Orlicz-Sobolev
classes, see [45–55]. The theory of lower and ring Q-homeomorphisms with respect to p-modulus can
also be applied to mappings that are quasiconformal in the mean, see [56, 57]. Recently, lower and
ring Q-homeomorphisms with respect to nonconformal modulus have been applied to studying the
properties of regular solutions of nonlinear Beltrami equations, see [31–33]. Furthermore, the theory
of ring Q-homeomorphisms can be applied to the study of mappings with finite distortion that belong
to Orlicz-Sobolev classes W 1,φ

loc under a Calderon-type condition, and, in particular, to Sobolev classes
W 1,p

loc as p > n− 1, див. [8]. In the paper, asymptotic behavior at infinity of lower Q-homeomorphisms
with respect to the p-module as 1 < p < 2 in the complex plane has been investigated. A sufficient
condition on the norm of the function Q under which the mapping exhibits exponential growth at
infinity has been found. An example to demonstrate the sharpness of the obtained results has been
constructed.

Keywords: p-modulus of a family of curves, ring Q-homeomorphisms with respect to p-modulus,
lower Q-homeomorphisms with respect to p-modulus, asymptotic behavior at infinity.
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