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МЕТОД ДЕКОМПОЗИЦIЇ АДОМЯНА ДЛЯ НЕЛIНIЙНОЇ ПЕРIО-
ДИЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI У ВИПАДКУ ПАРАМЕТРИЧНОГО
РЕЗОНАНСУ

Отримано конструктивнi умови розв’язностi нелiнiйної перiодичної крайової задачi для звичай-
ного диференцiального рiвняння у випадку параметричного резонансу. Дослiдження перiодичних
крайових задач у випадку параметричного резонансу пов’язанi з численними застосуваннями в
електронiцi, теорiї плазми, нелiнiйнiй оптицi, механiцi, теорiї стiйкостi руху, бiологiї та радiотех-
нiцi, теорiї нелiнiйних коливань, для пошуку корисних копалин i верстатобудуваннi. Специфiка
вивчення крайових задач у випадку параметричного резонансу полягає у необхiдностi знаход-
ження, як розв’язку цiєї задачi, так i невiдомої власної функцiї, яка забезпечує розв’язнiсть
задачi. Для нелiнiйної перiодичної крайової задачi у випадку параметричного резонансу отрима-
но необхiднi та достатнi умови iснування та схему побудови розв’язкiв з використанням методу
декомпозицiї Адомяна. Використовувана класифiкацiя нетерових крайових задач у випадку па-
раметричного резонансу в залежностi вiд простоти або кратностi рiвняння для породжуючих
амплiтуд суттєво вiдрiзняється вiд аналогiчної класифiкацiя перiодичних задач в випадку пара-
метричного резонансу, дослiджених Л.I. Мандельштамом, М.Д. Папалексi, В.А. Якубовичем та
В.М. Старжинським i вiдповiдає загальнiй класифiкацiї перiодичних i нетерових крайових задач,
ґрунтовно вивчених М.М.Криловим, М.М.Боголюбовим, А. Пуанкаре, О.М. Ляпуновим, А.М.
Самойленком, Є.О. Гребенiковим, Ю.О. Рябовим та О.А. Бойчуком. Для побудови розв’язку
нелiнiйної перiодичної крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння у випадку
параметричного резонансу побудовано iтерацiйну схему з використанням методу декомпозицiї
Адомяна та встановлено умови ii збiжностi до шуканого розв’язку. Ефективнiсть отриманої схе-
ми побудови розв’язкiв нелiнiйної перiодичної крайової задачi для звичайного диференцiального
рiвняння у випадку параметричного резонансу продемонстровано на прикладi задачi про знаход-
ження перiодичних розв’язкiв i власної функцiї рiвняння Матьє.
MSC: 34N05.
Ключовi слова: метод декомпозицiї Адомяна, нелiнiйна перiодична крайова задача, парамет-
ричний резонанс.

1. Постановка задачi.
Дослiджуємо задачу про побудову розв’язку [1–3]

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·), h(ε) ∈ C[0, ε0]

нелiнiйної перiодичної крайової задачi

dz/dt = Az + f(t) + εZ(z, h(ε), t, ε), ℓz(·, ε) := z(a, ε)− z(b, ε) = 0 (1)

у малому околi розв’язку
z0(t) ∈ C1[a, b]

породжуючої задачi

dz0/dt = Az0 + f(t), ℓz0(·) := z0(a)− z0(b) = 0. (2)
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Тут A – стала (n×n)-вимiрна матриця, Z(z, t, h(ε), ε) – нелiнiйна вектор-функцiя,
аналiтична за невiдомою z у малому околi розв’язку породжуючої задачi (2),
неперервно диференцiйовна за невiдомою h(ε) у малому околi константи h0 := h(0)
та неперервна по малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]. Крiм того, вектор-функцiя
Z(z, t, ε) та функцiя f(t) неперервна по незалежнiй змiннiй t на вiдрiзку [a, b]. До-
слiдження перiодичних задач у випадку параметричного резонансу пов’язане з
численними застосуваннями в електронiцi [4], теорiї плазми, нелiнiйнiй оптицi,
механiцi, теорiї стiйкостi руху [2,5], бiологiї, теорiї нелiнiйних коливань i верстато-
будуваннi [6]. Вивчення перiодичних задач у випадку параметричного резонансу
традицiйно було пов’язано з дослiдженням насамперед питань стiйкостi [2, 4]. У
статтi [3] нами були отриманi конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови
розв’язкiв нелiнiйної крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння
у випадку параметричного резонансу з використанням методу простих iтерацiй.
При побудовi розв’язкiв нелiнiйних крайових задач виникає проблема неможли-
востi знаходження розв’язкiв в елементарних функцiях, яка, у свою чергу, приво-
дить до великих похибок розв’язкiв нелiнiйних крайових задач. Подiбна проблема
була продемонстрована для перiодичної задачi для рiвняння, яке визначає рух су-
путника на елiптичнiй орбiтi [7]. Крiм того, побудова розв’язкiв нелiнiйних край-
ових задач з використанням методу простих iтерацiй [1] значно ускладнюється
обчисленням похiдних нелiнiйностей. У статтi [8] прискорення збiжностi iтерацiй
досягнуто обчисленням похiдних нелiнiйностей на кожному кроцi. Враховуючи за-
значене, спрощення обчислень похiдних нелiнiйностей та можливiсть знаходження
розв’язкiв нелiнiйних крайових задач, зокрема, перiодичних крайових задач у ви-
падку параметричного резонансу, в елементарних функцiях можуть бути досягнутi
з використанням методу декомпозицiї Адомяна [9].

2. Необхiдна умова розв’язностi.
Дослiджуємо критичний випадок

PQ∗ ̸= 0,

причому припускаємо виконаною наступну умову

PQ∗
r
ℓK

[
f(s)

]
(·) = 0; (3)

у цьому випадку породжуюча задача (2) має сiм’ю розв’язкiв [1]

z0(t, c0) = Xr(t)cr +G

[
f(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Тут X(t)− нормальна (X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної частини
породжуючої системи,

Xr(t) := X(t)PQr ,
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PQr – (n × r) – вимiрна матриця, утворена з r− лiнiйно-незалежних стовпцiв
матрицi-ортопроектора

PQ : Rn → N(Q), Q := ℓX(·) ∈ Rn×n,

PQ∗
r
− (r×n)− матриця, утворена з r лiнiйно-незалежних рядкiв (n×n)− матрицi-

ортопроектора
PQ∗ : Rn → N(Q∗),

крiм того

G

[
f(s);α

]
(t) = X(t)Q+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
+K

[
f(s)

]
(t)

— узагальнений оператор Грiна породжуючої крайової задачi,

K

[
f(s)

]
(t) = X(t)

∫ t

a
X−1(s)f(s) ds

– оператор Грiна задачi Кошi породжуючої системи, Q+− псевдообернена матриця
за Муром-Пенроузом [1]. Розв’язок крайової задачi (1)

z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε), h(ε) = h0 + ζ(ε)

шукаємо в околi розв’язку породжуючої задачi. Для знаходження збурення

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·), ζ(ε) ∈ C[0, ε0]

породжуючого розв’язку z0(t, cr). h0 отримуємо задачу

dx/dt = Az + εZ(z, h0 + ζ(ε), t, ε), ℓx(·, ε) := x(a, ε)− x(b, ε) = 0. (4)

Позначимо вектори

č :=

(
cr
h0

)
∈ Rr+1, č0 :=

(
c∗r
h∗0

)
∈ Rr+1.

Необхiдна i достатня умова розв’язностi задачi (1)

PQ∗
r
ℓK

[
Z(z0(s, c0) + x(s, ε), h0 + ζ(ε), s, ε)

]
(·) = 0

приводить до необхiдної умови розв’язностi задачi (1) у малому околi розв’язку
породжуючої перiодичної задачi (2):

F0(č0) := PQ∗
r
ℓK

[
Z(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, s, 0)

]
(·) = 0. (5)
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Рiвняння (5) будемо далi називати рiвнянням для породжуючих амплiтуд перiо-
дичної задачi (1) у випадку параметричного резонансу. Припустимо, що рiвняння
для породжуючих амплiтуд має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз дiйсних розв’язкiв
č0 рiвняння (5), приходимо до задачi про побудову розв’язку нелiнiйної перiодичної
крайової задачi (1) у малому околi розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s)

]
(t)

породжуючої задачi (2) та власної функцiї h(ε) у малому околi точки h∗0 ∈ R1.

3. Достатня умова розв’язностi.
Традицiйною умовою розв’язностi перiодичної задачi (1) є вимога [1, 3]

PD∗
0
PQ∗

r
= 0, (6)

зокрема, умова повноти рангу матрицi

D0 := F ′
0(č0) ∈ Rr×(r+1);

тут
PD∗

0
: Rr → N(D∗

0)

– матриця-ортопроектор [1]. Розв’язок перiодичної крайової задачi (1) шукаємо у
виглядi

z(t, ε) := z0(t, c
∗
r) + u1(t, ε) + ... + uk(t, ε) + ... ,

h(ε) := h∗0 + v1(ε) + ... + vk(ε) + ... .

Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z, t, ε) аналiтична за невiдомою z в околi розв’язку
породжуючої задачi (2) та неперервна по малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0],
тому у зазначеному околi має мiсце розклад [9, c. 502]

Z(z(t, ε), h(ε), t, ε) = A0(z0(t, c
∗
r), h

∗
0) +A1(z0(t, c

∗
r), h

∗
0, u1(t, ε), v1(ε), ε)+ (7)

+A2(z0(t, c
∗
r), h

∗
0, u1(t, ε), v1(ε), u2(t, ε), v2(ε), ε) + ... +

+An(z0(t, c
∗
r), h

∗
0, u1(t, ε), v1(ε), u2(t, ε), v2(ε), ... , un(t, ε), vn(ε), ε), ε) + ... .

Розклади багатьох нелiнiйних функцiй та формули для їх обчислення наведенi у
статтях [9–11]. Нелiнiйна вектор-функцiя Z(z, t, ε) неперервна по малому парамет-
ру ε на вiдрiзку [0, ε0], тому у зазначеному околi має мiсце рiвнiсть [9, c. 502]

Z(z(t, c∗r), h(0), t, 0) = A0(z0(t, c
∗
r), h

∗
0),

отже вигляд ключової у дослiдженнi перiодичної задачi (1) матрицi D0 при вико-
ристаннi розкладу Адомяна збiгається з традицiйним [3]

D0 := PQ∗
r
ℓK

[
A1(s)Xr(s);A2(s)

]
(·);
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тут

A1(t) =
∂Z(z, h, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = z0(t, c

∗
r),

h = h∗0,
ε = 0,

A2(t) =
∂Z(z, h, t, ε)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = z0(t, c

∗
r),

h = h∗0,
ε = 0.

Позначимо вектори

čk(ε) :=

(
ck(ε)
vk(ε)

)
∈ Rr+1, ck(ε) ∈ Rr, k = 0, 1, 2, ... .

Перше наближення до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у ви-
падку параметричного резонансу

z1(t, ε) := z0(t, c
∗
r) + u1(t, ε), u1(t, ε) = Xr(t)c1(ε) + εG

[
A0(z0(s, c

∗
r), h

∗
0)

]
(t)

та власної функцiї
h1(ε) := h∗0 + v1(ε)

у випадку параметричного резонансу визначає розв’язок нелiнiйної перiодичної
крайової задачi першого наближення

du1(t, ε)

dt
= Au1(t, ε) + εA0(z0(t, c

∗
r), ε), u1(a, ε)− u1(b, ε) = 0.

Перiодичнiсть розв’язку крайової задачi першого наближення гарантована вибо-
ром розв’язку č0 рiвняння (5). Друге наближення до розв’язку нелiнiйної перiо-
дичної крайової задачi (1) у випадку параметричного резонансу

z2(t, ε) := z0(t, c
∗
r) + u1(t, ε) + u2(t, ε)

та власної функцiї
h2(ε) := h∗0 + v1(ε) + v2(ε)

визначає розв’язок

u2(t, ε) = Xr(t)c2(ε) +G

[
A1(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε)

]
(t), c2(ε) ∈ Rr

нелiнiйної перiодичної крайової задачi другого наближення

du2(t, ε)

dt
= Au2(t, ε) +A1(z0(t, c

∗
r), h

∗
0, u1(t, ε), v1(ε)), u2(a, ε)− u2(b, ε) = 0.
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Умова розв’язностi крайової задачi другого наближення

PQ∗
r
ℓK

[
A1(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε))

]
(·) = 0

являє собою лiнiйне рiвняння

D0 č1(ε) + ε PQ∗
r
ℓK

[
A1(s)G

[
A0(z0(τ, c

∗
r), h

∗
0)

]
(s);A2(s)

]
(·) = 0, (8)

розв’язне у випадку (6), зокрема, за умови повноти рангу матрицi D0. Дiйсно,
позначимо вектор-функцiю [12]

ξ(t, ε, µ) := z0(t, c
∗
r) + µu1(t, ε) + ... + µk uk(t, ε) + ... ,

та функцiю
ζ(ε, µ) := h∗0 + µ v1(ε) + ... + µk vk(ε) + ... ;

при цьому умова розв’язностi крайової задачi другого наближення набуває вигля-
ду

PQ∗
r
ℓK

[
A1(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε))

]
(·) =

= PQ∗
r
ℓK

[
Z ′
µ(ξ(s, ε, µ), ζ(ε, µ), s, ε))

]
(·)

∣∣∣∣ µ = 0
=

= PQ∗
r
ℓK

[
A1(s)u1(s, ε);A2(s)v1(ε)

]
(·) =

= D0 č1(ε) + ε PQ∗
r
ℓK

[
A1(t)G

[
A0(z0(s, c

∗
r), h

∗
0)

]
(t)

]
(·).

У випадку (6) лiнiйне рiвняння (8) розв’язне. Таким чином, за умови (6) отримуємо
розв’язок крайової задачi першого наближення

u1(t, ε) = Xr(t) c1(ε) + εG

[
A0(z0(s, c

∗
r), h

∗
0)

]
(t);

тут

č1(ε) = −εD+
0 PQ∗

r
ℓK

[
A1(t)G

[
A0(z0(s, c

∗
r), h

∗
0)

]
(t)

]
(·).

Умови розв’язностi крайових задач наступних наближень

PQ∗
r
ℓK

[
Ak(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), ... , uk(s, ε), vk(ε))

]
(·) = 0, k = 1, 2, ...
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являють собою лiнiйнi рiвняння

D0 čk(ε) + ε PQ∗
r
ℓK

[
A1(t)× (9)

×G

[
Ak(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), ... , uk(s, ε), vk(ε))

]
(t)

]
(·) = 0,

розв’язнi у випадку (6), зокрема, за умови повноти рангу матрицi D0. Дiйсно,

PQ∗
r
ℓK

[
Ak(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), ... , uk(s, ε), vk(ε), ε)

]
(·) =

=
1

k!
PQ∗

r
ℓK

[
Z

(k)

µk (ξ(s, ε, µ), ζ(ε, µ), s, ε))

]
(·)

∣∣∣∣ µ = 0
=

= PQ∗
r
ℓK

[
A1(s)uk(s, ε);A2(s)vk(ε)

]
(·) = D0 č1(ε)+

+ε PQ∗
r
ℓK

[
A1(t)G

[
Ak(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), ... , uk(s, ε), vk(ε))

]
(t)

]
(·).

Послiдовнiсть наближень до розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1)
у випадку параметричного резонансу визначає iтерацiйна схема

z1(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + u1(t, ε), u1(t, ε) = Xr(t)c1(ε) + εG

[
A0(z0(s, c

∗
r), h

∗
0)

]
(t),

č1(ε) = −εD+
0 PQ∗

r
ℓK

[
A1(t)G

[
A0(z0(s, c

∗
r), h

∗
0)

]
(t)

]
(·), ... , čk(ε) = −εD+

0 PQ∗
r
×

×ℓK

[
A1(t)G

[
Ak(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), ... , uk(s, ε), vk(ε))

]
(t)

]
(·),

zk+1(t, ε) := z0(t, c
∗
r) + u1(t, ε) + ... + uk+1(t, ε), (10)

hk+1(ε) := h∗0 + v1(ε) + ... + vk+1(ε), k = 0, 1, 2, ... ,

uk+1(t, ε) = Xr(t)ck+1(ε)+G

[
Ak(z0(s, c

∗
r), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), ... , uk(s, ε), vk(ε), ε)

]
(t).

Промiжок значень малого параметру ε ∈ [0, ε∗], 0 ≤ ε∗ ≤ ε0, для яких зберiгається
збiжнiсть iтерацiйної схеми (10) до розв’язку перiодичної крайової задачi (1), (2) у
випадку параметричного резонансу можна оцiнити аналогiчно [11,13]. Позначимо
вектори

žk(t, ε) :=

(
uk(t, ε)
vk(ε)

)
∈ Rn+1, ž0(t, ε) :=

(
z0(t, c

∗
r)

h∗0

)
∈ Rn+1, k = 0, 1, 2, ... .
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Теорема. У критичному випадку (detQ = 0) породжуюча перiодична крайова
задача (2) за умови (3) має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s)

]
(t), cr ∈ Rr.

Якщо при цьому задача про побудову розв’язку нелiнiйної перiодичної крайової за-
дачi (1) у випадку параметричного резонансу в малому околi розв’язку породжу-
ючої задачi (2) у критичному випадку розв’язна, то рiвняння для породжуючих
амплiтуд (5) нелiнiйної перiодичної крайової задачi (1) у випадку параметричного
резонансу має дiйснi коренi. За умови (6) послiдовнiсть наближень до розв’язку

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·), h(ε) ∈ C[0, ε∗], 0 ≤ ε∗ ≤ ε0

перiодичної крайової задачi (1) у випадку параметричного резонансу визначає iте-
рацiйна схема (10). Якщо для кожного фiксованого значення малого параметра ε
на вiдрiзку [0, ε∗] має мiсце нерiвнiсть

||žk+1(t, ε)||∞ ≤ γ||žk(t, ε)||∞, 0 < γ < 1, k = 0, 1, 2, ... , (11)

то на вiдрiзку ε ∈ [0, ε∗], зберiгається збiжнiсть iтерацiйної схеми (10) до розв’язку
перiодичної крайової задачi (1).

Iтерацiйна схема (10) визначає вiдображення

žk+1(t, ε) := Φ(žk(t, ε)) : zk(t, ε) → zk+1(t, ε), hk(ε) → hk+1(ε).

За умови (11) це вiдображення являє собою вiдображення стиснення [14], оскiльки

zk+1(t, ε)− zk(t, ε) := uk(t, ε), hk+1(ε)− hk(ε) := vk(ε), k = 0, 1, 2, ... .

Приклад. Продемонструємо ефективнiсть доведеної теореми на прикладi за-
дачi про знаходження 2π-перiодичних розв’язкiв

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C1[0, 2π], y(t, ·), h(ε) ∈ C[0, ε0] ∈ C[0, ε0]

рiвняння Матьє

y′′ +

(
h(ε) + ε cos 2t

)
· y = 0. (12)

Розв’язки 2π-перiодичної задачi для рiвняння (12) шукаємо в малому околi
розв’язку породжуючої 2π-перiодичної задачi для рiвняння

y′′0 + k2y0 = 0.

Традицiйна [15,16] схема побудови функцiй Матьє дозволяє одночасне знаходжен-
ня наближень до функцiй

h(ε) : h(·) ∈ C[0, ε0], h(0) = k2, k ∈ N.
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Iтерацiйна схема, побудована за технiкою найменших квадратiв [17, 18], визначає
послiдовнi наближення до власної функцiї h(ε) i вiдповiдної функцiї Матьє y(t, ε).
Продемонструємо ефективнiсть доведеної теореми на прикладi задачi про знаход-
ження функцiї Матьє ce1(t, ε) та власної функцiї h(ε) рiвняння Матьє (12) з ви-
користанням методу декомпозицiї Адомяна. За нульове наближення до невiдомої
функцiї Матьє покладемо y0(t, c0) := c0 cos t. Для перiодичної задачi для рiвняння
(12) має мiсце критичний випадок: Q = 0. Рiвняння для породжуючих амплiтуд

F0(č0) = πc0 (h0 − 1) = 0.

перiодичної задачi для рiвняння Матьє (12) має дiйсний корiнь

c∗0 = h∗0 = 1,

для якого виконується умова (6), зокрема, вимога повноти рангу матрицi

D0 =
(
1 1

)
.

Використовуючи iтерацiйну схему (10), отримуємо перше наближення до перiо-
дичного розв’язку рiвняння Матьє (12)

y1(t, ε) := y0(t, c
∗
0) + u1(t, ε), h1(ε) := h∗0 + v1(ε),

u1(t, ε) = εG

[
A0(y0(s, c

∗
0))

]
(t) =

ε

16

(
cos 3t− cos t

)
, v1(ε) = − ε2

32
,

зображуване оператором Грiна

G

[
f(s)

]
(t) :=

∫ t

0
sin(t− s) g(s) ds

2π-перiодичної задачi для рiвняння

y′′ + y = g(t).

тут i далi
A0(y0(t, c

∗
0), h

∗
0) = −y0(t, c

∗
0) (h

∗
0 − 1 + ε cos 2t),

A1(y0(t, c
∗
0), h

∗
0, u1(t, ε), v1(ε), ε) = −y0(t, c

∗
0) v1(ε)− u1(t, ε) (h

∗
0 − 1 + ε cos 2t),

A2(y0(t, c
∗
r), h

∗
0, u1(t, ε), v1(ε), u2(t, ε), v2(ε), ε) =

= −u2(t, ε) (h
∗
0 − 1 + ε cos 2t)− u1(t, ε)v1(ε)− v2(ε)y0(t, c

∗
r),

A3(y0(t, c
∗
r), h

∗
0, u1(t, ε), v1(ε), u2(t, ε), v2(ε), u3(t, ε), v3(ε), ε), ε) =

−u3(t, ε) (h
∗
0 − 1)− u2(t, ε)v1(ε)− u1(t, ε)v2(ε)− v3(ε)y0(t, c

∗
r)− ε u3(t, ε) cos 2t,

A4(y0(t, c
∗
r), h

∗
0, u1(t, ε), v1(ε), u2(t, ε), v2(ε), u3(t, ε), v3(ε), u4(t, ε), v4(ε), ε), ε) =

= −u4(t, ε) (h
∗
0 − 1)− u3(t, ε)v1(ε)− u2(t, ε)v2(ε)− u1(t, ε)v3(ε)−
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−v4(ε)y0(t, c
∗
r)− ε u4(t, ε) cos 2t.

Використовуючи iтерацiйну схему (10), отримуємо друге наближення до перiодич-
ного розв’язку рiвняння Матьє (12)

y2(t, ε) := y0(t, c
∗
0) + u1(t, ε) + u2(t, ε), h2(ε) := h∗0 + v1(ε) + v2(ε),

u2(t, ε) = εG

[
A1(y0(s, c

∗
0), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), ε)

]
(t) =

=
ε2

768

(
5 cos t− 6 cos 3t+ cos 5t

)
, v2(ε) = − ε3

512
.

Аналогiчно отримуємо третє

y3(t, ε) := y0(t, c
∗
0) + u1(t, ε) + u2(t, ε) + u3(t, ε), h3(ε) := h∗0 + v1(ε) + v2(ε) + v3(ε),

u3(t, ε) = εG

[
A2(y0(s, c

∗
0), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), u2(s, ε), v2(ε), ε)

]
(t) =

=
ε3

73 728

(
− 41 cos t+ 54 cos 3t− 14 cos 5t+ cos 7t

)
, v3(ε) = − ε4

24 576

i четверте наближення до перiодичного розв’язку рiвняння Матьє (12)

y4(t, ε) := y0(t, c
∗
0) + u1(t, ε) + u2(t, ε) + u3(t, ε) + u4(t, ε),

h4(ε) := h∗0 + v1(ε) + v2(ε) + v3(ε) + v4(ε),

u4(t, ε) = εG

[
A3(y0(s, c

∗
0), h

∗
0, u1(s, ε), v1(ε), u2(s, ε), v2(ε), u3(s, ε), v3(ε), ε)

]
(t) =

=
ε4

11 796 480

(
364 cos t− 550 cos 3t+ 210 cos 5t− 25 cos 7t+ cos 9t

)
,

v4(ε) = − 11ε5

11 796 480
.

Позначимо вектори

y̌k(t, ε) :=

(
uk(t, ε)
vk(ε)

)
∈ Rn+1, y̌0(t, ε) :=

(
y0(t, c

∗
r)

h∗0

)
∈ Rn+1, k = 0, 1, 2, 3, 4 .

Для кожного фiксованого значення малого параметра ε на вiдрiзку [0, ε∗] має мiсце
нерiвнiсть

||y̌k+1(t, ε)||∞ ≤ γ ||y̌k(t, ε)||∞, ε∗ ≈ 2, 5, k = 0, 1, 2, 3,

причому
γ ≈ 0, 00284 321 ≪ 1,
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отже, на вiдрiзку ε ∈ [0, ε∗], можна казати про практичну збiжнiсть iтерацiйної
схеми (10) до перiодичного розв’язку рiвняння Матьє (12).

Точнiсть знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (10) наближень до перiо-
дичного розв’язку рiвняння Матьє (12) характеризують нев’язки

∆k(ε) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣y′′k(t, ε) + (
h(ε) + ε cos 2t

)
· yk(t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 1, 2, 3, 4.

Зокрема
∆1(0, 1) ≈ 0, 000 869 305, ∆2(0, 1) ≈ 0, 0000 100 332,

∆3(0, 1) ≈ 8, 19 596× 10−8, ∆4(0, 1) ≈ 3, 94 577× 10−10;

∆1(0, 01) ≈ 8, 66 973× 10−6, ∆2(0, 01) ≈ 9, 99 071× 10−9,

∆3(0, 01) ≈ 8, 14 867× 10−12, ∆4(0, 01) ≈ 3, 97 632× 10−15.

Вiдзначимо, що точнiсть знайдених за допомогою методу найменших квадратiв
[19] наближень до перiодичного розв’язку рiвняння Матьє (12) вища за точнiсть
наближень, знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (10). В той же час, при
побудовi наближень до перiодичного розв’язку рiвняння Матьє (12) за допомо-
гою методу найменших квадратiв [19] ми припускаємо вiдомою систему базисних
функцiй, чого не завжди можна робити. Прикладом такої ситуацiї можуть бути
крайовi задачi з перемиканнями, якi використовуються при вивченнi неiзотермiч-
них химiчних реакцiй [20,21].
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S.M. Chuiko, O.S. Chuiko, D.D. Diachenko
Adomian decomposition method in theory of nonlinear periodical boundary value problems
in the case of parametric resonance.

Constructive conditions for the solvability of a nonlinear periodic boundary value problem for an
ordinary differential equation in the case of parametric resonance are obtained. Studies of periodic
boundary value problems in the case of parametric resonance are associated with numerous applications
in electronics, plasma theory, nonlinear optics, mechanics, the theory of stability of motion, biology
and radio engineering, the theory of nonlinear oscillations, for mineral exploration and machine tool
construction. The specificity of studying boundary value problems in the case of parametric resonance
lies in the need to find both the solution to this problem and the unknown eigenfunction that ensures the
solvability of the problem. For a nonlinear periodic boundary value problem in the case of parametric
resonance, necessary and sufficient conditions for existence and a scheme for constructing solutions
using the Adomian decomposition method are obtained. The used classification of Noetherian boundary
value problems in the case of parametric resonance, depending on the simplicity or multiplicity
of the equation for the generating amplitudes, differs significantly from the similar classification of
periodic problems in the case of parametric resonance. The latter problems were investigated by L.I.
Mandelstam, M.D. Papaleksi, V.A. Yakubovich and V.M. Starzhynsky and correspond to the general
classification of periodic and Noetherian boundary value problems, thoroughly studied by M.M. Krylov,
M.M. Bogolyubov, A. Poincare, O.M. Lyapunov, A.M. Samoilenko, E.O. Grebenikov, Yu.O. Ryabov
and O.A. Boichuk. To construct a solution to a nonlinear periodic boundary value problem for an
ordinary differential equation in the case of parametric resonance, an iterative scheme was constructed
using the Adomian decomposition method and conditions for convergence to the desired solution were
established. The effectiveness of the obtained scheme for constructing solutions of a nonlinear periodic
boundary value problem for an ordinary differential equation in the case of parametric resonance is
demonstrated on the example of the problem of finding periodic solutions and the eigenfunction of the
Mathieu equation.

Keywords: Adomian decomposition method, nonlinear periodical boundary value problem, parametric
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