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КУСКОВО-НЕПЕРЕРВНА ЗАДАЧА ТИПУ ЗАДАЧI ШВАРЦА
В ОБЛАСТЯХ З КУТОВИМИ ТОЧКАМИ ДЛЯ МОНОГЕННИХ
ФУНКЦIЙ В БIГАРМОНIЧНIЙ АЛГЕБРI

Розглядається кусково-неперервна задача типу задачi Шварца в областях з кутовими точками
для моногенних функцiй в бiгармонiчнiй алгебрi, асоцiйована з крайовою задачею типу задачi
зi змiщеннями для iзотропного плоского середовища. Розвинуто метод зведення цих крайових
задач до системи iнтегральних рiвнянь на колi комплексної площини, який базується на зобра-
женнi розв’язкiв у виглядi гiперкомплексного iнтеграла типу Кошi.
MSC: 30G35, 31A30.
Ключовi слова: бiгармонiчне рiвняння, бiгармонiчна алгебра, бiгармонiчна площина, моноген-
на функцiя, кусково-неперервна задача типу задачi Шварца для моногенних функцiй, крайова
задача типу задачi зi змiщеннями.

1. Вступ.
Нехай D – обмежена однозв’язна область декартової площини xOy з кусково-

гладкою межею ∂D, яка має скiнченний набiр Υ := {(x1, y1) , (x2, y2) , . . . , (xm, ym)}
кутових точок.

Розглянемо кусково-неперервну крайову (ux, vy)-задачу, яка полягає у вiдшу-
каннi частинних похiдних V1 := ∂u

∂x , V2 := ∂v
∂y вiд змiщень u = u (x, y) , v = v (x, y)

пружного iзотропного тiла, яке займає область D, коли їх граничнi значення у
точках межi ∂D областi D, за винятком точок множини Υ, задовольняють умови

lim
(x,y)→(x0,y0), (x,y)∈D

Vk (x, y) = gk(x0, y0) ∀ (x0, y0) ∈ ∂D \Υ, k = 1, 2, (1)

i для кожного j ∈ {1, 2, . . . ,m} виконуються оцiнки

|V1 (x, y)|+ |V2 (x, y)| ≤ c
(
(x− xj)

2 + (y − yj)
2
)−αj/2

,

(x, y) → (xj , yj) , (x, y) ∈ D \Υ,
(2)

де αj ∈ (0, 1) при j = 1,m i стала c не залежить вiд (x, y), а заданi функцiї
gk : ∂D \ Υ −→ R при k = 1, 2 неперервнi на множинi ∂D \ Υ. У той же час, з
оцiнок (2) випливає, що при j = 1,m i k = 1, 2 мають виконуватися оцiнки

|gk(x, y)| ≤ c
(
(x− xj)

2 + (y − yj)
2
)−αj/2

, (x, y) → (xj , yj) , (x, y) ∈ ∂D \Υ, (3)

Цю роботу пiдтримано грантом вiд Simons Foundation (FI-PD-Ukraine-00014586, S.V.G.,
S.A.P.).
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де стала c не залежить вiд (x, y).
Постановку даної крайової задачi для випадку Υ = ∅ здiйснено у роботi [1],

де її названо крайовою (ux, vy)-задачею, при цьому, очевидно, що граничнi умови
(1) у зазначеному випадку виконуються для усiх (x0, y0) ∈ ∂D, а оцiнки (2) та
(3) – вiдсутнi. Таку задачу можна також назвати крайовою задачею типу задачi
зi змiщеннями, оскiльки передбачається знаходження не вектора змiщень (u, v) в
областi D за даними його граничними значеннями на межi ∂D, як це вимагається
у однiй з основних крайових задач iзотропної теорiї пружностi (див., наприклад,
[2, 3]), а вектора його частинних похiдних (V1,V2) := (∂u/∂x, ∂v/∂y) ≡ (ux, vy).
Зазначимо, що у теоремi 3 роботи [1] доведено, що однорiдна (ux, vy)-задача (при
g1 = g3 ≡ 0) має лише тривiальний розв’язок V1 = V2 ≡ 0.

Теорiя крайових задач для елiптичних рiвнянь в областях з кусково-гладкими
межами розвинута в роботах багатьох авторiв (див., наприклад, роботи [4–6] та лi-
тературу в них), при цьому вивчено питання iснування i єдиностi розв’язкiв край-
ових задач для елiптичних операторiв у вагових просторах, дослiджено асимпто-
тичнi властивостi розв’язкiв в околах кутових точок та вплив кутових точок на
гладкiсть розв’язкiв тощо.

Вiдомо, що функцiї u i v є бiгармонiчними в областi D (див., наприклад, [3]).
Для розв’язання крайових задач для бiгармонiчних функцiй розвиненi методи,
що використовують аналiтичнi функцiї комплексної змiнної, технiка використан-
ня яких базується на зображеннi бiгармонiчних функцiй формулою Гурса (див.,
наприклад, [2,3,7]). Це дозволяє зводитити крайовi задачi для бiгармонiчних функ-
цiй до вiдповiдних крайових задач для пари аналiтичних функцiй. Далi з викори-
станням зображення аналiтичних функцiй iнтегралами типу Кошi в загальному
випадку отримують систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь. У випадку, коли
межа областi є кривою Ляпунова, зазначена система, як правило, зводиться до си-
стеми рiвнянь Фредгольма. Така схема розроблена (див., наприклад, [3, 7, 8]) для
розв’язання основних задач плоскої теорiї пружностi з використанням спецiальної
бiгармонiчної функцiї, яка називається функцiєю напружень Ерi.

У роботi [1] доведено еквiвалентнiсть крайової задачi типу задачi Шварца для
моногенних функцiй у двовимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi над полем
комплексних чисел та крайової (ux, vy)-задачi у випадку Υ = ∅. У роботах [9–11]
розвинуто метод розв’язання крайової задачi типу задачi Шварца для моноген-
них функцiй (а отже i крайової (ux, vy)-задачi), який базується на представлен-
нi розв’язкiв гiперкомплексними iнтегралами, аналогiчними до класичних iнте-
гралiв Шварца i iнтегралiв типу Кошi. З використанням цього гiперкомплексного
методу вказанi крайовi задачi у загальному випадку зводяться безпосередньо до
системи iнтегральних рiвнянь, оминаючи iнтегро-диференцiальнi рiвняння. У ро-
ботах [9–11] встановлено достатнi умови фредгольмовостi вказаної системи для
обмежених областей з гладкими межами, що належать бiльш широким класам,
нiж клас кривих Ляпунова, який, як правило, розглядався ранiше в плоскiй теорiї
пружностi.

У данiй роботi розвинуто гiперкомплексний метод для зведення кусково-непе-
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рервної задачi типу задачi Шварца, асоцiйованої з кусково-неперервною (ux, vy)-
задачею для обмеженої областi з кутовими точками, до системи iнтегральних рiв-
нянь.

2. Крайова задача для моногенних функцiй, асоцiйована з крайовою
(ux, vy)-задачею для обмеженої областi з кутовими точками.

У роботi [12] асоцiативну комутативну двовимiрну алгебру B з одиницею над
полем комплексних чисел C названо бiгармонiчною, якщо вона мiстить базис {e1, e2},
що задовольняє умови

(e21 + e22)
2 = 0, e21 + e22 ̸= 0 (4)

(який також названо бiгармонiчним), i запропоновано наступну таблицю множен-
ня для такого базису:

e21 = e1, e2e1 = e2, e22 = e1 + 2ie2, (5)

де i – уявна комплексна одиниця.
У роботi [13] доведено єдинiсть бiгармонiчної алгебри B i показано, що вона

породжується небiгармонiчним базисом {e1, ρ}, де

ρ = 2e1 + 2ie2 , (6)

при цьому ρ2 = 0 , а також описано усi бiгармонiчнi базиси в B. Зауважимо, що
алгебра B iзоморфна чотиривимiрним алгебрам над полем дiйсних чисел R, розг-
лянутим у роботах [14,15].

Задамо евклiдову норму ∥a∥ :=
√
|z1|2 + |z2|2 в алгебрi B, де a = z1e1 + z2e2 i

z1, z2 ∈ C.
Як i в роботi [12], розглянемо бiгармонiчну площину µe1,e2 := {ζ = x e1 + y e2 :

x, y ∈ R}.
Областi D декартової площини xOy поставимо у вiдповiднiсть конгруентну їй

область Dζ := {ζ = xe1 + ye2 : (x, y) ∈ D} у площинi µe1,e2 , а її замиканню D —
замикання Dζ . Їх межi позначатимемо вiдповiдно через ∂D та ∂Dζ .

Скрiзь надалi ζ := x e1 + y e2, z := x+ iy, де (x, y) ∈ D, i ζ0 := x0e1 + y0e2, де
(x0, y0) ∈ ∂D.

Оскiльки в бiгармонiчнiй площинi вiдсутнi дiльники нуля, то похiдна функцiї
Φ: Dζ −→ B визначається так, як i для аналiтичних функцiй комплексної змiнної,
а саме:

Φ′(ζ) := lim
h→0, h∈µe1,e2

(
Φ(ζ + h)− Φ(ζ)

)
h−1 .

Означення 1. Функцiя Φ: Dζ −→ B називається моногенною в областi Dζ ,
якщо її похiдна Φ′(ζ) iснує у кожнiй точцi ζ ∈ Dζ .

Кожна функцiя Φ: Dζ −→ B подається у виглядi

Φ(ζ) = U1(x, y) e1 + U2(x, y) ie1 + U3(x, y) e2 + U4(x, y) ie2 , (7)
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де Ul : D −→ R, l = 1, 4, — дiйснозначнi компоненти-функцiї. Для них також
будемо використовувати позначення Ul [Φ] := Ul, l = 1, 4.

У роботах [16–18] доведено, що кожна моногенна функцiя Φ: Dζ −→ B має
похiднi Φ(n)(ζ) усiх порядкiв в областi Dζ i задовольняє бiгармонiчне рiвняння

∆2Φ(ζ) :=

(
∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

)
Φ(ζ) = 0 ∀(x, y) ∈ D

в силу першого зi спiввiдношень (4) i рiвностi ∆2Φ(ζ) = Φ(4)(ζ) (e21+ e22)
2. Тому всi

компоненти Ul : D −→ R, l = 1, 4, з розкладу (7) є бiгармонiчними функцiями в
областi D.

Крiм того, кожна бiгармонiчна в D функцiя U(x, y) є першою компонентою
U1 ≡ U з розкладу (7) для деякої моногенної функцiї Φ: Dζ −→ B. Усi такi функ-
цiї Φ знайдено в роботах [16, 18] у явному виглядi для обмежених однозв’язних
областей.

Позначимо через Υζ := {ζ1, ζ2, . . . , ζm} вiдповiдний до набору Υ набiр кутових
точок ζj := e1 xj + e2 yj , j = 1,m, межi ∂Dζ .

Розглянемо кусково-неперервну (1-4)-задачу про вiдшукання моногенної функ-
цiї Φ: Dζ −→ B, для якої граничнi значення компонент Ul [Φ(ζ)], l ∈ {1, 4}, з
розкладу (7) задовольняють крайовi умови

lim
ζ→ζ0,ζ∈Dζ

Ul [Φ(ζ)] = ul(ζ0) ∀ ζ0 ∈ ∂Dζ \Υζ , l ∈ {1, 4}, (8)

де ul : ∂Dζ \ Υζ −→ R, l ∈ {1, 4}, — заданi неперервнi на ∂Dζ \ Υζ функцiї. Крiм
того, шукана функцiя Φ має задовольняти для кожних l ∈ {1, 4} i j ∈ {1, 2, . . . ,m}
оцiнки ∣∣∣Ul [Φ(ζ)]

∣∣∣ ≤ c ∥ζ − ζj∥−αj , ζ → ζj , ζ ∈ Dζ ,

де αj ∈ (0, 1) i стала c не залежить вiд ζ.
У роботi [19] задачi такого типу названо бiгармонiчними задачами Шварца

з огляду на їх пряму аналогiю з класичною задачею Шварца про вiдшукання
аналiтичної функцiї комплексної змiнної, коли значення її дiйсної частини задано
на межi областi.

Нехай λ i µ – пружнi сталi Ляме (див., наприклад, [2, 3]).
Аналогiчно до теореми 4 роботи [1] про еквiвалентнiсть крайової (ux, vy)-задачi

та вiдповiдної (1-4)-задачi у випадку Υ = ∅, доводиться наступне твердження у
випадку, коли Υ — скiнченний набiр точок.

Теорема 1. Кусково-неперервна (ux, vy)-задача з крайовими умовами (1) еквi-
валентна кусково-неперервнiй (1-4)-задачi з крайовими умовами

u1 (ζ0) = λ g1 (x0, y0) + (λ+ 2µ) g2 (x0, y0) ,

u4 (ζ0) = −µ g1 (x0, y0) + µ g2 (x0, y0) ∀ ζ0 = x0e1 + y0e2 ∈ ∂Dζ \Υζ .
(9)
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Загальний розв’язок кусково-неперервної (ux, vy)-задачi для всiх (x, y) ∈ D по-
дається через компоненти U1 [Φ], U4 [Φ] загального розв’язку Φ кусково-неперервної
(1-4)-задачi з крайовими умовами (9) за допомогою формул

2µ
∂u(x, y)

∂x
=

µ

λ+ µ
U1 [Φ(ζ)]− λ+ 2µ

λ+ µ
U4 [Φ(ζ)] ,

2µ
∂v(x, y)

∂y
=

µ

λ+ µ
U1 [Φ(ζ)] +

λ

λ+ µ
U4 [Φ(ζ)] ,

де ζ = xe1 + ye2.
Навпаки, компоненти U1 [Φ], U4 [Φ] загального розв’язку Φ кусково-неперервної

(1-4)-задачi з крайовими умовами (9) подаються через загальний розв’язок (V1,V2)
кусково-неперервної (ux, vy)-задачi з крайовими умовами (1) за допомогою формул

U1 [Φ(ζ)] = λV1 (x, y) +
(
2 + λ

µ

)
V2 (x, y) ,

U4 [Φ(ζ)] = µ
(
V2 (x, y)− V1 (x, y)

)
∀ ζ = xe1 + ye2 ∈ Dζ .

Отже, кусково-неперервна (ux, vy)-задача з крайовими умовами (1) зводиться
до еквiвалентної крайової задачi про вiдшукання моногенної в областi Dζ функцiї
Φ у випадку, коли значення двох компоненент Ul [Φ], l ∈ {1, 4}, розкладу (7) заданi
на множинi ∂Dζ \Υζ .

Будемо шукати розв’язки кусково-неперервної (1-4)-задачi у класi функцiй, що
подаються у виглядi бiгармонiчного iнтеграла типу Кошi

Φ(ζ) =
1

2πi

∫
∂Dζ

φ(τ)(τ − ζ)−1 dτ ∀ ζ ∈ Dζ , (10)

де
φ(ζ) = φ1(ζ) e1 + φ4(ζ) ie2 ∀ ζ ∈ ∂Dζ \Υζ (11)

i функцiї φl : ∂Dζ \ Υζ −→ R, l ∈ {1, 4}, — неперервнi на ∂Dζ \ Υζ , а умови на їх
поведiнку в околi точок набору Υζ будуть наведенi нижче.

3. Допомiжнi твердження.
Нехай Dz := {z = x + iy : (x, y) ∈ D} – область комплексної площини C,

конгруентна областi D, i zj := xj + iyj , j = 1,m, – кутовi точки межi ∂Dz областi
Dz.

Розглянемо конформне вiдображення z = σ(Z) одиничного круга U := {Z ∈ C :
|Z| < 1} на область Dz, яке очевидно визначає також гомеоморфiзм одиничного
кола Γ := {S ∈ C : |S| = 1} та межi ∂Dz.

Нехай X := {X1, X2, . . . , Xm} – набiр точок кола Γ таких, що σ(Xj) = zj ,
j = 1,m.

Позначимо R0 := min
Xk,Xj∈X , k ̸=j

{|Xk −Xj |}, якщо m > 1, i R0 := 1 у випадку

m = 1.
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Для кожної точки Z, що належить замиканню U круга U , позначимо

R(Z) := min
Xj∈X

{|Z −Xj |} .

Для r > 0, E ⊂ C i T0 ∈ C позначимо Er (T0) := {T ∈ E : |T − T0| ≤ r}, а також

Er ⟨X ⟩ :=
m⋃
j=1

Er (Xj) .

Сингулярний iнтеграл розумiємо у сенсi головного значення за Кошi∫
Γ

Ω(S, · )
S − T

dS := lim
δ→0+0

∫
Γ\Γδ(T )

Ω(S, · )
S − T

dS, T ∈ Γ,

за умови, що границя в правiй частинi рiвностi iснує, де Ω(S, ·) – комплекснозначна
функцiя, значення якої залежить вiд змiнної S та, можливо, iнших змiнних.

Доведення наступних трьох лем проведено у роботах [20,21].

Лема 1. Нехай функцiя Ω: (Γ \ X )×
(
U \ X

)
−→ C задовольняє оцiнки

|Ω (S,Z)| ≤ c

(R(S))β
min

{
ω0 (|S − Z|)
ω0

(
1
2R(Z)

) , 1} ∀Z ∈ U ∀S ∈ Γ \ X ,

|Ω (S, T )| ≤ c

(R(S))β
min

{
ω1 (|S − T |)
ω1

(
1
2R(T )

) , 1} ∀S, T ∈ Γ \ X , (12)

|Ω (S,Z)− Ω (S,Z0)| ≤
c

(R(S))β (R(Z0))
β0

min

{
ω2 (|S − Z0|)
ω2

(
1
2R(Z0)

) , 1} |Z − Z0|
|S − Z0|

∀Z0 ∈ Γ \ X ∀Z ∈ U 1
4
R(Z0)

(Z0) \ X ∀S ∈ Γ \ X : |S − Z0| ≥ 2|Z − Z0|,

де стала c не залежить вiд S, Z, T , Z0; β ∈ (0, 1); β0 ≥ 0; ωk : (0,+∞) −→ (0,+∞)
при k = 0, 1, 2 — неспаднi обмеженi функцiї, якi задовольняють умови:

ωk(ε) → 0, ε → 0, k ∈ {0, 2},

2∫
0

ω1(η)

η
dη < ∞. (13)

Тодi
lim

Z→Z0, Z∈U

∫
Γ

Ω (S,Z)

S − Z
dS =

∫
Γ

Ω(S,Z0)

S − Z0
dS ∀Z0 ∈ Γ \ X .
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Лема 2. Нехай функцiя Ω: (Γ \ X ) × (Γ \ X ) −→ C задовольняє оцiнку (12) i
оцiнку

|Ω (S, T )− Ω (S, T0)| ≤
c

(R(S))β (R(T0))
β0

min

{
ω2 (|S − T0|)
ω2

(
1
2R(T0)

) , 1} |T − T0|
|S − T0|

∀T0 ∈ Γ \ X ∀T ∈ Γ 1
4
R(T0)

(T0) ∀S ∈ Γ \ X : |S − T0| ≥ 2|T − T0|,

де стала c не залежить вiд S, T , T0; β ∈ (0, 1); β0 ≥ 0 ; ωk : (0,+∞) −→ (0,+∞)
при k = 1, 2, – неспаднi обмеженi функцiї такi, що

ω2(ε) → 0, ε → 0,

i функцiя ω1 задовольняє умову Дiнi (13).
Тодi для довiльного r < 1

4R0 i довiльних T, T0 ∈ Γ\Γr ⟨X ⟩ таких, що |T −T0| =
ε ≤ 1

8r, справедлива оцiнка∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

Ω(S, T )

S − T
dS −

∫
Γ

Ω(S,Z0)

S − Z0
dS

∣∣∣∣∣∣ ≤ c

rβ

 ε

r1+β0
+

ε

rβ0 ω2 (r/2)

2∫
ε

ω2 (η)

η2
dη+

+
1

ω1 (r/2)

 ε∫
0

ω1 (η)

η
dη + ε

2∫
ε

ω1 (η)

η2
dη

 ,

де стала c не залежить вiд r, T i T0.

Лема 3. Нехай iснує r0 < 1
4R0 таке, що функцiя Ω: (Γ \ X ) ×

(
U \ X

)
−→ C

при кожному Xj, j = 1,m, задовольняє оцiнки

|Ω (S,Z)| ≤ c
(max {R(S),R(Z)})γ

′
j

(R(S))γj+γ′
j

∀S ∈ Γ \ X ∀Z ∈ Ur0 (Xj) ,

|Ω (S, T )| ≤ c
(max {R(S),R(T )})γ

′
j

(R(S))γj+γ′
j

min

{
ω∗
1 (|S − T |)

ω∗
1

(
1
2R(T )

) , 1} ∀S ∈ Γ \ X

∀T ∈ Γr0 (Xj) \ {Xj},

|Ω(S,Z)− Ω(S,Z0)| ≤ c
1

(R(Z0))
γj

|Z − Z0|
|S − Z0|

∀Z0 ∈ Γr0 (Xj) \ {Xj}

∀Z ∈ U 1
4
R(Z0)

(Z0)

∀S ∈ Γ 1
2
R(Z0)

(Z0) : |S − Z0| ≥ 2|Z − Z0|,
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де стала c не залежить вiд S, Z, T i Z0; додатнi числа γj > 0 та γ′j > 0
задовольняють умову γj+γ′j < 1; ω∗

1 : (0,+∞) −→ (0,+∞) — неспадна обмежена
функцiя, яка задовольняє умову

ε∫
0

ω∗
1(η)

η
dη < cω∗

1(ε) ∀ε ∈
(
0,

1

2
r0

)
, (14)

де c — деяка стала, яка не задежить вiд ε.
Тодi в околi кожної точки Xj ∈ X , j = 1,m, виконується оцiнка∣∣∣∣∣∣

∫
Γ

Ω(S,Z)

S − Z
dS

∣∣∣∣∣∣ ≤ c

(R(Z))γj
∀Z ∈ Ur0/2 (Xj) ,

де стала c не залежить вiд Z.
4. Зведення кусково-неперервної (1-4) задачi до системи iнтегральних

рiвнянь.
Скрiзь надалi припускаємо iснування неперервної контурної похiдної

σ′(T ) := lim
S→T, S∈Γ\X

σ(S)− σ(T )

S − T
∀T ∈ Γ \ X ,

конформного вiдображення σ(Z), яка, крiм того, вiдмiнна вiд нуля на Γ \ X .
З результатiв роботи [22] або бiльш загальної теореми 2.7.6 [23] випливає, що в

усiх точках множини Γ \ X iснує наступна тiлесна похiдна, значення якої спiвпа-
дають зi значеннями контурної похiдної, тобто виконується рiвнiсть

lim
Z→Z0, Z∈U

σ(Z)− σ(Z0)

Z − Z0
= σ′ (Z0) ∀Z0 ∈ Γ \ X ,

i, крiм того, σ′ (Z) є неперервною при всiх Z ∈ U \ X .
Введемо позначення

σ1 (Z) := Reσ (Z) , σ2 (Z) := Imσ (Z) ,

d (S,Z) :=
σ (S)− σ (Z)

S − Z
, dk (S,Z) :=

σk (S)− σk (Z)

S − Z
, k = 1, 2,

∀Z ∈ U \ X ∀S ∈ Γ \ X : Z ̸= S.

Очевидно, що функцiя

σ̃(Z) := σ1(Z) e1 + σ2(Z) e2 ∀Z ∈ U (15)

визначає гомеоморфне вiдображення U на Dζ . Як i вiдображення σ, вiдображен-
ня (15) також має неперервну контурну похiдну на множинi Γ \ X . Враховуючи
рiвностi (5), (6), отримуємо

σ̃′ (S) = σ′ (S)− i

2
σ′
2 (S) ρ ∀S ∈ Γ \ X .
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Для τ = σ̃(S) ∈ ∂Dζ \Υζ i ζ = σ̃(Z) ∈ Dζ справедлива рiвнiсть

(τ − ζ)−1 =
1

σ(S)− σ(Z)
+

iρ

2

σ2(S)− σ2(Z)

(σ(S)− σ(Z))2
.

Так, як i при доведеннi Леми 3 роботи [10] у випадку гладкого контура ∂Dz,
перетворюємо рiвнiсть (10) до вигляду

Φ(ζ) =
1

2πi

∫
Γ

φ̃ (S) σ̃′ (S)

σ (S)− σ (Z)
dS =

e1
2πi

∫
Γ

Ωφ̃
1 (S,Z)

S − Z
dS+

+
2ie1 − 2e2

2πi

∫
Γ

Ωφ̃
2 (S,Z)

S − Z
dS+

+
e1
4πi

∫
Γ

φ̃ (S)

S

(
1 +

S + Z

S − Z

)
dS ∀Z ∈ U , (16)

де

Ωφ̃
1 (S,Z) = φ̃ (S)

(
σ′ (S)

d(S,Z)
− 1

)
∀S ∈ Γ \ X ∀Z ∈ U , (17)

Ωφ̃
2 (S,Z) =

φ̃ (S)

2

(
σ′(S) d2 (S,Z)

(d (S,Z))2
− σ′

2(S)

d (S,Z)

)
∀S ∈ Γ \ X ∀Z ∈ U , (18)

φ̃ (S) = φ1 (σ̃ (S)) e1 + φ3 (σ̃ (S)) e2 ∀S ∈ Γ \ X . (19)

Очевидно, що функцiї (17) i (18) неперервно продовжуються в точки Z ∈ Γ\X ,
Z ̸= S. Крiм того, Ωφ̃

1 (S,Z) → 0 i Ωφ̃
2 (S,Z) → 0 при Z → S ∈ Γ \ X . Тому надалi

вважаємо, що данi функцiї визначенi при S ∈ Γ\X та Z ∈ U \X . Подамо функцiю
(18) у виглядi

Ωφ̃
2 (S,Z) =

φ̃ (S)

2

(
d2 (S,Z)

(
σ′
1 (S)− d1 (S,Z)

)
− d1 (S,Z)

(
σ′
2 (S)− d2 (S,Z)

))
(d (S,Z))2

.

(20)
Функцiю ω : (0;+∞) −→ (0;+∞) називають напiвадитивною (див., наприклад,

[24]), якщо
ω(η1 + η2) ≤ ω(η1) + ω(η2) ∀ η1 > 0 ∀ η2 > 0.

Через s[Z, T ] позначимо вiдрiзок з початком у точцi Z ∈ Γ i кiнцем у точцi
T ∈ Γ.

Лема 4. Нехай виконуються умови:

а) контурна похiдна σ′ неперервна та не обертається в нуль на Γ\X , а тiлесна
похiдна σ′(Z) задовольняє оцiнку∣∣σ′(Z)

∣∣ ≤ c
m∏
j=1

|Z −Xj |βj ∀Z ∈ U \ X ,

де βj ∈ (−1; 1] i стала c не залежить вiд Z ;
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б) при деякому r0 ∈ (0,R0/4) для функцiї σ′ виконуються оцiнки

∣∣σ′ (Z)− σ′ (Z0)
∣∣ ≤ c

ω∗
1 (|Z − Z0|)

ω∗
1

(
1
2R(Z0)

) m∏
j=1

|Z −Xj |βj

∀Z0 ∈ Γr0 ⟨X ⟩ \ X ∀Z ∈
(
Γ ∪ s[0, Z0]

)
R(Z0)/2

(Z0) ,

∣∣σ′ (Z)− σ′ (Z0)
∣∣ ≤ c

ω1 (|Z − Z0|)
ω1

(
1
2R(Z0)

) m∏
j=1

|Z −Xj |βj

∀Z0 ∈ Γ \ Γr0 ⟨X ⟩ ∀Z ∈
(
Γ ∪ s[0, Z0]

)
R(Z0)/2

(Z0) ,

в яких стала c не залежить вiд Z i Z0, ω1 : (0,+∞) −→ (0,+∞) i
ω∗
1 : (0,+∞) −→ (0,+∞) – неспаднi обмеженi напiвадитивнi функцiї такi,

що ω1 задовольняє умову (13), а ω∗
1 – умову (14). Нехай, крiм того, для

даного r0 i кожного Xj ∈ X , j = 1,m, функцiя d(S,Z) задовольняє оцiнку∣∣d(S,Z)
∣∣ ≥ c

(
|S −Xj |+|Z −Xj |

)βj

∀Z ∈ Ur0 (Xj)\X ∀S ∈ Γ2r0 (Xj)\X ,

де стала c не залежить вiд S i Z;

в) функцiї φl : ∂Dζ \Υζ −→ R, l ∈ {1, 4}, з рiвностi (11) неперервнi на ∂Dζ \Υζ

i задовольняють оцiнку

|φl(ζ)| ≤ c
m∏
j=1

∥ζ − ζj∥−αj ∀ ζ ∈ ∂Dζ \Υζ , (21)

де 0 < αj < 1, якщо βj ∈ (−1, 0), i 0 < αj < 1/ (βj + 1), якщо βj ∈ [0, 1], i
стала c не залежить вiд ζ.

Тодi:

1) функцiї Ωφl
1 , Ωφl

2 при l ∈ {1, 4} задовольняють умови лем 1, 2, накладенi на
функцiю Ω, в яких треба покласти

β := max

{
max

βj∈[0,1]
{(βj + 1)αj} , max

βj∈(−1,0)
{(βj + 1)αj − βj}

}
,

β0 := max {0,−β1,−β2, . . . ,−βm}

i ω0 = ω1 = ω2 = ω, де функцiя ω визначається рiвнiстю

ω (ε) :=

{
ω∗
1 (ε) , якщо R(Z) ≤ r0/2,

ω1 (ε) + ω∗
1 (ε) , якщо R(Z) > r0/2;
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2) функцiї Ωφl
1 , Ωφl

2 при l ∈ {1, 4} задовольняють умови леми 3, накладенi на
функцiю Ω, в яких треба покласти γj = (βj + 1)αj та γ′j = −βj, якщо
βj ∈ (−1, 0), i γ′j = 0, якщо βj ∈ [0, 1].

Доведення леми 4 проведено у роботах [20,21].

Лема 5. Нехай виконуються умови леми 4. Тодi для функцiї (16), де ζ = σ̃(Z),
при кожному Z0 ∈ Γ \ X виконуються рiвностi

lim
Z→Z0,Z∈U

U1 [Φ(ζ)] =
1

2
φ̃1 (Z0) + Re

(
I
[
Ωφ̃
∗

]
(Z0)

)
+ Cφ̃1

,

lim
Z→Z0,Z∈U

U4 [Φ(ζ)] =
1

2
φ̃4 (Z0) + Im

(
I
[
Ωφ̃
∗∗

]
(Z0)

)
+ Cφ̃4

,

(22)

де
φ̃l (Z0) := φl (σ̃ (Z0)) , l ∈ {1, 4}, (23)

Ωφ̃
∗ (S,Z) := Ωφ̃1

1 (S,Z) + 2iΩφ̃1
2 (S,Z)− 2iΩφ̃4

2 (S,Z) , (24)

Ωφ̃
∗∗ (S,Z) := −2Ωφ̃1

2 (S,Z) + iΩφ̃4
1 (S,Z) + 2Ωφ̃4

2 (S,Z) , (25)

I
[
Ωφ̃

]
(Z) :=

1

2πi

∫
Γ

Ωφ̃ (S,Z)

S − Z
dS ∀Z ∈ U \ X , (26)

Cφ̃l
:=

1

4πi

∫
Γ

φ̃l (S)

S
dS , l ∈ {1, 4}. (27)

Доведення. З урахуванням спiввiдношень (17)–(20) i (23)–(26) та правил мно-
ження (5) в бiгармонiнiй алгебрi перепишемо рiвнiсть (16) у виглядi

Φ(ζ) = e1

(
I
[
Ωφ̃
∗

]
(Z) +

1

2
S [φ̃1] (Z) + Cφ̃1

)
+

+ e2

(
I
[
Ωφ̃
∗∗

]
(Z) +

i

2
S [φ̃4] (Z) + iCφ̃4

)
∀Z ∈ U ,

де

S [φ̃l] (Z) :=
1

2πi

∫
Γ

φ̃l (S)

S

S + Z

S − Z
dS ∀Z ∈ U , l ∈ {1, 4}, –

комплексний iнтеграл Шварца.
Оскiльки сталi Cφ̃1

i Cφ̃4
– дiйснi, то

U1 [Φ(ζ)] = Re

(
I
[
Ωφ̃
∗

]
(Z) +

1

2
S [φ̃1] (Z)

)
+ Cφ̃1

,

U4 [Φ(ζ)] = Im

(
I
[
Ωφ̃
∗∗

]
(Z) +

i

2
S [φ̃4] (Z)

)
+ Cφ̃4

.

(28)
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Нехай Z0 ∈ Γ \ X . За умов леми 4, враховуючи лему 1, маємо рiвностi

lim
Z→Z0,Z∈U

I
[
Ωφ̃
∗

]
(Z) = I

[
Ωφ̃
∗

]
(Z0) , lim

Z→Z0,Z∈U
I
[
Ωφ̃
∗∗

]
(Z) = I

[
Ωφ̃
∗∗

]
(Z0) .

Крiм того, для комплексного iнтеграла Шварца виконуються рiвностi

lim
Z→Z0,Z∈U

Re S [φ̃l] (Z) = φ̃l(Z0), l ∈ {1, 4}.

Тому, виконуючи граничний перехiд у рiвностях (28) при Z → Z0, Z ∈ U , отри-
муємо рiвностi (22). □

При вiдшуканнi розв’язкiв (1-4)-задачi у класi функцiй, що подаються у виглядi
(10), припускаємо, що функцiї φ1 i φ4 з рiвностi (11) неперервнi на ∂Dζ \ Υζ i
задовольняють оцiнку (21).

За умов леми 4 внаслiдок оцiнки

∣∣d(S,Z)
∣∣ ≥ c

m∏
j=1

(
|S −Xj |+ |Z −Xj |

)βj

∀Z ∈ U \ X ∀S ∈ Γ \ X ,

де стала c не залежить вiд S i Z (див. лему 7 у роботах [20, 21]), маємо спiввiдно-
шення

|σ (S)− σ (Xj)|αj = |d (S,Xj)|αj |S −Xj |αj ≥ c |S −Xj |(βj+1)αj , j = 1,m, (29)

де стала c не залежить вiд S i Xj .
З нерiвностей (21) i (29) випливає, що функцiї (23) задовольняють нерiвнiсть

|φ̃l(S)| ≤ c
m∏
j=1

|S −Xj |−γj ∀S ∈ Γ \ X , (30)

де γj = (βj + 1)αj < 1 i стала c не залежить вiд S.
Через K{γj}mj=1 позначимо клас функцiй ũ : Γ\X −→ R, що неперервнi на Γ\X

i задовольняють оцiнку (30), у якiй усi γj ∈ (0, 1) i стала c не залежить вiд S.
Введемо в розгляд функцiї, асоцiйованi з крайовими умовами (8) кусково-

неперервної (1-4)-задачi:

ũl (Z0) := ul (σ̃ (Z0)) ∀Z0 ∈ Γ \ X , l ∈ {1, 4}.

Основним результатом роботи є наступна

Теорема. Нехай межа областi Dζ така, що виконуються умови а) i б) ле-
ми 4, i нехай функцiї uj : ∂Dζ \ Υζ −→ R, j ∈ {1, 4}, — неперервнi на ∂Dζ \ Υζ

i задовольняють оцiнку вигляду (21). Тодi розв’язання кусково-неперервної (1-4)-
задачi у класi функцiй, що подаються у виглядi (10), при цьому функцiї φ1 i φ4 з
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рiвностi (11) неперервнi на ∂Dζ \ Υζ i задовольняють оцiнку (21), зводиться до
розв’язання у класi функцiй K{γj}mj=1 системи iнтегральних рiвнянь

1
2 φ̃1 (Z0) + Re

(
I
[
Ωφ̃1
1

]
(Z0)

)
− 2 Im

(
I
[
Ωφ̃1
2

]
(Z0)

)
+

+2 Im
(
I
[
Ωφ̃4
2

]
(Z0)

)
+ Cφ̃1

= ũ1 (Z0) ,

1
2 φ̃4 (Z0) + Re

(
I
[
Ωφ̃4
1

]
(Z0)

)
+ 2 Im

(
I
[
Ωφ̃4
2

]
(Z0)

)
−

−2 Im
(
I
[
Ωφ̃1
2

]
(Z0)

)
+ Cφ̃4

= ũ4 (Z0) ∀Z0 ∈ Γ \ X ,

(31)

де iнтеграл I визначений рiвнiстю (26), функцiї φ̃l i сталi Cφ̃l
при l ∈ {1, 4}

визначенi вiдповiдно рiвностями (23) i (27).
Доведення. Враховуючи рiвностi (22), (24) i (25), переписуємо крайовi умови (8)

кусково-неперервної (1-4)-задачi у виглядi системи iнтегральних рiвнянь (31) для
вiдшукання функцiй φ̃1, φ̃4 ∈ K{γj}mj=1, де заданi функцiї ũ1 i ũ4 також належать
класу K{γj}mj=1.

З лем 2 i 3 випливає, що клас функцiй K{γj}mj=1 є iнварiантним вiдносно iн-
тегральних операторiв iз лiвих частин рiвнянь (31). Отже, можна стверджувати,
що розв’язання кусково-неперервної (1-4)-задачi у класi функцiй, що подаються
у виглядi (10) з наведеними в теоремi припущеннями про функцiї φ1 i φ4 з рiв-
ностi (11), еквiвалентне розв’язанню системи iнтегральних рiвнянь (31) у класi
K{γj}mj=1. □

Зауваження 1. Серед областей Dζ , що задовольняють умови теореми 2, є об-
ластi, межа яких в точках набору Υζ може утворювати нульовi кути з вiстрям,
направленим всередину областi. Такою, наприклад, є область, конгруентний "двiй-
ник" якої Dz у комплекснiй площинi є образом одиничного круга U при конформ-
ному вiдображеннi σ(Z) = (Z + 1)2.

Зауваження 2. Якщо в усiх iнтегралах, що входять в рiвняння системи (31), iн-
тегрування по колу Γ замiнити iнтегруванням по множинi Γ\Γδ⟨X ⟩ при достатньо
малому δ > 0, то в силу леми отриманi iнтеграли задаватимуть компактнi опера-
тори в банаховому просторi неперервних на Γ \ Γδ⟨X ⟩ функцiй при стандартному
визначеннi норми такого простору. Отже, рiвняння, отриманi з рiвнянь системи
(31) в результатi зазначеної замiни множини iнтегрування, будуть фредгольмови-
ми у банаховому просторi неперервних на Γ \ Γδ⟨X ⟩ функцiй при усiх достатньо
малих δ > 0. У той же час, питання про збiжнiсть розв’язкiв вказаних рiвнянь
при δ → 0 + 0 у належних вагових просторах функцiй класу K{γj}mj=1 потребує
спецiального дослiдження.

5. Висновки.
У роботi розроблено схему розв’язання кусково-неперервної крайової задачi

типу задачi Шварца в областях з кутовими точками для моногенних функцiй в
бiгармонiчнiй алгебрi. Вказана задача асоцiйована з крайовою задачею типу зада-
чi зi змiщеннями для iзотропного плоского середовища. Розвинуто метод зведення
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цих крайових задач до системи iнтегральних рiвнянь, який базується на зобра-
женнi розв’язкiв у виглядi гiперкомплексного iнтеграла типу Кошi.
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S.V. Gryshchuk, S.A. Plaksa
Piecewise-continuous Schwarz type problem in domains with corner points for monogenic
functions in a biharmonic algebra.

A piecewise continuous biharmonic problem in domains with corner points for monogenic functions in
a commutative biharmonic algebra, associated with the displacements-type boundary value problem
for an isotropic plane medium, is considered. A method of finding solutions for these boundary value
problems is based on representing the solutions by hypercomplex integrals analogously to the classical
Schwarz integrals and Cauchy-type integrals and using conformal mapping from the unit disk onto the
domain which is congruent to the given domain with corner points. This hypercomplex method reduces
these boundary value problems directly to a system of integral equations bypassing integro-differential
equations which is usually appears in the theory of elasticity. This system of integral equations has a
Fredholm property at the points of the unit circle without some discs centered in the corner points.

Keywords: biharmonic equation, biharmonic algebra, biharmonic plane, monogenic function, Schwarz-
type boundary value problem for monogenic functions, displacement type boundary value problem.
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