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ПРО КОЛИВАННЯ КРУГОВОЇ ПЛАСТИНИ, ЯКА ГОРИЗОНТАЛЬ-
НО РОЗДIЛЯЄ РIДИНИ РIЗНОЇ ГУСТИНИ У ЦИЛIНДРИЧНОМУ
РЕЗЕРВУАРI

Отримано частотне рiвняння вiльних коливань кругової пластини, яка горизонтально роздiляє
iдеальнi нестисливi рiдини рiзної густини у цилiндричному резервуарi. Проведено дослiдження
впливу затиснутого, опертого i вiльного країв пластини на частотний спектр сумiсних коливань
пластини i рiдини. Розглянуто рiзнi граничнi випадки виродження пластини в мембрану, її вiдсут-
нiсть, випадок вiдсутностi верхньої або нижньої рiдини, а також випадок невагомостi. Проведенi
чисельнi дослiдження на випадок невагомостi та безмасової пластини. Показано, що нестiйкiсть
сумiсних коливань пластини i рiдини може виникнути, коли бiльш важка рiдина знаходиться над
менш важкої рiдиною.
MSC: 74F10.
Ключовi слова: гiдропружнiсть, кругова пластина, iдеальна нестислива рiдина, цилiндрична
порожнина, вiльнi сумiснi коливання пластини i рiдини.

1. Вступ.
Можливо, що однiєю з перших статей, у якiй було розглянуто рух твердого тiла

з iдеальною рiдиною з пружною пластиною або мембраною на вiльнiй поверхнi,
була робота [1], в який в аналiтичному виглядi отриманi динамiчнi характеристики
системи тверде тiло – рiдина – пластина для загально випадку конфiгурацiї ре-
зервуару. Продовженням цiєї роботи, з бiльш складними постановками, були стат-
тi [2, 3], монографiї [4, 5] та багато iнших робiт. У статтi [2] розглянуто у лiнiйнiй
постановцi задачу про поступальнi i обертальнi коливання цилiндричного резерву-
ара з пружним дном та iдеальною рiдиною з вiльною поверхнею. Задачi динамiки
твердого тiла i гiдропружностi зведенi до злiченної системi звичайних диферен-
цiальних рiвнянь. Виведено вирази для приєднаної маси та приєднаного моменту
iнерцiї рiдини. Робота [3] узагальнює задачу Л.М. Сретенського i задачу про ко-
ливання фiзичного маятника на випадок багатошарової рiдини, роздiленої пруж-
ними пластинами. Монографiя [4] присвячена роз’язанню крайових задач теорiї
руху твердого тiла з порожнинами, якi частково заповненi iдеальною рiдиною та
мiстять абсолютно жорсткi або пружнi ребра-перегородки. У монографiї [5] розви-
нуто варiацiйний метод знаходження наближеного роз’язку сингулярно збуреної
задачi про вiльнi коливання довiльних тонких оболонок обертання та оболонок
обертання з iдеальною рiдиною.

Центральною проблемою задачi про рух твердого тiла з рiдиною та пружни-

This work was supported by a grant from the Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-00017674,
Yuriy Kononov, Andrii Zaretskiy, Sergey Sapunov)

138



Про коливання кругової пластини

ми елементами є проблема отримання власних частот i власних форм спiльних
коливань цих елементiв та рiдини [1–10]. У статтi [6] дослiдженi коливання iдеаль-
ної рiдини в круглому цилiндричному резервуарi з пружними основами у виглядi
круглих пластин. Запропоновано аналiтичний метод, заснований на розкладаннi
Фур’є–Бесселя i методi Релея–Рiтца. Вiльнi коливання довiльної пластини, яка го-
ризонтально роздiляє iдеальнi нестисливi рiдини рiзної густини в жорсткому ци-
лiндричному резервуарi довiльного поперечного перерiзу з пружними основами,
розглянутi у [7]. Робота [8] присвячена дослiдженню частотних рiвнянь несимет-
ричних i симетричних власних коливань iдеальної двошарової рiдини в жорст-
кому круглому цилiндричному резервуарi з пружним верхом i днищем у виглядi
затиснутих круглих пластин. На прикладi однорiдної рiдини з вiльною поверх-
нею i пружним дном у виглядi мембрани проаналiзовано аналiтично i чисельно
частотний спектр спiльних коливань мембрани i рiдини. У роботi [9] розглянута
задача про вiльнi коливання пластини, яка горизонтально роздiляє iдеальнi рiдини
рiзної густини в жорсткому цилiндричному резервуарi довiльного поперечного пе-
рерiзу. Для розв’язання ускладненого неоднорiдного бiгармонiчного рiвняння було
використано фундаментальну систему рiшень бiгармонiчного рiвняння (ФСР) та
власнi форми коливань iдеальної рiдини в цилiндричнiй порожнинi. На прикладi
затиснутої пластини проведено спрощення частотного рiвняння за допомогою роз-
кладання однорiдного бiгармонiчного рiвняння на два гармонiчних рiвнянь та за
допомогою формули Грiна для оператора Лапласа. Показано, що в цьому випадку
частотне рiвняння не залежить вiд ФСР, що значно спростило це рiвняння, так як
ФСР залежить вiд невiдомої частоти. Отримане рiвняння має єдину форму для
випадкiв прямого кругового цилiндру та прямокутного каналу i для окремих ви-
падкiв збiгається з ранiше отриманими рiвняннями. Проведенi дослiдження неси-
метричних частот коливань пластини i осесиметричних частот коливань мембрани
в круговому цилiндрi. Наведено наближену формулу для великих частот, а також
наближенi умови стiйкостi коливань пластини i мембрани. Стаття [10] присвячена
аналiтичному i чисельному дослiдженню частотного спектру та стiйкостi плоских
коливань прямокутної пластини, яка подiляє рiдини рiзної густини у нескiнчено
довгому прямокутному паралелепiпедi.

Дана стаття узагальнює результати статтi [10] на випадок просторових коли-
вань кругової пластини, яка горизонтально роздiляє iдеальнi рiдини рiзної густини
у цилiндричному резервуарi. Проведенi чисельнi дослiдження впливу способiв за-
крiплення на сумiснi коливання пластини i рiдини.

2. Постановка задачi. Основнi рiвняння.
Розглянемо коливання пружної кругової пластини, яка горизонтально роздiляє

iдеальнi нестисливi рiдини рiзної густини ρi (i = 1, 2) в жорсткому цилiндричному
резервуарi радiусу a. Пластина має постiйну згинальну жорсткiсть D i схильна
до розтягуючих зусиль iнтенсивностi T в серединнiй поверхнi. Контур пластини
може бути затиснений, опертий або вiльний. Верхня рiдина щiльностi ρ1 заповнює
канал до глибини h1, а нижня рiдина щiльностi ρ2 до глибини h2. Систему коорди-
нат Oxyz розташуємо так, щоб площина Oxy перебувала на незбуренiй серединнiй
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поверхнi пластини, а вiсь Oz – протилежно вектору прискорення сили тяжiння
g (рис. 1). Коливання пластини i рiдини будемо розглядати в лiнiйнiй постанов-
цi, вважаючи спiльнi коливання пластини i рiдини безвiдривними, а руху рiдин
потенцiйним.

Рис. 1. Цилiндричний резервуар з рiдиною рiзної густини, яка роздiлена пружною пластиною.

Рiвняння коливань пружної пластини i рiдини мають вигляд (1–2):

k0
∂2W

∂t2
+D∆2

2W − T∆2W = ρ1
∂Φ1

∂t
− ρ2

∂Φ2

∂t
при z = 0, (1)

∆Φi = 0 (i = 1, 2) (2)

з граничними умовами:(
∂Φi

∂r

)∣∣∣∣
γ

= 0 (i = 1, 2);
∂W

∂t
=
∂Φ1

∂z
=
∂Φ2

∂z
при z = 0, (3)

∂Φ1

∂z
= 0 при z = h1;

∂Φ2

∂z
= 0 при z = −h2, (4)

( Ll(W ))|γ = 0 (l = 1, 2) (5)

∫
S

Wds = 0 (6)

Тут k0 = ρ0h0; ∆2 – двомiрний оператор Лапласа, а ∆ – тривимiрний; W (r, θ, t),
ρ0, h0 – вiдповiдно нормальний прогин, густина i товщина пластини; Φi(r, θ, z, t)
– потенцiал швидкостей i-ої рiдини (i = 1, 2 ); S – площина круга, а γ (r = a) –
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контур цього круга; L1 i L2 – диференцiальнi оператори граничних умов закрiп-
лення кругової пластини по її контуру γ (r = a). Так, наприклад, для затиснутого
контуру оператор L1 буде одиничним, а L2 = d/dr; ∆ρ = ρ2 − ρ1.

У разi виродження пружної пластини в мембрану, яка закрiплена по контуру,
слiд в рiвняннях (1) цилiндричну жорсткiсть покласти рiвною нулю (D = 0), а в
граничних умовах (6) оператори Ll вважати L1 ≡ 1, а L2 ≡ 0.

Далi будемо розглядати неосесиметричнi спiльнi коливання пластини i рiдини
(m ̸= 0). У цьому разi представимо потенцiал швидкостей Φi(x, z, t) у виглядi
узагальнених рядiв Фур’є

Φi(r, θ, z, t) =
∞∑

m=1

∞∑
p=1

[
Aipm(t)ekpmz +Bipm(t)e−kpmz

]
ψpm(r, θ) (i = 1, 2). (7)

Тут iндекси m i p вiдповiдають кутовим i радiальним гармонiкам, власнi функцiї
ψpm(r, θ) мають вигляд

ψpm(r, θ) = Jm (kpmr) (cosmθ + βpm sinmθ) ,

а вiдповiднi їм власнi числа kpm = ξpm/a, де ξpm – p-ий корiнь рiвняння
J ′
m (ξpm) = 0, Jm – функцiя Бесселя першого роду.

Скориставшись ортогональнiстью функцiй ψpm, отримаємо лiнiйну систему
рiвнянь щодо невiдомих Aipm, Bipm i Wpm

A1pm −B1pm = 1
kpm

Ẇpm, A1pm −B1pm = A2pm −B2pm

A1pmeκ1pm −B1pme−κ1pm = 0, A2pme−κ2pm −B2pmeκ2pm = 0

(8)

Система (8) має розв’язки

A1pm = − Ẇpme−κ1pm

2kpm sinhκ1pm
, B1pm = − Ẇpmeκ1pm

2kpm sinhκ1pm

A2pm =
Ẇpmeκ2pm

2kpm sinhκ2pm
, B2pm =

Ẇpme−κ2pm

2kpm sinhκ2pm

(9)

Тут

Wpm =
1

N2
pm

∫
S

Wψpmds, (10)

де N2
pm =

∫
S

ψ2
nmds, κipm = hikpm.

З урахуванням спiввiдношень (7) i (9) рiвняння (1) набуде вигляду

k0
∂2W

∂t2
+D∆2

2W − T∆2W + g∆ρW = −
∞∑

m=1

∞∑
p=1

apmẄpm

kpm
ψpm. (11)
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Тут apm = ρ1 cothκ1pm + ρ2 cothκ2pm.
Таким чином, спiльнi коливання пружної пластини i рiдини знаходяться з си-

стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь (10) – (11), граничних умов (5), умов збе-
реження обсягу нестисливостi рiдини (6) i заданих початкових умов.

3. Власнi частоти спiльних коливань пружної пластини i рiдини.
Для знаходження власних частот спiльних коливань пружної пластини i рiдини

покладемо

W (r, θ, t) = w(r, θ)eiωt. (12)

Пiдставивши (12) в (10) – (11), в граничнi умови (5) i умови (6), отримаємо

∆2
2w − P∆2W + qw =

ω2

D

∞∑
m=1

∞∑
p=1

apmwpm

kpm
ψpm (13)

wpm =
1

Ñ2
pm

∫ a

0
wJm (kpmr) dr (14)

( Llw)|γ = 0, (l = 1, 2) (15)

∫
S

w ds = 0 (16)

Tyт P = T/D, q =
(
g∆ρ− k0ω

2
)
/D (D ̸= 0), C = C0/D.

Отже, власнi частоти и форми спiльних коливання пружної пластини i рiдини
знаходяться з системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь (13) – (14), граничних
умов (15) i умови (16).

Крайова задача (13) – (14) пiсля вiдокремлення кругової координати отримає
вигляд:

A2
m(w)− PAm(w) + qw =

ω2

D

∞∑
p=1

apmwpm

kpm
ψ̃pm, (17)

wpm =
1

Ñ2
pm

a∫
0

w̃ψ̃pmr dr, (18)

(Llw)|γ = 0, (l = 1, 2), (19)

∫
S

w ds = 0, (20)

де оператор Am = 1
r

1
dr

(
r 1
dr

)
− m2

r2
, ψ̃pm = Jm (kpmr) /Jm (ξpm).
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Розв’язок рiвняння (17) будемо шукати у виглядi загального рiшення однорiд-
ного рiвняння i частинного неоднорiдного

w =
2∑

k=1

A0
kw

0
k +

∞∑
p=1

C̃pmψ̃pm, (21)

де w0
k (k = 1, 2) – фундаментальна система розв’язкiв однорiдного рiвняння

A2
m(w)− PAm(w) + qw = 0, (22)

а невiдомi константи C̃pm виразимо через константи A0
k, якi будуть знайденi з умов

закрiплення пластини.
У разi виродження пластини в мембрану (D = 0) рiвняння (17) i (22) запи-

шуться так:

Amw − qw = −ω
2

T

∞∑
p=1

apmwpm

kpm
ψ̃pm, Amw

0
k − qw0

k = 0 (k = 1, 2)

де для мембрани q =
(
g∆ρ− k0ω

2
)
/T , C = −C0/T .

Пiдставивши (21) у рiвняння (17) i скориставшись спiввiдношеннями
Amψ̃pm = −k2pmψ̃pm, A2

mψ̃pm = k4pm [7], виразимо константу C̃pm через wpm

C̃pm = ω2apmwpm

/
kpmdpm, (23)

де dpm =
(
Dk2pm + T

)
k2pm + g∆ρ− k0ω

2.
Пiдставивши (21) у (18) i враховуючи (23), отримаємо вираз для wpm

wpm =
kpmdpm

kpmdpm − ω2apm

2∑
k=1

A0
kE

0
kpm (24)

Тут

w̃0
k = 1

Ñ2
pm

a∫
0

wσ
k ψ̃pmr dr

E0
kpm = 1

Ñ2
pm

a∫
0

wσ
k ψ̃pmr dr

(25)

3 урахуванням (19), (23) i (24) остаточний вираз для прогину пластини w набуде
вигляду

w =
2∑

k=1

w0
k − w̃0

k − ω2
∞∑
p=1

apmE
0
kpm

ω2ãpm − kpmd̃pm
ψ̃pm

A0
k, (26)

де ãpm = apm + kpmk0, d̃pm =
(
Dk2pm + T

)
k2pm + g∆ρ.
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У формулу (26) входить двi невiдомi константи A0
k. З граничних умов закрiп-

лення пластини (20) маємо два лiнiйних однорiдних рiвняння вiдносно A0
k

2∑
k=1

L0lk − ω2
∞∑
p=1

αpmE
0
kpmLlpm

A0
k = 0 (l = 1, 2). (27)

Тут

L0lk =
(
Ll
(
w0
k − w̃0

k

))∣∣
γ
, Llpm =

(
Ll

(
ψ̃pm

))∣∣∣
γ
, (28)

αpm =
apm

ω2apm − kpmdpm
=

apm

ω2ãpm − kpmd̃pm
. (29)

3 рiвностi нулю визначника однорiдної системи (27) випливає частотне рiвнян-
ня власних спiльних коливань пружної пластини i рiдини∣∣∣∥Clk∥2l,k=1

∣∣∣ = 0, (30)

де

Clk = L0lk − ω2
∞∑
p=1

αpmE
0
kpmLlpm, (l, k = 1, 2). (31)

4. Рiзнi випадки закрiплення контуру пластин.
Розглянемо три основних випадки закрiплення контуру пластини: затиснений,

опертий i вiльний край. Запишемо оператори Ll (l = 1, 2) i значення функцiй
Llpm для затиснутого, опертого i вiльного краю. В подальшому будемо позначати
оператор для затиснутого краю через Bl, для опертого – Ml i для вiльного краю
– Ll i вiдповiднi функцiї через Blpm, Mlpm i Llpm.

Затиснутий край. Для найбiльш цiкавого i практично бiльш важливого ви-
падку жорсткого защемлення пластинки оператор B1 буде одиничним, а
B2 = d/dr. Згiдно з введеними позначеннями (28), отримаємо

B1pm = 1, B2pm =
(
dψ̃pm

/
dr
)∣∣∣

γ
.

Таким чином

C1k =
(
w0
k − w̃0

k

)∣∣∣
γ
− ω2

∞∑
p=1

αpmE
0
kpm

C2k =
(
d
dr

(
w0
k − w̃0

k

)) ∣∣∣∣
γ

− ω2
∞∑
p=1

αpmE
0
kpmB2pm, (k = 1, 2).

(32)
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Опертий край. Для опертого краю прогин i згинальний момент повиннi пе-
ретворюватися в нуль, тому M1 = B1 буде одиничним, а M2 =

d2

dr2
+ v

(
1
r

d
dr −

m2

r2

)
,

де v – коефiцiєнт Пуасону. Згiдно з введеними позначеннями (28), маємо:

M1nm = 1, M2pm =
[
M2

(
ψ̃pm

)] ∣∣∣∣
γ

. (33)

Таким чином

C1k =
(
w0
k − w̃0

k

) ∣∣∣∣
γ

− ω2
∞∑
p=1

αpmE
0
kpm,

C2k =
[
M2

(
w0
k − w̃0

k

)] ∣∣∣∣
γ

− ω2
∞∑
p=1

αpmE
0
kpmM2pm, (k = 1, 2),

(34)

де

M2 (Jm(ax)) =
1

x2
{
ax(1− v)Jm+1(ax) +

[
m(m− 1)(1− v)− a2x2

]
Jm(ax)

}
.

Вiльний край. Для вiльного краю необхiдно, щоб момент i перерiзальна сила
перетворювалися в нуль. Розподiленi крутнi пари статично еквiвалентнi перерi-
зальнiй силi, де з гiдно введеним позначенням (28), отримаємо:

L1 =M2 =
d2

dr2
+ v

(
1

r

d

dr
− m2

r2

)

L2 =
d3

dr3
+

1

r
d2

dr2
− 1

r2
d

dr
− m2(2− v)

r2
d

dr
+
m2(3− v)

r3
.

(35)

Таким чином

C1k =
[
M2

(
w0
k − w̃0

k

)] ∣∣∣∣
γ

− ω2
∞∑
p=1

αpmE
0
kpmM2pm,

C2k =
[
L2

(
w0
k − w̃0

k

)] ∣∣∣∣
γ

− ω2
∞∑
p=1

αpmE
0
kpmL2pm, (k = 1, 2),

(36)

де

L2 (Jm(ax)) =
1

x3

{
ax

[
m2(1− v) + a2x2

]
Jm+1(ax)−

−m
[
m(m− 1)(1− v) + a2x2

]
Jm(ax)

}
.
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5. Деякi окремi випадки вихiдної задачi.
Розглянемо ряд окремих випадкiв вихiдної задачi, а саме: вiдсутнiсть верхньої

або нижньої рiдини, вiдсутнiсть гравiтацiї й випадок вiдсутностi пластини.
Випадок вiдсутностi верхньої рiдини (ρ1 = 0). Поклавши в основному

рiвняннi (30) густину верхньої рiдини рiвною нулю ρ1 = 0, отримаємо розв’язок
даної задачi.

В разi затиснутого, опертого i вiльного країв коефiцiєнти частотного рiвняння
(30) будуть мати вiдповiдно вигляд (32), (34) i (36), де ρ1 = 0, apm = ρ2 cothκ2pm,
∆ρ = ρ2.

Рис. 2. Випадок вiдсутностi верхньої рiдини (ρ1 = 0).

Випадок вiдсутностi нижньої рiдини (ρ2 = 0). Цей випадок цiкавий тим,
що дозволяє розглянути нову задачу про власнi коливання пластини i рiдини в
цилiндричного резервуарi з жорсткою верхньою i пружною нижньою основами.
Надалi такий випадок будемо називати випадок «перекинутого» цилiндричного
резервуару.

Поклавши в основному рiвняннi (30) густину нижньої рiдини рiвною нулю (ρ2 =
0), отримаємо розв’язок даної задачi.

Як i ранiше, в разi затиснутого, опертого i вiльного країв коефiцiєнти частот-
ного рiвняння (30) будуть мати вiдповiдно вигляд (32), (34) i (36), де ρ2 = 0,
apm = ρ1 cothκ1pm, ∆ρ = −ρ1.

Цiкаво вiдзначити, що дана задача також випливає з частотного рiвняння (30)
з коефiцiєнтами (32), apm = ρ2 cothκ2pm, ∆ρ = ρ2, якщо в них формально покласти
g := −g, тобто розглянути «перекинутий» цилiндричний резервуар (див. рис. 2 i
рис. 3).

Пластина, що роздiляє рiдини, вiдсутня (D = 0, T = 0, k01 = 0). У цьому
випадку рiвняння i граничнi умови (1) – (6) вироджуються в наступну систему
рiвнянь i граничних умов:

g∆ρW = ρ1
∂Φ1

∂t
− ρ2

∂Φ2

∂t
,

∂W

∂t
=
∂Φ1

∂z
=
∂Φ2

∂z
при z = 0, ∆Φi = 0,
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Рис. 3. Випадок вiдсутностi нижньої рiдини (ρ2 = 0) «перекинутий» цилiндричний резервуар.

(
∂Φi

∂r

)∣∣∣∣
γ

= 0 (i = 1, 2),
∂Φ1

∂z
= 0 при z = h1,

∂Φ2

∂z
= 0 при z = h2.

Рiвняння (11) з урахуванням спiввiдношення (10) зводиться до наступного ди-
ференцiального рiвняння Ẅpm +ω2

pmWpm = 0, де z =W (r, θ, t) – поверхня роздiлу
рiдин; ω2

pm = g∆ρ
/
apm – квадрат частоти коливань двошарової iдеальної рiди-

ни в цилiндричному резервуарi. З останнього виразу випливає, що при ρ1 ≤ ρ2
положення рiвноваги розглянутої механiчної системи буде стiйким.

6. Чисельнi дослiдження.
Проведемо чисельнi дослiдження на випадок невагомостi та безмасової пласти-

ни (g = 0, k0 = 0). В цьому разi рiвняння (22) має розв’язки
wo
k =

{
(r/a)m, Im (γ0r/a)

/
Im (γ0)

}
, γ20 = Ta2

/
D.

Нехай Ypm (ξpmξ) = Jm (ξpmξ)
/
Jm (ξpm), де ξ = r/a, тодi

E0
1pm =

1

Ñ2
pm

1∫
0

ξm+1Ypm (ξpmξ) dξ,

E0
2pm =

1

Im (γ0) Ñ2
pm

1∫
0

ξIm (γ0ξ)Ypm (ξpmξ) dξ,

Ñ2
pm =

1

2

1∫
0

ξY 2
pm (ξpmξ) dξ =

1

2ξ2pmJ
2
m (ξpm)

(
ξ2pm −m2

)
, m ̸= 0.

Провiвши необхiднi обчислення, отримуємо:
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E0
1pm =

2ξpmYp,m+1 (ξpm)

Ñp2pm
,

E0
2pm =

ξpmYp,m+1 (ξpm) Im (γ0) + γ0Ypm (ξpm) Im+1 (γ0)

Im (γ0)
(
ξ2pm + γ20

)
Ñ2

pm

(37)

Таким чином:
для затиснутого края пластiни коефiцiєнти (32) частотного рiвняння (30) будуть
мати вигляд:

C11 = 1− x

∞∑
p=1

E0
1pm

x− αpm
, C12 = 1− x

∞∑
p=1

E0
2pm

x− αpm

C21 = m, C22 = m+ γ0Im+1 (γ0)
/
Im (γ0) ,

(38)

для опертого края пластiни коефiцiєнти (34) частотного рiвняння (30) запишуться
так:

C11 = 1− x
∞∑
p=1

E0
1pm

x− αpm
, C12 = 1− x

∞∑
p=1

E0
2pm

x− αpm

C21 =M1 − x
∞∑
p=1

E0
1pm

x− αpm
Mpm, C22 =M2 − x

∞∑
p=1

E0
2pm

x− αpm
Mpm

(39)

i для вiльного края пластини коефiцiєнти (36) частотного рiвняння (30) будуть
мати наступний вигляд:

C11 =M1 − x
∞∑
p=1

E0
1pm

x− αpm
Mpm, C12 =M2 − x

∞∑
p=1

E0
2pm

x− αpm
Mpm,

C22 = L1 − x

∞∑
p=1

E0
2pm

x− αpm
Lpm, C22 = L2 − x

∞∑
p=1

E0
2pm

x− αpm
Lpm.

(40)

Тут
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x = σ2m, αpm = ρ12 coth (κ1pm) + coth (κ2pm) , ρ12 = ρ1
/
ρ2,

κipm = h̃iξpm, h̃i = hi/a,

M1 = m(1− v)(1−m), M2 =M1 + γ20 − γ0(1− v)
Im+1 (γ0)

Im (γ0)
,

Mpm =M1 − ξ2pm + ξpm(1− v)
Jm+1 (ξpm)

Jm (ξpm)
,

L1 = −mM1, L2 = L1 +mγ20 − γ0
(
γ20 −m2(1− v)

) Im+1 (γ0)

Im (γ0)
,

Lpm = L1 −mξ2pm + ξpm
[
m2(1− v) + ξ2pm

] Jm+1 (ξpm)

Jm (ξpm)
.

(41)

Зв’язок iз розмiрною частотою виражатиметься формулою

(
ω2
m

)
роз =

D

ρ2a5
σ2m. (42)

З формули (42) випливає, що розмiрна частота прямо пропорцiйна величiнi
цилiндричної жорсткостi, обернено пропорцiйно густинi нижньої рiдини i обернено
пропорцiйна п’ятого ступеня радiуса цилiндра.

У разi виродження пластини в мембрану (D = 0) частотне рiвняння (30) у
безрозмiрному виглядi буде мати вигляд

1

σ2m
−

∞∑
p=1

E0
pm

σ2m − ξ3pm/ρ12
= 0. (43)

Тут ρ̃12 = ρ12 cothκ1pm + cothκ2pm.
Зв’язок iз розмiрною частотою виражатиметься формулою

(
ω2
m

)
роз =

T

ρ2a3
σ2m. (44)

З формули (44) випливає, що розмiрна частота прямо пропорцiйна величiнi
натягу, обернено пропорцiйно густинi нижньої рiдини i обернено пропорцiйна кубу
радiуса цилiндра.

Чисельнi дослiдження частотного рiвняння (30) з коефiцiєнтами (32), (34) i
(36) були проведенi для трьох способiв закрiплення пластини i найбiльш цiкавого
випадку одновузлового коливання пластини i рiдини (m = 1) при наступних зна-
чень безрозмiрних параметрiв: ρ12 = 0, 0.5, 1, 2; γ0 = 1..50; h̃i = 0.1, 0.5, 1.0, 1.5 з
урахуванням п’яти членiв в рядах цих рiвнянь.
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Випадок вiдсутностi верхньої рiдини (ρ1 = 0). Слiд зазначати, що в цьо-
му випадку для затиснутого края частотного рiвняння (30) з коефiцiєнтами (38)
спiвпадає з рiвнянням роботи [1].

На рис. 4–6 представленi графiки залежностi квадрата першої безрозмiрної
частоти вiд безрозмiрної величини γ0 для затиснутого краю (рис. 4), опертого
(рис. 5) i вiльного (рис. 6) для трьох значень безрозмiрної глубiни h̃2 = 0.1, 0.5, 1.0.
На цих рисунках h̃2 позначається як h2.

Рис. 4. Рис. 5. Рис. 6.

З рис. 4–6 випливає, що при зростаннi γ0 частоти зростають нелiнiйно. Це озна-
чає, що при збiльшеннi попереднього натягу пластини або при зменшеннi жорстко-
стi пластини частоти будуть зростати. При зростаннi глибини заповнення рiдини
частоти зростають i при h̃2 > 1.0 практично не змiнюються, а для вiльного краю
i при h̃2 > 0.5. При малих глибинах 0.5 < h̃2 < 1.0 частоти для затиснутого краю
i опертого близькi, а для вiльного краю значно вище. Найбiльшi частоти будуть
для вiльного краю, трохи меншi для затиснутого i найменшi – для опертого краю.

Випадок вiдсутностi нижньої рiдини (ρ2 = 0). Оскiльки g = 0, то в цьому
випадку i частотне piвняння i усi виводи збiгаються з виводами, яки були отриманi
для випадку вiдсутностi верхньої рiдини (ρ1 = 0).

Загальний випадок (ρ1 ̸= 0 i ρ2 ̸= 0). На рис. 7–9 представленi графiки
залежностi квадрата першої безрозмiрної частоти вiд безрозмiрної величини ρ12
для затиснутого краю, опертого (рис. 8) i вiльного (рис. 9) для трьох значень
γ0 = 5.0 (рис. 7), γ0 = 10.0 (рис. 8) i γ0 = 50.0 (рис. 9) при h̃1 = h̃2 = 1.0.

З рис. 7–9 випливає, що при зростаннi ρ12 частоти зменшуються нелiнiйно.
Це означає, що при зменшеннi попереднього натягу пластини або при збiльшен-
нi жорсткостi пластини частоти будуть зменшуватися i при малих значеннях γ0
можуть наблизитися до нуля, що буде пов’язано з нестiйкiстю сумiсних коливань
пластини i рiдини. Таким чином показано, що нестiйкiсть сумiсних коливань пла-
стини i рiдини може виникнути, коли бiльш важка рiдина знаходиться над менш
важкої рiдиною. Як i ранiше, при зростаннi γ0 частоти зростають i найбiльшi ча-
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Рис. 7. Рис. 8. Рис. 9.

стоти будуть для вiльного краю, трохи меншi для затиснутого та найменшi – для
опертого краю.

На основi проведених чисельних дослiджень можна зробити наступнi загальнi
висновки:

1. При зростаннi γ0
(
γ20 = Ta2

/
D
)

частоти сумiсних коливань пластини i рiдини
нелiнiйно зростають. Це означає, що при збiльшеннi попереднього натягу пластини
або при зменшеннi жорсткостi пластини частоти будуть зростати.

2. Глибини заповнення рiдин при h̃ ≥ 1 (i = 1, 2) майже не впливають на
частоти коливань.

3. При зростаннi ρ12
(
ρ12 = ρ1

/
ρ2
)

частоти зменшуються. Це означає, що при
зменшеннi попереднього натягу пластини або при збiльшеннi жорсткостi пластини
частоти будуть зменшуватися i при малих значеннях γ0 можуть наблизитися до
нуля, що буде пов’язано з нестiйкiстю сумiсних коливань пластини i рiдини. Таким
чином, нестiйкiсть коливань пластини i рiдини виникає, коли бiльш важка рiдина
знаходиться над менш важкої рiдиною.

4. Найбiльшi частоти будуть для вiльного краю, трохи меншi для затиснутого
i найменшi – для опертого краю.

7. Висновки.
У лiнiйнiй постановцi розглянуто задачу про коливання кругової пластини,

яка горизонтальної роздiляє iдеальнi нестисливi рiдини рiзної густини в жорстко-
му цилiндричному резервуарi. Для довiльних випадкiв закрiплення контурiв пла-
стини отримано частотне рiвняння власних спiльних коливань пластини i рiдини.
Детально розглянутi три основнi випадки закрiплення контурiв пластини: затис-
нений, опертий i вiльний край. Розглянуто рiзнi граничнi випадки: виродження
пластини в мембрану, її вiдсутнiсть, випадок вiдсутностi верхньої або нижньої рi-
дини, випадок невагомостi. На пiдставi чисельних дослiджень випадку невагомостi
i без масової пластини показано, що при збiльшеннi попереднього натягу пласти-
ни або при зменшеннi жорсткостi пластини частоти спiльних коливань пластини
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i рiдини будуть зростати. Глибини заповнення рiдин майже не впливають на ча-
стоти коливань, коли вони бiльше за радiус цилiндра. При зростаннi ваги верхньої
рiдини частоти зменшуються i при малих значеннях натягу пластини можуть на-
близитися до нуля, що буде пов’язано з нестiйкiстю сумiсних коливань пластини i
рiдини.
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Yu.M. Kononov, A.A. Zaretsky, S.V. Sapunov
On the oscillations of a circular plate that horizontally separates liquids of different
densities in a cylindrical tank.

The frequency equation of free oscillations of a circular plate that horizontally separates ideal incom-
pressible fluids of different densities in a cylindrical tank is obtained. The influence of the clamped,
supported, and free edges of the plate on the frequency spectrum of coupled oscillations of the plate and
the fluid is studied. Various limiting cases of the plate degenerating into a membrane, its absence, the
case of the absence of an upper or lower fluid, and the case of weightlessness are considered. Numerical
studies are carried out for the case of weightlessness and a massless plate. It is shown that instability
of coupled oscillations of the plate and the fluid can occur when a heavier fluid is above a lighter fluid.

Keywords: hydroelasticity, circular plate, ideal incompressible fluid, cylindrical cavity, free coupled
oscillations of the plate and fluid..

Iн-т прикл. математики i механiки НАН України, Слов’янськ
kononov.yuriy.nikitovich@gmail.com
zareckijandrej1@gmail.com
sapunov_sv@ukr.net

Отримано 01.10.25

153




