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Abstract. A numerically-analytical solution of a problem on non-stationary vibrations 

of the non-closed infinitely long cylindrical shell made of an electroelastic material with 
hinged ends is presented. The modes of direct and inverse piezoelectric effect are consid-
ered. The dynamic processes are modeled within the framework of the linear theory of thin 
electroelastic shells based on the generalized Kirchhoff-Love hypotheses. To meet the 
boundary conditions, the additional loads are introduced. Using the Laplace integral trans-
form, the problem is reduced to the system of Volterra integral equations. The numerical 
findings are presented in the form of plots, which are analyzed. 
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Введение. 
Область практического применения приборов и устройств, использующих в своих 

конструкциях пьезокерамические преобразователи энергии, в настоящее время доста-
точно широка [15]. Из всего многообразия конфигураций преобразователей к весьма 
распространенным относятся элементы в виде тонкостенных цилиндрических оболо-
чек, изучению динамического поведения которых уделяется большое внимание [4, 5, 
7, 18]. Особый интерес при этом представляют исследования колебаний при прило-
жении импульсных электромеханических нагрузок [1, 8, 16, 17]. Вместе с тем, оста-
ются открытыми вопросы поведения пьезокерамических элементов с конструктивны-
ми особенностями при различных вариантах их закрепления.  

В данной работе исследованы деформации цилиндрической полосы из пьезоак-
тивного материала с шарнирно закрепленными продольными краями как при ее меха-
ническом, так и электрическом импульсном нагружении. Среди публикаций отметим 
[6, 11 – 14], которые посвящены изучению связанных электроупругих процессов в 
близких по форме пьезопреобразователях. 

 
1. Постановка задачи. 
Рассмотрим незамкнутую бесконечно длинную круговую цилиндрическую обо-

лочку с центральным углом 02θ  (рис. 1). Оболочка состоит из тонких, жестко соеди-

ненных между собой, внутреннего электроупругого и внешнего упругого слоев с 
толщинами ph  и mh , при этом радиус поверхности соединения слоев равен 1R . На 
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поляризованный по толщине электроуп-
ругий слой нанесены сплошные, беско-
нечно тонкие электроды, внутренний из 
которых заземлен, а электрический по-
тенциал на внешнем электроде обозна-
чим через V . На области с центральным 
углом 22 , расположенной симметрично 

от краев, действует равномерно распре-
деленное давление интенсивностью 0p  

(рис. 1). Граничные образующие оболоч-
ки шарнирно закреплены. 

Цель работы – определение характе-
ристик переходного процесса биморфного преобразователя как в случае работы пьезо-
активного слоя в режиме обратного пьезоэлектрического эффекта, так и прямого. 

Начальные условия считаем нулевыми (до момента 0t   преобразователь нахо-
дится в состоянии покоя). 

 
2. Уравнения движения. 
В рамках гипотез Кирхгофа – Лява, обобщенных на случай электромеханики, ис-

ходная система уравнений движения биморфного цилиндрического пьезопреобразо-
вателя имеет вид [8] 
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Здесь w  и 0u , zq  и q  – нормальные и тангенциальные составляющие вектора пере-

мещений поверхности приведения [9] и внешней нагрузки, соответственно; V  – 

функция, описывающая профиль электрического потенциала на внешнем токопрово-
дящем покрытии; p 0 p 2a z h   – расстояние между поверхностью приведения, 

имеющей радиус кривизны 0 1 0R R z  , и срединной поверхностью электроупругого 

слоя. 
Положив расстояние 0z  между поверхностями приведения и соединения слоев 

(рис. 1) равным  2 2
1p p 1m m 2 Nc h c h D , можно обеспечить наиболее простую связь ме-

жду усилиями и деформациями [9] 
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Электрическая индукция не зависит от толщинной координаты и определяется 
выражением 
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Расчетные формулы для постоянных коэффициентов таковы: 
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Рис. 1 
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1p p 1m mND c h c h  ; 1p p 1m mD c J c J D    ;  2
1 3 p0D e J  ; 

  33
p 0 0 p 3J z z h   ;   3 3

m 0 m 0 3J z h z   ; 3
p0 p 12J h ; 

 1 D D     ;  j 2
1j 111 1c s   ;  1 1p 31 1e c d   ;  3 33 31 1 331 2T Td e    ; 

j
11s ,   – упругие податливости и коэффициент Пуассона материалов ( j = m, p );   

31d , 33
T  – пьезомодуль и диэлектрическая проницаемость пьезокерамики. 

Уравнения движения (1) дополним нулевыми начальными условиями  
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и механическими граничными – 

0
0w    ;  

0
0 0u    ; 

0
0M    ,                              (4) 

соответствующими условию шарнирного закрепления краев (рис. 1). 
Форма электрических граничных условий зависит от вида электродирования пье-

зокерамического слоя и способа подвода (съема) электрической энергии. Если поло-
жить, что сплошные электроды подключены к генератору напряжений или закороче-
ны, то функцию 

   ,V t V t                                                           (5') 

в системе (1) принимаем заданной. Если электроды разомкнуты или подключены к 
электронному устройству с бесконечно большим входным сопротивлением, то необ-
ходимо выполнение равенства нулю погонного тока смещения через срединную по-

верхность пьезослоя, т.е. 0
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  . Тогда на основании (3) получим следую-

щее выражение для неизвестной разности потенциалов: 
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Соотношения (1), (4), (5'), (5'') представляют собой полную систему уравнений 
связанных колебаний исследуемого биморфного электроупругого преобразователя. 

Заметим, что в уравнениях время t  отнесено к 0 h NR D ; перемещения w , 0u  –  

к 0R . 

 
3. Методика решения задачи. 
Для шарнирно закрепленных граничных образующих рассматриваемой оболочки, 

с учетом симметрии ее деформирования относительно сечения 0   (рис. 1), функ-
ции w  и 0u  представим в виде 
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( kc , kb  – неизвестные коэффициенты;  0 0,    ;  2 1 2K k  ; 0N   ). 

Электрический потенциал также задаем в виде тригонометрического ряда Фурье 
по четным функциям, т.е. 
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коэффициенты которого на основании равенств (5)', (5)'' могут быть выражены через 
функцию V  – 0 02sinkv V KN KN   . 

Разложения (6) и (7) не позволяют полностью обеспечить выполнение условий 
(4). Поэтому для удовлетворения равенства 

0
0 0u     присоединим к заданной ме-

ханической нагрузке 0p  дополнительные тангенциальные усилия 1q , распределенные 

на малых полосах шириной   в окрестности сечений 0    и подлежащие опре-

делению. Такой прием использован, в частности, авторами монографии [3] при реше-
нии задачи о неустановившихся осесимметричных деформациях механически нагру-
женной упругой пластины. 

В результате компоненты механической нагрузки 

   0 2zq p t H     ;        1 0signq q t H           , 

где H  – единичная функция Хевисайда, также могут быть представлены в форме, 
аналогичной (6), т.е. 
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( 0 2 02sinkf p KN KN    ; 0 0 0 02sinkg N KN R    ). 

Здесь уже выполнен предельный переход к сосредоточенным в сечениях 0    уси-

лиям 0 1 0
0
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  . 

После подстановки разложений (6) – (8) в трансформированную по Лапласу сис-
тему (1) получаем алгебраическую систему уравнений относительно изображений 
искомых коэффициентов kc  и kb  
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где s  – параметр преобразования;  1
k  KN  2 21 K N ;  2

k 1  4 4K N ;  3
k   

= 2 2K N  1  ;    4 2 2
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Решение системы (9) принимает вид 
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Далее, используя обычные правила операционного исчисления, осуществляем пе-
реход в пространство оригиналов. Тогда имеем 
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где обозначено    
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f I f I t d     ; подынтегральные функции I  получены в 
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 ( , 1,2j  ; j  ; 1r  );  j

k  – модули мнимых корней биквад-

ратного уравнения   0kD s  . 

В случае электромеханического возбуждения преобразователя функции 0p  и V , 

входящие в (11), предполагаются заданными, а неизвестное усилие 0N  находим из 

условия 
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представляющего собой интегральное уравнение Вольтерра I-го рода. 
Если электроупругий слой находится в режиме прямого пьезоэффекта (имеет ме-

сто режим «холостого хода»), то как 0N , так и V , – неизвестны. Для их вычисления 

составляем систему интегральных уравнений, первое уравнение которой сохраняет 
вид (12), а второе получаем подстановкой (11) в формулу (8) с учетом представлений 
(6) 

 4 02

11 0

sin
k k

k

KN
V c

KN




 




   .                                                 (13) 

Решение системы интегральных уравнений (12), (13) выполняем численно с ис-
пользованием специальных регуляризирующих алгоритмов [10], устойчивых к вы-
числительным погрешностям. 

После определения значений 0p , 0N  и V  производим их подстановку в соотно-

шения (11) и, используя полученные формулы, рассчитываем компоненты вектора 
перемещений (6). 

 
4. Числовые результаты и их анализ. 
Числовые данные получены для незамкнутой оболочки с длиной направляющей 

0l , равной 1 02R =104,7 мм, которая составлена из слоя пьезокерамики марки PZT-5 c 

ph =2 мм и слоя титанового сплава ВТ-6 ( mh = ph /2) со следующими материальными 

характеристиками: р=7600 кг/м3; p
11s =15,410–12 м2/Н;  =0,331; 13d =–17810–12 Кл/H; 

33
T =17500, 0=8,8510-12 Ф/м; m =4450 кг/м3; m

11s =8,8510-12 м2/Н. 

При выполнении расчетов в рядах (6) – (8) удержано 40 членов, что обеспечивает 
приближение к сумме ряда с погрешностью не более 3 %. Точность расчетов также 
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контролировалась варьированием шага дискретизации временного интервала при 
численном решении интегральных уравнений (12), (13). 

В качестве тестового примера рассмотрено поведение незамкнутой биморфной 
оболочки с относительно большим радиусом 1 50R   м, на которую действует давле-

ние ступенчатого профиля    4
0 10p t H t   Н/м2. При этом электроды являются ко-

роткозамкнутыми ( 0V  ), а область приложения механической нагрузки определяет-
ся центральным углом 2 02  . Очевидно, что для принятого значения 1R  и соотно-

шения 


 0 p ml h h  преобразователь подобен асимметричной биморфной полосе ши-

риной 


0 0l l , математическая модель для которой описана в работе [2]. Рассчитанные 

по формулам (6) и (11) и изложенной в [2] методике нормальные перемещения в эк-
видистантном от краев сечении хорошо согласуются между собой (в настоящей рабо-
те они не приведены) и с достаточной степенью точности могут быть описаны урав-

нением   st 1 cos 2w w t T  , где st 0,0478w    мм – статический прогиб в отме-

ченном сечении, возникающий при действии механической нагрузки 4
0 10p   Н/м2 на 

области  2 2;    ; 2,03T   мс – период низшей формы собственных колебаний 

биморфной полосы при V = 0 [2]. 
С увеличением кривизны рассматриваемого преобразователя максимальные зна-

чения радиального перемещения в сечении 0   для принятой ранее механической 
нагрузки, действующей на прежней области, существенно уменьшаются. В частности, 
при 1 0,05R   м ( 0 3  ) и работе электроупругого слоя в режиме прямого пьезо-

эффекта амплитуда  0,w t  уменьшилась в ≈77 раз, а период основной формы коле-

баний – в 8 (кривая 1, рис. 2, а). Возникающая при этом разность потенциалов между 
электродами пьезокерамического слоя изображена кривой 1 на рис. 2, б. 
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Рис. 2 

 
Отметим, что на рис. 2 функция  0,w t  отнесена к stw , а  V t  – к разности по-

тенциалов stV  между разомкнутыми электродами биморфной полосы при действии 

статической механической нагрузки 0p  ( st 62,5V   В). 

На рис. 2, а сплошная кривая 2 иллюстрирует реакцию преобразователя с 

1 0,05R   м на мгновенно приложенный постоянный электрический потенциал – 

   stV t V H t   . Кривая 2 свидетельствует, что при электрическом возбуждении 

преобразователя изменение во времени перемещения (0, )w t  носит более сложный 

характер (в сравнении с кривой 1). Более высокочастотные колебания соответствуют 
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первому члену в разложениях (6), (7). Форма кривых, на которые накладываются эти 
колебания, при выбранном варианте закрепления и ее нагружения оболочки опреде-
ляются преимущественно членами с 2k  . 

Для оценки достоверности результатов (рис. 2) эти задачи были решены в про-
граммном комплексе, основанном на методе конечных элементов. Полученные чи-
словые значения изображены соответствующими штриховыми кривыми и обозначены 
цифрой со штрихом. Возможной причиной различия результатов является использо-
вание в модели электроупругого преобразователя предположения, согласно которому 
его сдвиговая жесткость является бесконечной. Однако, в целом можно утверждать об 
удовлетворительном качественном и количественном совпадении графиков как ради-
ального перемещения (рис. 2, а), так и разности потенциалов (рис. 2, б). 

 
Выводы. 
В работе получено решение задачи о нестационарном деформировании двухслой-

ного электроупругого преобразователя в виде незамкнутой цилиндрической оболоч-
ки. При решении задачи применен способ введения дополнительной нагрузки, необ-
ходимой для удовлетворения кинематических условий на краях оболочки. В матема-
тическом смысле задача сведена к системе интегральных уравнений во времени, по-
лученных на основе граничных условий. Проведенные расчеты показали эффектив-
ность разработанного численно-аналитического метода расчета механических и элек-
трических характеристик исследуемого переходного процесса. Проверка достоверно-
сти результатов осуществлена решением тестовой задачи о колебаниях биморфной 
асимметричной полосы и сравнением с конечно-элементными решениями. 

Отметим, что на основе представленных в данной работе соотношений можно 
рассмотреть как другие варианты закрепления граничных образующих биморфной 
оболочки, так и геометрию электродирования ее электроупругого слоя. Полученные 
результаты могут быть использованы при решении прикладных задач активного 
управления нестационарными колебаниями конструктивных элементов в виде не-
замкнутых цилиндрических оболочек. 

 
Р Е ЗЮМ Е . Представлено чисельно-аналітичне розв’язання задачі про нестаціонарні коливан-

ня незамкненої нескінченної циліндричної оболонки з електропружного матеріалу для шарнірно 
закріплених граничних країв. Розглянуто режими прямого і зворотного п'єзоелектричного ефекту. 
Динамічні процеси моделюються в рамках лінійної теорії тонких електропружних оболонок, засно-
ваної на узагальнених гіпотезах Кірхгофа – Лява. Для задоволення граничних умов введені додаткові 
навантаження. З використанням інтегрального перетворення Лапласа задача зведена до системи інте-
гральних рівнянь Вольтера. Числові результати наведені у вигляді графіків та дано їх аналіз. 
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