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Abstract. A solution of a problem on the forced vibrations of longitudinally stiffened 
cylindrical shell with elliptic cross section is considered for the case of nonstationary load-
ing. A statement of the problem is given and a numerical algorithm of its solving is elabo-
rated. A system of differential equations is based on using the theory of orthotropic shells 
and rods of Timoshenko type. An example of dynamical behavior of the shell in hand is 
studied numerically. 
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Введение. 
Задачам вынужденных колебаний подкрепленных оболочек при действии различ-

ного вида нагрузок посвящено значительное количество публикаций. Постановка за-
дач для оболочек с учетом дискретного расположения ребер в классической поста-
новке (модель оболочек Кирхгофа – Лява, модель стержней Кирхгофа – Клебша) дана 
в [1]. В уточненной постановке (модель оболочек и стержней, основанная на гипоте-
зах Тимошенко) уравнения колебаний приведены в [3]. В указанной монографии рас-
смотрены задачи динамического поведения подкрепленных оболочек канонической 
формы (цилиндрические, конические и сферические подкрепленные оболочки). 

Решение задач динамического поведения подкрепленных цилиндрических оболо-
чек эллиптического сечения является достаточно сложным как и в постановке, так и в 
его реализации. Задача определения параметров напряженно-деформированного со-
стояния дискретно подкрепленной цилиндрической оболочки эллиптического сечения 
включает три основные составляющие части: расчет вынужденных колебаний, учет 
геометрии конструкции неканонического вида (в данном случае цилиндрические обо-
лочки эллиптического сечения) и влияние подкреплений с учетом дискретного раз-
мещения ребер [4]. В такой постановке исследования практически отсутствуют. В 
основном, в работах [6 – 20] рассмотрены свободные и вынужденные колебания глад-
ких цилиндрических оболочек эллиптического сечения или колебания подкрепленных 
цилиндрических оболочек кругового сечения. Практически отсутствуют работы по 
динамическому поведению подкрепленных цилиндрических оболочек с эллиптичес-
ким поперечным сечением при нестационарных нагрузках. 

Ниже в рамках модели теории ортотропных оболочек и стержней с привлечением ги-
потез Тимошенко приведена постановка задачи о вынужденных колебаниях ортотропной 
подкрепленной цилиндрической оболочки с эллиптическим поперечным сечением, по-
строен численный алгоритм решения задачи, проведен анализ численных результатов. 

1. Постановка задачи. Основные уравнения. 
Рассмотрим подкрепленную цилиндрическую оболочку с эллиптическим попе-

речным сечением при действии распределенной внутренней нагрузки 3 1 2( , , )P s s t  
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( 1 2,s s  и t  – пространственные и временная координаты). При постановке задачи 

учитываем дискретное расположение продольных ребер [2, 3]. 
Коэффициенты первой квадратичной формы и кривизны координатной поверх-

ности исходной оболочки принимаем в следующем виде: 

1 11; 0;A k    2 2 2 2 1/2
2 2 2( cos sin ) ;A a b    

2 2 2 2 3/2
2 2 2( cos sin ) ;k ab a b      1 1 1 2 2 2, ,s A s A                        (1) 

где a  и b – полуоси эллипса, который характеризует поперечное сечение цилиндри-
ческой оболочки. 

Для вывода уравнений колебаний подкрепленной цилиндрической оболочки ис-
пользуем вариационный принцип стационарности Гамильтона – Остроградского [2]. 
После стандартных преобразований в вариационном функционале, с учетом условий 
контакта оболочка – ребро [1, 2], получим две группы уравнений: 

1) уравнения колебаний гладкой цилиндрической оболочки с эллиптическим по-
перечным сечением 

2
11 1

2
1 2

;
T S u

h
s s t

  
 

  
  

2
22 2

2 23 2
1 2

;
S T u

k T h
s s t

  
  

  
 

2
13 23 3

2 22 3 1 2 2
1 2

( , , ) ;
T T u

k T P s s t h
s s t

  
   

  
                                  (2) 

3 2
11 1

13 2
1 2

;
12

M H h
T

s s t

  
  

  
  

3 2
22 2

23 2
1 2

;
12

H M h
T

s s t

  
  

  
 

2) уравнения колебаний i -го ребра, расположенного вдоль оси 1s : 
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В уравнениях (2), (3) 1 2 3 1 2, , , ,u u u    – компоненты обобщенного вектора перемеще-

ний срединной поверхности оболочки; , i  – плотности материала оболочки и i -го 

ребра, соответственно; h  – толщина оболочки; 0,5( )ci ih h h  ; ih – высота попереч-

ного сечения i -го ребра. Величины [ ]f f f   , где f   – значения функций справа 

и слева от i -й линии разрыва (линия проецирования центр тяжести i -го ребра на сре-
динную поверхность цилиндрической оболочки). 

Связь величин усилий – моментов в уравнениях колебаний для ортотропной обо-
лочки (2) с соответствующими величинами деформаций имеет такой вид: 

   11 11 11 2 22 22 22 22 1 11; ;T B T B                                      (4) 
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В соотношениях (4) введены следующие обозначения: 
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где 1 2 12 13 23 1 2, , , , , ,E E G G G    – физико-механические параметры ортотропного мате-

риала оболочки. 
Величины усилий – моментов в уравнениях колебаний для i -го ребра (3) связаны 

с соответствующими величинами деформаций согласно соотношениям 

11 11 12 12 13 13; ; ;i i i i i i i i i i i iT E F T G F T G F      

11 1 11 12 12; ;i i i i i i cri iM E I M G I     1 1 2 2
11 22

1 1 2 1

; ;i ci i ci

u u
h h

s s s s

     
   
   

 

3 1 2
13 1 11 11

1 1 1

; ; .i i

u

s s s

      
   

  
                                      (5) 

В соотношениях (5) ,i iE G  – физико-механические параметры материала ребра; 

1, ,i i criF I I  – геометрические параметры поперечного сечения i -го ребра.  

Уравнения колебаний (2) – (5) дополняем соответствующими граничными и на-
чальными условиями [3]. 

2. Численный алгоритм решения задачи. 
Алгоритм решения начально-краевой задачи (2) – (5) основан на применении интег-

ро-интерполяционного метода построения разностных соотношений по пространствен-
ным координатам 1s , 2s  и явной аппроксимации по временной координате t  [2, 7]. 

Основные разностные уравнения на дискретной сетке ( , , )k l t  принимают такой вид: 

для уравнений (2) – 
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. . . . . . . 
для уравнений (4) – 
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В уравнениях (6), (7) принято: 1 2,s s  – разностные шаги по пространственным ко-

ординатам 1 2,s s ; индексы , 1 / 2, , 1 / 2,k k l l n   относятся к кинематическим и сило-

вым величинам в дискретных точках пространственных координат 1 2,s s  и временной 

координаты t . Обозначения разностных производных по пространственным и 
временной координате введено согласно [7]. 

3. Числовые результаты. 
Как числовой пример, рассмотрена задача динамического поведения продольно 

подкрепленной ребрами цилиндрической панели с эллиптическим поперечным сече-
нием при распределенной внутренней импульсной нагрузке. Принято, что все сторо-
ны цилиндрической панели жестко защемлены. Продольное ребро при 10 s L   рас-

положено в сечении 2 0s  . 

Распределенная импульсная нагрузка 3 1 2( , , )P s s t  задана в виде 

 3 1 2( , , ) sin ( ) ( ) ,
t

P s s t A t t T
T

       

где A – амплитуда нагрузки; T – длительность нагрузки. (В расчетах принято 610A  Па; 
650 10T   с). 

Решение задачи получено при следующих геометрических и физико-механичес-

ких параметрах оболочки: 10
1 2 7 10E E   Па; 1 2 0,3   ; 210h  м; 0,4L  м.  

Параметры эллиптичности поперечного сечения приняты в виде: 1) 0,1a b  ;  

2) 1,1a b ; 3) 1,2a b ; для подкрепляющего ребра принято: ; ; ;i i i i iE E F a h a h    

2 .ih h  

Конкретные расчеты проведены для трех вариантов эллиптичности поперечного 
сечения цилиндрической панели: 1) a b ; 2) 1,1a b ; 3) 1,2a b . Расчеты проведе-

ны для области  1 2 20 , 0 / 8D s L s A      . Их результаты представлены в виде 

графиков. 
На рис. 1 – 8 приведены результаты численных расчетов для величин 3 22 22, ,u   . 

Учитывая, что исходная задача является многопараметрической (в разные моменты 
времени t   кинематические и силовые параметры принимают разные значения по 
координатам 1s  и 2s ), в дальнейшем рассматриваем зависимости искомых величин в 

моменты времени достижения ими максимальных значений по модулю. Рис. 1 соот-
ветствует зависимости перемещения 3u  в сечении 2 0s   (место расположения под-

крепляющего ребра) вдоль координаты 1 1(0 )s s L   в момент времени 2,5t T . 

На рис. 2 показаны зависимости величин 3u  в сечении 2 2 /16s A   вдоль координаты 

1s  в момент времени 4,5t T . Обозначения на рис. 1, 2 следующие: кривая 1 соот-

ветствует случаю / 1a b  ; кривая 2 – / 1,1a b  ; кривая 3 – / 1,2a b  . 
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На рис. 3 приведены зависимости величин 3u  от времени t  в точке 1 / 2,s L  

2 0s   (в точке середины подкрепляющего ребра). Кривая 1 соответствует случаю 

/ 1a b  ; кривая 2 – / 1,1a b  . На рис 4 приведены зависимости величин 22  от про-

странственной координаты 1s  в сечении 2 0s   при различных значениях отношения 

/a b (1 – t = 10,5T, 2 – t = 8,25T, 3 – t = 9T); кривая 1 соответствует случаю / 1a b  ; 
кривая 2 – / 1,1a b  ; кривая 3 – / 1,2a b  . 

   
   Рис. 3                                                                 Рис. 4 

  

Рис. 5                                                                Рис. 6 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 
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Рис. 7                                                                Рис. 8 

 
На рис. 5 приведены зависимости величин 22  от временной координаты t  в точ-

ке ( 1 / 2s L ; 2 0s  ) при различных значениях отношения /a b  (кривая 1 соответст-

вует случаю / 1a b  ; кривая 2 – / 1,1).a b   На рис. 6 приведены зависимости вели-

чин 22  от пространственной координаты 1s  в сечении 2 2 /16s A   при различных 

значениях отношения /a b  в момент времени 9t T (обозначения на рисунках со-
гласно рис. 1 – 2). 

На рис. 7 приведены зависимости величин 22  от пространственной координаты 

1s  в сечении 2 2 /16s A   при различных значениях отношения /a b  в моменты дос-

тижения ими максимальных величин (1 – 9,375T; 2 – 8,125T; 3 – 9T). На рис. 8 приве-
дены зависимости величин 22  от пространственной координаты 1s  в сечении 2 0s   

при различных значениях отношения /a b  в момент времени t T  (обозначения на 
рис. 7, 8 – согласно обозначениям рис. 1, 2). 

Выводы. 
Получено численное решение задачи о вынужденных колебаниях продольно под-

крепленных цилиндрических оболочек с эллиптическим поперечным сечением при 
действии нестационарной нагрузки. Развит численный алгоритм решения данного 
класса задач. Представлены числовые результаты и дан их анализ. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Отримано чисельний розв’язок задачі про вимушені коливання повздовжньо під-

кріпленої циліндричної оболонки з еліптичним поперечним перерізом під дією нестаціонарного на-
вантаження. Дано постановку задачі та розроблено чисельний алгоритм її розв’язання. Система ди-
ференціальних рівнянь базується на використанні теорії ортотропних оболонок і стержнів з прийнят-
тям гіпотез Тимошенка. Досліджено динамічну поведінку оболонки. 
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