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Abstract. The exact solution of two axisymmetric problems of the theory of elasticity 
for the solid and hollow cylinders of finite length is constructed with allowance for their 
specific weight and using the finite Hankel integral transform. The conditions of sliding 
support on the bottom backing and the lateral faces are given. The upper backing is loaded 
by axisymmetric normal and tangential forces. The transforms of displacements and stresses 
are obtained. The results of numerical evaluations of normal stresses on the cylindrical sur-
faces of external and internal cylinders are shown in the form of plots for different ratios of 
height.  
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Введение. 
Осесимметричным задачам для упругих цилиндров конечной длины, сплошных и 

полых, посвящена довольно обширная литература. Состояние проблемы до 1963 года 
освящена в обстоятельном обзоре [1]. Этим задачам посвящена значительная часть 
монографии [5]. Там же приводится обзор работ, опубликованных после 1963 г. Во 
всех публикациях, в том числе и выполненных в последнее время, не учитывается 
действие объемных сил, например, удельного веса материала цилиндров. Исключение 
составляют работы [13] и [7,8]. В первой из них дано численное решение задачи о 
напряженном состоянии полого цилиндра под действием собственного веса материа-
ла. При этом внутренняя цилиндрическая поверхность и верхний торец цилиндра – 
свободны, а вторая цилиндрическая поверхность и нижний торец – защемлены. В ра-
боте [7] намечен путь получения точного решения для сплошного цилиндра под дей-
ствием собственного веса, когда на цилиндрической поверхности и на нижнем торце 
цилиндра выполнено условие скользящего закрепления (нормальное смещение и ка-
сательные напряжения равны нулю), а верхний торец цилиндра загружен нормальной 
и касательной нагрузкой. В работе [8] построено решение задачи для сплошного ци-
линдра с защемленной цилиндрической поверхностью под действием силы веса и 
нормальной нагрузки, приложенной к верхнему основанию. Отметим работы [3, 14, 
15], посвященные разработке аналитических и аналитико-численных методов реше-
ния задач для упругих цилиндров. В остальных публикациях [12, 16, 18 – 20] предло-
жены различные приближенные аналитические или численные методы решения про-
блемы при различных граничных условиях.  

Цель настоящей работы – указать граничные условия для цилиндров, находящих-
ся под действием удельного веса, при которых можно получить точное решение и его 
построить. Тем самым обобщить и дать численную реализацию метода работы [7].  
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К направлению получения  точных решений относятся работы [2, 4]. В [2] построено 
точное решение для сплошного цилиндра без учета удельного веса, у которого на ци-
линдрической поверхности заданы не нулевые нормальное смещение и касательные 
напряжения, а на торцах заданы нормальные и касательные напряжения. Использован 
метод, отличный от примененного в работе [7] и в настоящей работе. В публикации 
[4] для получения точных решений использован аппарат р-аналитических функций. 
При этом на торцах заданы ненулевые нормальные смещения и касательные напря-
жения, а на цилиндрических поверхностях могут выполняться такие условия: а) зада-
ны ненулевые нормальные смещения и касательные напряжения; б) заданы не нуле-
вые нормальные напряжения и касательные смещения; в) заданы ненулевые нормаль-
ные и касательные напряжения; г) заданы нормальные и касательные смещения (не 
нулевые); д) на внутренней цилиндрической поверхности заданы нормальные и каса-
тельные смещения, а на внешней – нормальные и касательные напряжения. Следует 
отметить, что задание на грани цилиндра нулевых нормальных смещений и касатель-
ных напряжений соответствует условию скользящего закрепления, т.е. эта грань ци-
линдра находится в контакте с абсолютно жестким гладким телом. Как практически 
осуществить граничные условия, когда указанные величины отличны от нуля, авторы 
работ [2,4] не объясняют, впрочем, как и условия задания на грани нормальных на-
пряжений и касательных смещений.  

 
§1. Постановка задачи. 
Рассмотрим две осесимметричные задачи для сплошного (задача І) и полого (за-

дача ІІ) цилиндров, заданых в цилиндрической системе координат соотношениями 
0 r a   (задача І), 0 10 a r a    (задача ІІ), , 0 z h       . Искомыми функ-

циями в этих задачах являются смещения  ,ru r z  и  ,zu r z , которые должны удов-

летворять осесимметричным уравнениям Ламе с объемными силами в виде удельного 
веса  
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где    1
0 0 01 2 ;1 2 1 ;           – коэффициент Пуассона; G – модуль сдвига 

и   – удельный вес материала. 

Напряжения выражаются формулами 
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Примем, что цилиндр опирается на абсолютно жесткое гладкое основание, т.е. на 
нижнем основании z = 0 имеем 

0
0z z
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К верхнему основанию z = h приложены осесимметричные нормальная и касательная 
нагрузки    ,z zrz h z h

p r q r      . 
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На цилиндрических поверхностях kr a  (k = 1 для задачи I и k = 0,1 для задачи II) 

заданы условия скользящего закрепления  
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Перейдем к безразмерным координатам r
a   и z

h   и величинам 

           , , , , , , , ,r z ru u a h w u a h a h                 и т.д. Система урав-

нений Ламе примет вид 
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                    (1.1) 

Краевые условия на нижнем и верхнем основаниях запишем в виде 
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где        ,P p a Q q a     . 

Краевые условия на боковых поверхностях примут вид:  
для задачи I 

1
1

0, 0
w

u 




 


,                                                (1.4) 

для задачи II 
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Решения поставленных краевых задач удобней строить в виде 
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где    ,u     и    ,w     – решение неоднородной системы уравнений Ламе (1.1) 

при однородных краевых условиях (1.2) – (1.5) (при P = Q = 0), а    0 ,u    и 

   0 ,w    – решение однородной системы уравнений Ламе (1.1) (при 0  ), удовле-

творяющее краевым условиям (1.2) – (1.5). 
Непосредственной подстановкой можно убедиться, что функции 
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удовлетворяют требуемым условиям. При этом для напряжений в цилиндре, вызы-
ваемых удельным весом цилиндра, имеем формулы 
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Для случая, когда к верхнему основанию 1   приложена только равномерно 
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будут решениями поставленной выше задачи, в чем несложно убедиться непосредст-
венной проверкой. Причина, почему сформулированные задачи допускают элемен-
тарное решение, объяснена в работе [7]. 

Таким образом, для рассматриваемого частного случая загружения цилиндра ре-
шение задачи определим формулами 
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§2. Методика решения задачи. 

Для общего случая загружения следует определить решение    0 ,u    и 

   0 ,w    однородной системы уравнений Ламе (1.1). Учитывая краевые условия 

скользящей заделки (1.4) и (1.5), воспользуемся конечными интегральными преобра-
зованиями Ханкеля (они выписаны в форме, вытекающей из метода работы [6]).  

Для задачи I имеем: 
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где  0 0, 1,2,...k k    – положительные корни уравнения  1 0;J    содержащиеся 
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Для задачи II: 
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где  
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 0 0, 1,2,...k k    – положительные корни уравнения 
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Здесь  mJ z  и  mN z  – функции Бесселя и Неймана. 

Для интегральных преобразований (2.2) и (2.4) 0 0   является собственным чис-

лом, т.е. решением уравнений  1 0J    и        1 1 1 1 0,J b N N b J         соот-

ветственно. Ему отвечают собственные функции 1 и 2
 , получаемые предельным 

переходом при 0   из функций  0J   и  0 ;y   . 

Применяя указанные интегральные преобразования к однородной системе урав-
нений Ламе (1.1) и краевым условиям (1.2) и (1.3) (краевые условия (1.4) и (1.5) при 
этом будут удовлетворены), приходим к одномерной краевой задаче. При k = 0 она 
имеет вид 

   0 "
0 0, 0 1w     ; 

         
0 0 ' 1 0

0 0
0

0 0, 1
1

a P
w w

G 
  


, 

где  
1

0
0

P P d     – для задачи I и  
1

0
2

b

P P d  


   – для задачи II.  

Ее решением будет функция      
0 0

0
01

h P
w

G




 


. 

Отметим, что соответствующее ей слагаемое в формулах обращения (2.2) и (2.4) 

при   *P P   дает элементарное решение (1.7). 

При k = 1,2,… для обеих задач получаем одномерную краевую задачу 

             
             

0 " 0 0 '2
0 0

0 ' 0 " 02 2
0 0

1 0;

1 0;

k kk k k

k kk k k

u u w

u w w

       

       

   

   
                      (2.6) 

       0 ' 00 0; 0 0;k ku w   
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                 0 0 ' 0 ' 01 1

0

1 1 1 ; 1 1 ,
2k k k kk k k k

a a
u w P u w Q

G G
    


            (2.7) 

где для задачи I имеем        
1 1

0 1
0 0

,k k k kP P J d Q Q J d            , а для зада-

чи II –        
1 1

0 1; , ;k k k k
b b

P P J d Q Q y d            . 

Решение полученной краевой задачи строим по схеме [17, §3]. Запишем систему 
(2.6) в векторном виде 

       " ' 0k k k kL A B C      y y y y ,                                        (2.8) 

где  

 
   
     

0 2

20
0

0
, ,

0 1

k
k

k

u
A

w




 

   
    

     
y  

  2
0 0

2
0

0 1 0
, .

0 0

k k

k k

B C
   

  

    
         

 

Для получения решения уравнения (2.8), следует построить решение матричного 
уравнения 

  0LY   .                                                    (2.9) 

Для этого сформируем матрицу 

   
 

2 2 2
0 02

2 2 2
0 0

1

1

k k

k k

s s
M s As Bs C

s s

    

    

   
    
   

. 

Тогда решение матричного уравнения (2.9) имеют вид    11

2
s

c

Y e M s ds
i




  , 

где матрица  1M s  – обратная к матрице  M s , а С – замкнутый контур, охваты-

вающий полюсы матрицы  1M s . Определив 

 
  

 
 

2 2 2
0 01

2 2 22 2 2
0 00

11

11

k k

k kk

s s
M s

s ss

    

      


  
 
      

 

и вычисляя контурный интеграл при помощи теоремы о вычетах с учетом того, что 

подынтегральная функция имеет полюсы второй кратности в точках ks 
  , полу-

чим решения 

 
 

 

 
2

3 4

8 1 3 4

k

k

k

e
Y

 


  



    




   
 
      
 

; 
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 
 

 

 
2

3 4

8 1 3 4

k

k

k

e
Y

 


  



    





    
 
     
 

, 

первое из которых растет на бесконечности, а второе убывает там. Тогда общее реше-
ние векторного уравнения (2.8) будет определяться формулой 

     1 3

2 4
k

C C
Y Y

C C
      

    
   

y , 

где  1,4kC k   – произвольные постоянные.  

Определив их из краевых условий (2.7), получим выражения для трансформант 
смещений в виде 

       0 *1

2 k k k kk
a

u P A Q A
G

      ; 

       0 *1
* , 1,2,...;

2 k k kk
a

w P B Q B k
G

         

     1 1 2k k k k k k
k k

k

A ch ch sh sh sh ch
           
      

  
     

 
; 

     

     

* 1

1

2 1 ;

2 1 ;

k k k k k k
k k

k

k k k k k k
k k

k

A sh ch ch sh ch ch

B ch sh sh ch sh sh

           
      

           
      





 
     

  

 
     

 

   (2.10) 

     * 1 1 2 ;k k k k k k
k k

k

B sh sh ch ch ch sh
           
      

  
     

 
 

  .k k
k k ch sh

   
 

    

Воспользовавшись формулами обращения (2.1) – (2.2) для задачи I и (2.3) – (2.4) 

для задачи II, получим выражение для смещений    0 ,u    и    0 ,w   .  

Так, например, для задачи II получим равенства 

   
  

 
 

   0 0 *0 1
22

10 0

;
,

21 1 ,

k
k k k k

k k

yh P a
w P B Q B

GG b y

     
  





      
 . 

§3. Анализ решения задачи I и числовые результаты. 
 
Для анализа построенного решения необходимо задать конкретный вид прило-

женной нагрузки. Примем для задачи I: 

     2 2
* 1 *1 ; 0 (P P a Q P      – const).                               (3.1) 
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Их трансформанты Ханкеля –  

 
2 2
1 1

0 * * 02

2
; ; 0; 1,2,...

4 k k k
k

a a
P P P P J Q k


     . 

Тогда получим равенства 

       

 
 

3
0 1 01 *

2
21

1

, ;k k
k

k
k k

J Ja P
u A

G J

  
  

  




    

     
   

 
 

2 3
0 0 01 * 1 *

2
210

0

, .
2 1

k k
k

k
k k

J Jha P a P
w B

G G J

    
   




  

              (3.2) 

Используя известную асимптотику функций Бесселя для больших значений аргу-

мента [10], можно показать, что    2 2
1 0

1
k k

k

J J   


   при  k  , откуда 

следует, что величины 
   

 
1 0

2
1

k k

k

J J

J

  

 
 и 

   
 

0 0

2
0

k k

k

J J

J

  

 
 ограничены по модулю при 

всех значениях [0,1] . 

Далее из выражений (2.10) можно получить, что при k   

 
 

 
11

1 1 2 ;
k

k
k

A e
 
   

 
   

   
 

  

 
 

 
11

1 2 1 .
k

k
k

B e
 
   

 
   

   
 

                                  (3.3) 

Таким образом, ряды в формулах (3.2) ведут себя как 

 
 1

2

1
1 1 2

k

k kk

e
 
 



  
   

 
   и   

 1

2

1
1 2 1 2 ,

k

k kk

e
 
 



  
   

 
      (3.4) 

откуда следует их абсолютная и равномерная сходимость при всех  0,1  . 
Выражения для нормальных напряжений для этой задачи имеют вид 

   
 

       0
0 0 0 12

1 0

2 1 2
, 1

1
k

k k k k
k k

P
P J J A

J


           
  





 
      

  

   '
0 k kJ B      ;                                                   (3.5) 

     
 

     0 0 '
0 0 2

1 0

, 2 1k k
k k k

k k

P J
P A B

J


 
        

 





       . 

Наибольший интерес представляет нормальное напряжение на цилиндрической 
поверхности 1  : 
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   

 
 0 0

0 21 1
0

2
,

1
k k

k k
k

k

J
P P D

J




  
  



 
  

                                 (3.6) 

где  

   1 k k k k k k
k k

k

D ch ch sh sh sh ch
          
      

  
    

  
. 

Проведя аналогичные рассуждения относительно сходимости ряда в формуле 
(3.6), получим, что он ведет себя, как 

 11
1

k

k k k

e
 


 
  

  
 

 ,                                          (3.7) 

т.е. сходится равномерно при всех  0,1  . 
На верхнем основании 1   выражение для нормального напряжения 

   
 

2
0 021 *

1 * 21 1 0

4
2

k

k k k

Ja P
a P

J




 


 



 
     

есть не что иное, как принятое со знаком «минус» разложение в ряд Фурье – Бесселя 
приложенной нагрузки (3.1), что свидетельствует о выполнении краевого условия. 
При определении трансформанты внешней нагрузки использовано интегральное пре-
образование (2.2),в котором в формуле обращения будет [6] обеспечена (согласно 
теоремы разложения Стеклова) равномерная сходимость ряда для функций, у которых 
производная обращается в ноль при 1  . Внешняя нагрузка (3.1) не удовлетворяет 

условию  ' 1 0P  . Несмотря на это, численные результаты дают хорошее совпадение 

напряжения  0

1






 с приложенной нагрузкой. Для сравнения была рассмотрена 

внешняя нагрузка    22
* 1 *1 ,P P a P    – const, которая удовлетворяет уже ука-

занному требованию и при вычислении напряжения  0

1






 оно полностью совпадает 

с приложенной внешней нагрузкой. 
Для учета напряжений, возникающих из-за удельного веса цилиндра, к выраже-

ниям (3.5) и (3.6) следует присоединить выражения (1.6). 

 
Рис. 1 

Вычисления проведены для стального цилиндра ( 0,28;   4 37,65 10 H / м ;    

1 1м;a   5 2
* 10 H /мP  ). На рис. 1 приведены значения напряжения  0 1

*
1

P


  


  , 
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т.е. без учета веса цилиндра, для значений h = 2, 4, 8 м (кривые 1, 2 и 3) в зависимости 
от безразмерной координаты ж для внешней нагрузки (3.1). Во всех трех случаях при 
приближении к верхнему основанию возникают зоны положительных нормальных 
напряжений, размер которых уменьшается с увеличением h.  

На рис. 2 приведены напряжения 1
*1

P 
  


   для случая учета удельного веса 

при тех же исходных данных. Зоны положительных нормальных напряжений, как 
видно, уменьшились и в нижней половине цилиндра определяющими являются ли-
нейные по   напряжения (1.6), вызванные удельным весом.  

 

 
Рис. 2 

 
При вычислениях значения корней k  были приняты согласно [9,10]. 

 
§4. Анализ решения задачи II и числовые результаты. 
Для задачи II внешнюю нагрузку примем в виде 
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0, 1,2,...kQ k  , 

где  1,1S x  – функция Ломмеля [11]. Ее значение при малых аргументах вычислены 

при помощи квадратурных формул из пакета Matlab, а при больших аргументах – при 
помощи асимптотической формулы [11] 
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Для данной нагрузки выражения для смещения имеют вид 
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Проводя рассуждения, аналогичные задаче I, можно показать, что 
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при  k  ,  

откуда следует ограниченность по модулю величин 
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Далее, учитывая соотношения (3.3) и то, что  31/k kP O  , получим, что поведе-

ние рядов в формулах (4.2) имеет тот же вид (3.4), что и для задачи I, а значит, они 
сходятся абсолютно и равномерно. 

Выражения для нормальных напряжений для задачи II имеют вид 
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На цилиндрических поверхностях b   и 1   нормальные напряжения равны 
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где  kD   то же, что и в формуле (3.6). 

Поведение рядов в формуле (4.3) такое же, как и в задаче I, и описывается форму-
лой (3.7), а значит, они сходятся равномерно.  

Для учета напряжений, возникающих при учете собственного веса цилиндра, к 
выражениям (4.3) и (4.4) следует добавить выражения (1.6). 

На верхнем основании 
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т.е. равно (взятому со знаком «минус» разложению в ряд Фурье – Бесселя) приложен-
ной нагрузке (4.1), что также хорошо подтверждается численными результатами.  
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Рис. 3 

 
Рис. 4  

При тех же исходных данных, что и для задачи І, были определены напряжения 
(4.4) в зависимости от параметров h и 0 1/b a a . На рис. 3 приведены значения на-

пряжения  0 1
*

1
P


  


   для значений h = 2 ,4, 8 м (кривые 1, 2, 3) при 1 / 2b  . На 

рис. 4 приведены значения того же напряжения при h=2м и 1/ 3; 1/ 2b b   и 5 / 6b   

(кривые 1, 2, 3). Поведение этих напряжений на цилиндрической поверхности b   

такое же, как и при 1  . При учете удельного веса приведенные напряжения изме-

нятся аналогично задаче І за счет линейной по   добавки (1.6). 

Из приведенных рисунков видно, что для обеих задач в окрестности верхнего ос-
нования 1    цилиндра появляется зона растягивающих нормальных напряжений. 

Ее появление обусловлено видом приложенной нагрузки, которая обращается в ноль 
на цилиндрических поверхностях и максимально – посередине между ними.  

Для сравнения были вычислены напряжения для задачи ІІ на цилиндрических по-

верхностях для внешней нагрузки    2 3 2
* 1 1,5 1 3P P a b b         , которая 

удовлетворяет условиям    ' ' 1 0,P b P  налагаемым теоремой Стеклова  и уже не 

является симметричной относительно точки  0,5 1b   . Полученные значения 

 0 1
*

1
P


  


   и  0 1

*
b

P


  


   приведены на рис. 5 и 6 для значений h=2, 4, 8 м 

(кривые 1, 2, 3) при 1 / 2b  .  
В этом случае участки растягивающих нормальных напряжений отсутствуют.  
При вычислениях первые шесть корней k  уравнения (2.5) приняты из таблиц в 

[9]. При этом следует учесть, что там приведены корни kx  уравнения 

       1 1 1 1 0J x N kx J kx N x   при k>1, но тогда корни уравнения (2.5) получаем 

простой заменой kx   и 1 /k b , т.е. /k kx b  . 
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Рис. 5 

 
Рис. 6  

 
Отметим, что при подсчете значений корней k  при больших значениях k исполь-

зована асимптотическая формула [8]  

    3 2

3 3 3

3 1 7 13 73 1
.

1 8 128
k

b b bbk

b bk b k


 

  
 


  

 
Заключение. 
При помощи конечного интегрального преобразования Ханкеля построены точ-

ные решения двух осесимметричных задач теории упругости для сплошного и полого 
цилиндров конечной длины с учетом удельного веса материала цилиндров. На ниж-
нем основании и боковых поверхностях цилиндров заданы условия скользящей за-
делки, а к верхнему основанию приложены осесимметричные нормальная и касатель-
ная нагрузки. Получены выражения для смещений и напряжений. Результаты вычис-
лений нормальных напряжений на цилиндрических поверхностях при различных со-
отношениях высоты, внешнего и внутреннего радиусов цилиндров представлены в 
виде графиков. 

 
 
 
Р Е ЗЮМ Е .  За допомогою скінченого інтегрального перетворення Ханкеля побудовано точ-

ний розв’язок двох осeсиметричних задач теорії пружності для суцільного та порожнистого цилінд-
рів скінченої довжини з урахуванням їх питомої ваги. На нижній основі та на бічних поверхнях зада-
но умови ковзного закріплення, до верхньої основи прикладено осесиметричне нормальне та дотичне 
навантаження. Отримано зображення переміщень та напружень. Результати розрахунків нормованих 
напружень на циліндричних поверхнях для різних співвідношень висоти, зовнішніх та внутрішніх 
циліндрів подано у вигляді графіків. 
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