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Abstract. Using the method of expanding the unknown functions into the Fourier series 
by the  Legendre polynomials together with the boundary-shape perturbation method, the 
solution of the stress-state problem for an unbounded transversely isotropic plate with the 
curved hole under the shear forces on infinity is obtained. The stress state of the plate with 
the square and triangular hole is analyzed numerically. 
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Вступ. 
Концентрація напружень біля кругових отворів у нетонких ізотропних та транс-

версально-ізотропних пластинах різними методами вивчена достатньо повно [6, 9, 10, 
14, 18]. Для розв’язання задач для пластин з некруговими (криволінійними) отворами 
існуючі методи доповнюються деякими іншими методами. У роботах [4, 5] викорис-
товується метод однорідних розв’язків у поєднанні з технікою сингулярних інтегра-
льних рівнянь, а методика розвинення шуканих функцій у ряди Фур’є за поліномами 
Лежандра доповнюється методом збурення форми межі [13, 15]. Для подолання труд-
нощів у визначенні напруженого стану біля кругових і некругових отворів у [7, 16, 17] 
застосовується числовий метод скінченноелементної дискретизації області пластини. 

Викладеним способом [11] в роботі [13] знайдено розв’язок задачі про розподіл 
напружень біля криволінійних (еліптичного, квадратного і трикутного із закруглени-
ми кутами) отворів в необмеженій трансверсально-ізотропній пластині при рівномір-
ному всебічному розтягу на нескінченності. Цим же способом в [15] розв’язано задачу 
про напружений стан пластини, послабленої некруговим криволінійним отвором, на 
поверхні якого задана зрівноважена по товщині пара сил, направлених на розщеплен-
ня або стиск пластини по серединній площині. 

У даній роботі викладається розв’язання аналогічної [13] задачі про розподіл на-
пружень біля криволінійного (квадратного і трикутного із закругленими кутами) 
отвору при заданих зсувних зусиллях на нескінченності. 

§1. Постановка задачі. Основні рівняння. 
Розглянемо необмежену трансверсально-ізотропну пластину постійної товщини 

2h  ( consth  ). Віднесемо її до декартової системи координат ix  ( 1, 2, 3)i   і будемо 

вважати, що 1x , 2x  належать серединній площині S , що співпадає з площиною ізот-

ропії, а  3 ,x h h  . Пластина послаблена некруговою циліндричною порожниною 
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 ,L h h  , крива L  якої на площині S  незначно відрізняється від кола радіуса R . 

Поверхня площини вільна від зовнішніх зусиль, а на нескінченності пластина перебу-
ває під дією постійних зсувних зусиль 12    const  . 

Для розв’язання задачі використаємо метод розкладу за товщиною. Представимо, 
згідно з [1, 8, 12], компоненти вектору переміщень  1 2 3, ,ju x x x і тензора напружень 

 1 2 3, ,ij x x x  у вигляді скінченного ряду Фур’є за поліномом Лежандра ( )kP   коор-

динати товщини 

      ( ) ( )
1 2 3 1 2 3

0

, , , , , ( ), ( ) ( )
N

k k
j ij j ij k

k

u x x x x x x u x x P  


  , 

де 1 2( , )x x x S  ,  1
3 1;1h x    , ( ) ( )k

ju x , ( ) ( )k
ij x  – коефіцієнти розкладів, що на-

зиваються нижче моментами (номер моменту відповідає порядку полінома Лежан-
дра); N  – натуральне число, яке будемо вважати парним 2N n  0, 1, ...,n    . 

Відносно коефіцієнтів розкладів як функцій двох незалежних змінних отримуємо 
систему рівнянь рівноваги [11]  

 
 

( ) 1 (k 2 1) ( )
3

0

2 1 0
K

k s k
j j j

s

k h     



     ( 1, 2, 3)j  ,                           (1.1) 

де x      1, 2  ,  1 / 2K k   (символ  K  позначає цілу частину числа K ) 

та співвідношення пружності, що пов’язують моменти напружень ( )k
ij  і деформацій 

( )k
ij , т.б.  

( ) ( )k k
ij ijlm lmc  .                                                        (1.2) 

Тут ijlmc – модулі пружності, що задовольняють умовам симетрії ijlm jіlm lmijc c c  ; ( )k
lm   

–  моменти деформацій, що визначаються формулами 

( ) ( )k k
j ju    ;   (k) 1 ( )

3
k

j jh u   (  
 

( ) (k 2 1)

0

2 1
kN

k s
j j

s

u k u  



    ;  1, 2  , 1, 2, 3j  ),  

де  1 2kN N k   . По індексах, що повторюються, наведені рівності передбачають 

додавання, причому грецькі букви набувають значень 1, 2, а латинські – 1, 2, 3. 
Вільні члени ( )k

j  у рівняннях (1.1) – функції виду 

 ( )
3 3

1 1
1

2
kk

j j jk
h

             
, 

де 3 j   і 3 j   – задані значення напружень на плоских гранях 3x h  і 3x h  . 

§2. Рівняння трансверсально-ізотропної пластини. 
Співвідношення пружності (1.2) для трансверсально-ізотропної пластини мають 

вигляд 
( ) ( ) ( ) 1 ( )
11 11 1 1 12 2 2 13 3

k k k kс u с u с h u       ;  ( ) ( ) ( )
12 66 1 2 2 1

k k kс u u     ; 

( ) ( ) ( ) 1 ( )
22 12 1 1 11 2 2 13 3

k k k kс u с u с h u       ;  ( ) ( ) 1 ( )
13 44 1 3 1

k k kс u h u     ;             (2.1) 

( ) ( ) 1 ( )
33 13 33 3

k k kс е с h u    ;   ( ) ( ) 1 ( )
23 44 2 3 2

k k kс u h u     , 
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де ( ) ( )k ke u   ; 11c , 12c , …, 66c  – пружні сталі, що визначаються рівностями 

 2
11 1 ;c e E d       2

12c e E d    ;    13 1c E d   ; 

 2
33 1c E d   ;    66 2 1c E   ;     21 1 2d e       ;   44c G , 

у яких e E E ;  ,    та E , E  ─ коефіцієнти Пуассона і модулі пружності відпо-

відно у площині ізотропії і нормальній до неї площині; G ─ поперечний модуль зсуву. 

Підставивши вирази (2.1) у рівність (1.1) і поклавши 3 3 0j j    , отримаємо од-

норідну систему рівнянь відносно моментів компонент переміщень, які описують си-
метричне (по відношенню до серединної площини S ) деформування пластини 

              2 2 2 1 21 1 ( )
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      1,k n              (2.2) 

та кососиметричне деформування 
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де   – оператор Лапласа; 
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,
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s

с s k

с k s n
 
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;                        (2.3) 

( )
2 1

k
s  , ( )

2
k
s  – абсолютні константи виду 

 
 

 
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2 1 ,1 ,

2 1 ,

k
s

s s s k

k k k s n
 
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 
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2
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k
s

s s s k

k k k s n


   
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. 

Помінявши у (2.3) місцями константи 13с  і 44с , отримаємо вирази для  
2 1

k
s   і  

2
k

s . 

Розглянемо систему рівнянь (2.2). ЇЇ загальний аналітичний розв’язок має вигляд [11]: 

       0 (0)
66

1

N

m z m
m

c u z z z z h a V  




    κ ; 

   2 2 (2) (2)
66 2

1 1

N n

m z m s z s
m s

c u h z h a V ih b W


 

     κ ; 

 2 (2 ) (2 )
66

1 1
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k k k

m z m s z s
m s

c u h a V ih b W
 

      2,k n ;                       (2.4) 
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     1 (1)
66 3 1
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       0 (0)
66
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c he h z z c V 
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

  , 

де  z ,  z  – довільні голоморфні функції комплексної змінної 1 2z x ix  ; mV  та 

sW  – метагармонічні функції, що задовольняють рівнянням 

2 0m m mV V   ;   2 0s s sW W   ,                                      (2.5) 

у яких 2 2
m mk h  ; 2 2

s st h  ; mk  та st  – корені характеристичних рівнянь 

det 0km kmk      , 1,k m N ;   det 0ls lsq t     , 1,l s n .     (2.6) 

Тут ls  – символ Кронекера; km , km , lsq , а також (2 )k
ma , (2 )k

sb ,  2 1k
mc   – відомі безроз-

мірні константи, що залежать від модулів пружності ijc , як, наприклад,  
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11 33
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c
с с

c
  . 

При симетричному деформуванні пластини рівняння стану (2.1) у комплексній 
формі представляються наступним чином: 
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Підставляючи (2.4) у співвідношення (2.7) і переходячи до полярної системи ко-
ординат r ,  , матимемо 
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i e p V i q W
     

 

 
     

 
  , 

де (2 )k
md , (2 )

3
k

md , (2 1)k
mp  , (2 1)k

sq   – безрозмірні константи. 

Звідси отримуємо умови для розв’язання внутрішньої та зовнішньої граничних 
задач. Для нескінченної області з круговою межею радіуса R голоморфні функції 

   z z  ,    z z    покладемо такими, що мають вигляд 

 
0

n
n

n

z a z






   ;    
0

n
n

n

z b z






  ,                             (2.9) 

де na , nb   0n   – довільні сталі; 0a , 0b  – константи, що визначаються напруження-

ми на нескінченності, т. б. 

 (0) (0)
0 0 11 22

1

4
a a      ;    (0) (0) (0)

0 22 11 12

1
2

4
b i       . 

При заданих зусиллях зсуву (0)
12     const   маємо, що 0 0 0a a  , 0 2b i . 

Вигляд метагармонічних функцій mV  залежить від значень коренів характеристи-

чного рівняння (2.6), які можуть бути дійсними або комплексним. Якщо маємо 12n  

 1n n  дійсних додатних і  12 n n  комплексно-спряжених коренів, то 

   1l in
l n n l

n

V B K rR x 






  e    11, 2l n ; 

   1( ) 1
2 1 2 1

l in
l n n l

n

V C H rR x 



 



  e ;                                   (2.10) 

   2( ) 1
2 2 2 2

l in
l n n l

n

V D H rR x 



 



  e     1, 1l n n  , 

де  1
n lK rR x ,    1 1

2 1n lH rR x
  і    2 1

2 2n lH rR x
 – циліндричні функції Бесселя, Ханке-

ля першого і другого роду; 1
l lx Rh k , 1

2 1 2 1l lx Rh k
   , 2 2 2 1l lx x  ;  l

nB , ( )l
nC , 

( )l
nD  – довільні сталі. Корені характеристичного рівняння (2.6) для метагармонічних 

функцій sW  дійсні додатні, тому 

   1s in
s n n s

n

W B K rR y 






   e .                                 (2.11) 

Тут 1
s sy Rh t . 

Для вільного від зовнішніх зусиль кругового отвору радіуса R  граничні умови 
мають вигляд 

   (2 ) (2 ), , 0k k
rr r r R

r i r   


     0,k n ;    (2 1)
3 , 0k

r r R
r 


   1,k n . 

Звідси, враховуючи формули (2.4), (2.8) і значення функцій (2.9) – (2.11), отримуємо 
алгебраїчну систему рівнянь для визначення невідомих констант. 
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§3. Пластина з криволінійним отвором. 
Нехай пластина послаблена некруговою циліндричною порожниною  ,L h h  , 

контур L  якої на площині S  незначно відрізняється від кругового контуру радіуса R  
і описується рівняннями  

 1 cos cos ;x R m        2 sin sinx R m    ,                (3.1) 

де m  – ціле додатне число;   – малий параметр. При визначених m  та   отримуємо 
відповідні форми отворів: еліптичну, трикутну і квадратну із закругленими кутами. 
Функція, яка конформно відображає зовнішню область одиничного круга на нескін-
ченну область, обмежену кривою (3.1), задається формулою 

   1z x iy R f         ,                               (3.2) 

у якій 1x x R , 2y x R , iz re  , ie   ,   mf    ; x  та y  – безрозмірні де-

картові координати;   і   – ортогональні криволінійні координати. 

Оскільки система координат  , ,    повернута на деякий кут   відносно 

 3, ,r x  навколо загальної осі 1
3h x  , то за відомими формулами перетворення 

компонент тензора напружень маємо співвідношення  

 (2 ) (2 ) (2 ) 2 (2 ) (2 ) (2 )2 2k k k i k k k
rr ri e i

              ;  

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )k k k k
rr        ;   (2 ) (2 )

33
k k

    0,k n ;                         (3.3) 

 (2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
3 3

k k i k k
ri e i

             1,k n . 

Тут  ( ) ( ) ,l l
i j i j         , , ,i j      ;   ( ) ( ) ,l l

ij ij r     , , , 3i j r  . 

Згідно з конформним відображенням (3.2) зв’язок між змінними ,r   та ,   

здійснюється за формулами 

 1r R   ;   
 
 

Im

Re
arctg

 


 
 ;   

 
 

 
 

ie     
    





                 (3.4) 

і основні рівняння (2.5) у площині   матимуть вигляд 

  22 0l l lV V     ;     22 0s s sW W                              (3.5) 

2 2

2 2 2

1 1
4      

   
         

. 

Як випливає із співвідношень (3.4), рівняння (3.5) будуть досить складними і отрима-
ти їх точний аналітичний розв’язок з відокремлюваними змінними неможливо. Тому 
розв’язок задачі будемо шукати, наслідуючи [2, 3], у вигляді рядів за додатними сте-
пенями малого параметру  , т.б. 

   
 

( ) ( , ), ,l l
i j i j

 



           ;      
 

( ) ( , ), ,l l
j ju u 



       .              (3.6) 

Очевидно, використовуючи рівності (3.3), необхідно і праві частини (3.3) пред-
ставити у вигляді рядів за додатними степенями малого параметру  . З формули (3.4) 
з урахуванням функції відображення (3.2) знаходимо розклад експоненти 
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     2 2
1 1 2

1
1 , , , ...

2
ie i q q iq                

,                      (3.7) 

де  

     1 2

1
, Imq f f     


    ;        2 2 2 2 2

2 4

1
, Im

2
q f f      


    , 

а довільну скалярну функцію    ,k r  , згідно з [2], можна представити рядом 

       
0

1
, ,

!
k kp

p
p

r L
p

   




   ,                               (3.8) 

у якому pL  – оператори виду 

0 1L  ;      1L f f      ;          2 2

2 2 2 2
2 2L f f f f  

          , … . 

Тут важливо зазначити, що члени ряду (3.8) знаходимо внаслідок дії диференціальних 
операторів pL  на відповідні функції ( ) ( , )k   , які отримуємо з ( ) ( , )k r   формаль-

ною заміною змінних r ,   на  ,  . 

Враховуючи розклади (3.6), (3.7) і (3.8), з рівностей (3.3) після деяких перетворень 
та порівнянь виразів при однакових степенях параметра  , отримуємо співвідношення 

   (2 , ) (2 , ) (2 , ) (2 , )
1

0

jk k k j k j
rr

j


 

     



    ;    (2 , ) (2 , )
1 33

0

jk k j

j




 



  ; 

   (2 , ) (2 , ) (2 , ) (2 , ) (2 , ) (2 , )
2

0

2 2jk k k k j k j k j
rr r

j

i i


  
         



      ; 

   (2 1, ) (2 1, ) (2 1, ) (2 1, )
3 3 3

0

jk k k j k j
r

j

i i


 
        



    , 

де l
p  – оператори виду 

 0 1p    1, 2, 3p  ;    1
1 1L  ;    1

2 1 12L iq   ;    1
3 1 1L iq   ; 

 2
1 22 L  ;      2 2

2 2 1 1 1 22 4 4L q i q L q     ;      2 2
3 2 1 1 1 22 2L q i q L q     . 

Звідси отримуємо вирази для граничних умов, які записуються таким самим спо-
собом, як і для пластини з круговим отвором. Маємо 

(2 , ) (2 , )

1
( , ) ( , ) 0k ki 

  
     


      0,k n ; 

 (2 1, )

1
, 0k 

 
  


  1,k n . 

Отже, у кожному з наближень приходимо до розв’язку крайової задачі для кругового 
отвору. 

§4. Результати числових досліджень. 
Викладено результати числових досліджень напруженого стану трансверсально-

ізотропної пластини з некруговою циліндричною порожниною (з квадратним і трику-
тним із закругленими кутами контуром у площині S ). Поверхня порожнини вільна 
від зовнішніх зусиль, а на нескінченності пластина знаходиться під дією постійних 
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зсувних зусиль. Розглянуто три наближення за малим параметром   і знайдено вира-
зи для компонент напружень. Так, кільцеві напруження    визначаються форму-

лою 

(2 )
2

0

1
sin 2 ( ),

n
k

k
k

P    
 

     

у якій через  (2 ) , ,k
     позначені вирази 

 (2 ) (2 ,0) (2 ,1) 2 (2 , 2), , ( ) ( ) ( ) sin 2k k k kT T T                   

(2 ,1) (2 ,2) 2 (2 ,2)( ) ( ) sin 6 ( )sin10k k kt t                

для квадратного із закругленими кутами отвору і 

 (2 ) (2 ,0) 2 (2 ,2), , ( ) ( ) sin 2k k kT T               

(2 ,1) (2 ,1) 2 (2 ,2) (2 , 2)( )sin ( )sin5 ( )sin 4 ( )sin8k k k kt t                         

для трикутного із закругленими кутами отвору. Тут (2 , ) ( )k jT  , (2 , ) ( )k jt  , (2 , ) ( )k j
   – 

складові, що містять циліндричні функції. 
Числові розрахунки виконано для пластини з коефіцієнтами Пуассона 0,3  ; 

0,25    і відношеннями модулів пружності 1,5Е Е  ; 5,0Е G  . Функція відо-

браження ( )f   і параметри m ,   та R  отворів, що розглядаються, приймаються 

такими, як у роботі [3]. 

Порожнина із квадратним у плані контуром. Для квадратного отвору вказані па-
раметри мають вигляд 

   3 3 ;f m     1/ 9   ; 0,9R a , 

де 2a  – діагональ квадрата. 
На рис. 1, а, б представлені зміни кільцевих    і поперечних 33   напру-

жень у точці 1  , 4    на серединній 0   (суцільні лінії) та граничній 1   

(пунктирні лінії) площинах у залежності від відносної товщини пластини a h . Криві 0 

відповідають круговій порожнині (нульове наближення), а криві 1 та 2 – некруговій 
порожнині (перше та друге наближення за параметром  ). Як видно, кільцеві напру- 

 

             
                                           а                                                                б 

Рис. 1 
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ження    із збільшенням a h  змінюються немонотонно, досягаючи максимуму на 

серединній ( 0  ) та мінімуму на граничній ( 1  ) площинах пластини в діапазоні 

0,4 0,6a h  . Нормальні поперечні напруження 33   швидко спадають із змен-

шенням a h , наближаючись до нульових значень.  

Зміну кільцевих напружень    вздовж контуру отвору ( 0 2   ) на сере-

динній ( 1  , 0  ) та граничній ( 1  , 1  ) площинах пластини зображено на 

рис. 2. Зауважимо, що криві 0 відповідають круговій порожнині, а криві 2 – некруго-
вій порожнині з квадратним на S  контуром. 

 

Рис. 2 

На рис. 3 показано розподіл поперечних напружень 33   по товщині пластини в 

перерізі 1,05  , 4    для кругової (суцільні лінії) та некругової порожнини з 

квадратним у плані контуром (пунктирні лінії) при відносній товщині 2a h   та кое-

фіцієнтах Пуассона 0, 25    (крива 1), 0,3    (крива 2) і 0,35   (крива 3). 
 

                  

Рис. 3                                                                     Рис. 4 
 
Криві на рис. 4 характеризують згасання 33   при віддаленні від поверхні поро-

жнини на серединній (суцільні лінії) та граничній (пунктирні лінії) площинах при 
2a h  , 4   . 

Порожнина з трикутним у площині S  контуром. При тих самих значеннях пру-
жних констант проведено розрахунки для визначення напруженого стану в околі по-
рожнини з трикутним на S  контуром, параметри якого мають такі значення: 
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2;m   1 4;   08 /15R h , 

де 0h  – висота правильного трикутника.  

На рис. 5 а, б наведено криві зміни напружень    та 33   у точці 1  , 

125    на серединній (суцільні лінії) та граничній (пунктирні лінії) площинах в за-
лежності від відносної товщини пластини 0h h . Як і у випадку квадратного отвору, із 

зменшенням товщини пластини кільцеві напруження    на серединній площині 

зменшуються, а на граничній – збільшуються. Поперечні напруження 33   на сере-

динній та граничній площинах монотонно спадають. 
 

                    
а                                                                        б 

Рис. 5 

Криві на рис. 6 а, б характеризують зміну напружень    та 33   по контуру 

отвору ( 0    ) на серединній (суцільні лінії) та граничній (пунктирні лінії) пло-
щинах пластини при відношенні 0 2h h  . Як і раніше, криві 0 відповідають круговій 

порожнині, а криві 2 – некруговій з трикутним контуром на S . Найбільших значень 
напруження досягають на серединній площині ( 0  ) в околі точки 1  , 125   .  

 

                  

а                                                                       б 

Рис. 6 

Розподіл напружень вздовж контуру трикутного отвору суттєво відрізняється від 
розподілу напружень вздовж кругового отвору. Аналогічний характер розподілу на-
пружень по контуру криволінійного отвору має місце і в теорії оболонок [3]. 
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Рис. 7 

На рис. 7 представлено криві зміни поперечних напружень 33   на серединній 

( 0  , 125   ) та граничній ( 1  , 125   ) площинах пластини при віддаленні 

від поверхні порожнини. 
 
Висновки.  
У викладеній статті дано постановку і розв’язано задачу про розподіл напружень 

біля криволінійного (квадратного і трикутного із закругленими кутами) отвору у нео-
бмеженій трансверсально-ізотропній пластині при заданих зсувних зусиллях на не-
скінченності. Розв’язок задачі знайдено у вигляді рядів за додатними степенями мало-
го параметру  , який, серед інших, визначає форму отвору. Проведено числовий ана-
ліз розподілу кільцевих напружень вздовж контурів отворів та поперечних напружень 
по товщині пластини у серединній та граничній площинах пластини. Розглянуто три 
наближення розв’язку за малим параметром  . 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Методом розкладу функцій в ряди Фур’є за поліномами Лежандра разом з методом 

збурення форми границі знайдено розв’язок задачі про напружений стан необмеженої трансверсаль-
но-ізотропної пластини з криволінійним отвором при постійних зсувних зусиллях на нескінченності. 
Описано результати числових досліджень та проведено їх аналіз. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА:  трансверсально-ізотропна пластина, напружений стан, криволінійний 

отвір, еліптичний отвір, квадратний отвір, трикутний отвір. 
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