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Abstract. The method for the determination of the longitude and latitude of the moving 
object is presented. This method is based on measuring the vehicle’s angular rate using the 
Inertial Measurement Unit which should be consisted of at least three gyroscopes– the preci-
sion angular rate sensors. A latitude determination does not require integration of accel-
erometer output signals, whereas the longitude determination requires only the one-time 
integration of the gyroscope output signals. The error models of longitude and latitude de-
termination are developed. 
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Вступ. 
На даний час параметри місцезнаходження рухомих об’єктів (широту та довготу) 

визначають, як правило, використовуючи супутникові навігаційні системи. Іноді ви-
никає потреба автономного визначення місцезнаходження, коли сигнали супутнико-
вої навігаційної системи недоступні з тих чи інших причин. Наприклад, об’єкт може 
перебувати в тунелях, підземних спорудах, також сигнали супутникової навігаційної 
системи можуть придушуватися засобами радіо-електронної протидії [16]. Крім того, 
існує такий спосіб боротьби з дрона, як спуфінг (англ. spoofing), коли управління су-
путниковою навігаційною системою дрона встановлює третя сторона. Останнім часом 
все частіше спостерігаються випадки навмисного або ненавмисного використання 
спуфінгу, яке загрожує безпеці руху, як військових, так і цивільних повітряних і мор-
ських суден [10]. 

Автономними системами визначення місцезнаходження рухомих об’єктів є інер-
ціальні навігаційні системи (ІНС) платформного типу [1] і безплатформні інерціальні 
навігаційні системи (БІНС) [20], в основі роботи яких лежить подвійне інтегрування 
показів акселерометрів ‒ вимірювачів уявного прискорення об’єкта. Подвійне інтег-
рування вихідних сигналів акселерометрів, що містять нульові сигнали, призводить 
до накопичення похибок БІНС. Для підвищення точності БІНС інтегрують з супутни-
ковими навігаційними системами [6]. При цьому такі системи перестають бути повні-
стю автономними. 

Зазвичай при створенні ІНС і БІНС використовують гіроскопи і акселерометри. 
Однак відомі випадки створення БІНС на основі тільки акселерометрів [14]. Завдяки 
розвитку МЕМС-технологій вдалося досягти значного прогресу в характеристиках і 
вартості мікромеханічних акселерометрів в порівнянні з характеристиками і вартістю 
мікромеханічних гіроскопів [23]. Особливо це важливо для робототехнічних систем, 
коли вартість системи управління не повинна перевищувати вартості самого робота. У 
літературі з’явився термін «безгіроскопні ІНС» ‒ gyro-free INS (GFINS) [18, 19]. У 
таких системах за допомогою акселерометрів вимірюють не тільки лінійні, але й кутові 
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прискорення [7, 17]. Для отримання значень кутової швидкості потрібна процедура ін-
тегрування [11]. При цьому точність таких систем залежить від конфігурації систем: 
кількості акселерометрів і схеми їх розташування [12, 13, 15]. Грубе виставлення в го-
ризонті безгіроскопних ІНС, а також їх калібрування розглянуто в роботах [5, 21, 22].  

Відомий метод автономного визначення початкової широти на нерухомій основі 
за допомогою інерціально-вимірювального модуля (ІВМ), що складається з трьох гі-
роскопів ‒ датчиків кутової швидкості і трьох акселерометрів [8]. ІВМ також може 
використовуватися для грубого виставлення та аналітичного визначення курсу (при 
необхідності ‒ азимута) на нерухомій основі [9]. 

Пропонується метод автономного визначення довготи і широти рухомого об’єкта, 
при якому використовується вимір абсолютної кутової швидкості об’єкта. Під авто-
номним розуміється метод, який не використовує астрономічні, супутникові навіга-
ційні або радіонавігаційні системи. 

§1. Опис методу визначення широти і довготи. 
Розглянемо наступні системи координат: O  ‒ географічна система координат 

(рис. 1), причому вісь O  спрямована на північ; вісь O  ‒ на схід, а O ‒ місцева 

вертикаль; oxyz  ‒ система координат, яка пов’язана з ІВМ. 

Проекції абсолютної кутової швидкості 
на осі O  і O  будуть мати вигляд: 

   cos ; sin ,            (1.1) 

де   – кутова швидкість обертання Землі; 
,   – поточні значення широти і довготи 

відповідно. 
Очевидно, що широту можна визначити 

за формулою 
arctg /    .                (1.2) 

Для визначення поточної довготи ско-
ристаємося, наприклад, першим співвідно-
шенням (1.1). Інтегруючи його, можна 
отримати 
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де 1,k kt t   – моменти часу на k -ому і 1k   кроках інтегрування. Відзначимо, що для 

першого інтегрування необхідно знати початкове значення довготи 0 . 

Для визначення поточних значень широти і довготи рухомого об'єкта виникає за-
дача в вираженні ,    через проекції кутової швидкості обʼєкта , ,x y z   , які ви-

мірюються, наприклад, гіроскопами ІВМ. 
Розглянемо ІВМ, осі якого жорстко пов’язані з об’єктом. Нехай , ,    – кути 

повороту об’єкта. 
Зв’язок між осями Oxyz  і O  можна виразити через матрицю напрямних ко-

синусів b
nC : 

x

y

z





   
      
      

b
nC .                                                      (1.4) 

З останнього співвідношення, враховуючи ортогональність поворотів, можна 
отримати проекції ,   : 

 

Рис. 1 
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де n
bC  ‒ транспонована матриця b

nC . 

Матрицю n
bC  можна знайти, використовуючи узагальнене рівняння Пуассона [2 – 4]: 

    ,b n  n n n
b b bC C C                                              (1.6) 

де  

   
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. 

В силу матричного співвідношення (1.5) маємо 

   n b  n
bC .                                                    (1.7) 

Підставляючи праву частину матричного співвідношення (1.7) в узагальнене рів-
няння Пуассона (1.6), отримаємо: 

   b b  n n n n
b b b bC C C C .                                            (1.8) 

Позначимо 
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bC                                                   (1.9) 

З матричного рівняння (1.5) отримаємо 

21 22 23 31 32 33; .x y z x y zc c c c c c                               (1.10) 

Отже, для визначення проекцій ,    необхідно знати проекції абсолютної ку-

тової швидкості об’єкта , ,x y z   , які вимірюються гіроскопами ІВМ, і елементи 

матриці напрямних косинусів. 
Отримані вирази (1.10) підставимо у вираз (1.2) для визначення широти: 
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.                                        (1.11) 

Аналогічно можна підставити значення   з (1.10) у вираз (1.3) для визначення 

довготи 

1
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c c c
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 .                           (1.12) 

На рис. 2, 3 представлено графічні залежності широти і довготи, які розраховані з 
використанням співвідношень (1.11) і (1.12) відповідно. Швидкість руху підстави 
приймалася рівною 200 м/с (крива 1), 400 м/с (крива 2) і 600 м/с (крива 3). Початкові 
координати приймалися рівними 50 п.ш. и 30  с.д.  
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Рис. 2                                                                 Рис. 3 
 

Паралельно проводилися контрольні обчислення широти і довготи, інтегруючи 
відомі співвідношення: 

; .
cos

N Ev v

R R
 


                                               (1.13) 

Результати показали повну відповідність обчислених значень широти і довготи 
«еталонним» значенням, які обчислені за формулами (1.13). 

Отже, отримані вирази (1.11) і (1.12) дозволяють обчислювати широту і довготу 
об’єкта при його русі. При цьому вирази (1.11) і (1.12) не накладали обмежень на тра-
єкторію руху. Відзначимо, що в порівнянні з традиційним алгоритмом БІНС обчис-
лення широти обходиться без інтегрування показань акселерометрів, а обчислення 
довготи вимагає лише однократного інтегрування. 

Якщо для визначення широти місця достатньо мати сигнали гіроскопів ІВМ і еле-
менти матриці напрямних косинусів, то для визначення довготи необхідно, крім того, 
знати початкове значення довготи. 

§2. Похибка визначення широти і довготи. 
Отримаємо повне вираження для похибки визначення широти, варіюючи функцію (1.2) 

 2 2

1
   

 

    
 

    


,                                        (2.1) 

де  
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            
 

Отже, похибка визначення широти залежить від похибок гіроскопів ,x  

,y z   , а також похибок визначення елементів матриці напрямних косинусів 

31 32 33, ,c c c    і 21 22 23, ,c c c   . 

Для оцінки впливу похибок гіроскопів на точність визначення широти розглянемо 
окремо випадок, коли об’єкт рухається прямолінійно з постійною швидкістю. У цьому 
випадку формула (2.1) набуде вигляду 

 2 2

1
y z z y

y z

    
 

    


.                                       (2.2) 

На рис. 4 представлена залежність похибки визначення широти від величин y  і 

z .  
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Рис. 4 
 
Для отримання виразу похибки визначення довготи використовувалася формула 

(1.3), яка на кроці інтегрування t  набуває вигляду 

0 cos
t 


 

    
 

.                                                  (2.3) 

Повний вираз для похибки визначення довготи має вигляд 

2

sin

cos coscos

t
t t     

   
 

   
         

 
,                            (2.4) 

де   – похибка визначення початкової довготи; t  – похибка квантування. 
Отже, похибка визначення довготи також, як і похибка визначення широти, зале-

жить від похибок гіроскопів і похибок визначення елементів матриці напрямних ко-
синусів. Крім того, похибка визначення довготи залежить від похибки визначення 
початкової довготи   і похибки квантування t . 

 
Висновки. 
Запропоновано автономний метод визначення довготи і широти на рухомому 

об’єкті без пред’явлення обмежень на характер траєкторії рухомого об’єкту. При цьому 
обчислення широти обходиться без інтегрування показів акселерометрів і гіроскопів, 
а обчислення довготи вимагає лише однократного інтегрування показів гіроскопів. 

Отримано моделі похибки визначення широти і довготи. Похибки визначення довго-
ти і широти залежать від похибок гіроскопів та похибок визначення елементів матриці 
напрямних косинусів. Крім того, похибка визначення довготи залежить ще від похиб-
ки визначення початкової довготи і похибки квантування при операції інтегрування. 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Представлено метод визначення довготи та широти рухомого об’єктa. Метод базу-

ється на вимірюванні абсолютної кутової швидкості транспортного засобу. Для цього слід викорис-
товувати інерціально-вимірювальний модуль, який має складатися як мінімум з трьох гіроскопів ‒ 
точних датчиків кутової швидкості. Визначення широти не вимагає інтегрування вихідних сигналів 
акселерометра, а визначення довготи вимагає одноразового інтегрування лише вихідних сигналів 
гіроскопа. Розроблено моделі похибок визначення довготи та широти. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА:  інерціально-вимірювальний модуль, довгота, широта, акселерометр, гі-

роскоп. 
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