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Abstract. The problem of displacement determining an elastic half-space under nonsta-

tionary normal loading is solved. The mixed boundary problem is formulated which solution 
is built with the use of Laplace and Hankel integral transforms. The exact inverse of the 
transforms is evaluated. As a result, the analytical solution is obtained which determines the 
normal displacement in an arbitrary point of the axis of symmetry at an arbitrary moment. 
The concrete numerical calculations are shown for the displacement on the symmetry axis 
under uniform and non-uniform loading.  
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Вступ. 
Деформування пружного півпростору при дії розподіленого або сконцентровано-

го імпульсу напружень досліджувалося в ряді робіт [6, 7, 16, 17]. У роботі [8] визна-
чення переміщень зведено до обчислення інтегралів, що містять еліптичні інтеграли у 
підінтегральних виразах. Для переміщень на осі симетрії зазначені інтеграли зведено до 
інтегралів від елементарних функцій. У публікаціях [13, 14] аналогічно обчислюються 
напруження. Значна увага задачам такого роду приділена в монографіях [5, 15, 18]. 

У роботах [9, 10] отримано точний аналітичний розв’язок плоскої задачі для акус-
тичного й пружного півпростору та шару, підданих дії нестаціонарного тиску на пев-
ній ділянці поверхні. Розв’язок отримано при змішаних граничних умовах. У публіка-
ції [11] отримано перші чотири відбиття в точному розв’язку для пружного шару. Для 
шару рідини на твердій основі точний розв’язок дано в роботі [12]. 

У даній роботі отримано точний розв’язок нестаціонарної осесиметричної задачі 
для пружного півпростору при змішаних граничних умовах, згідно з якими на площи-
ні границі задано нормальну складову вектора напружень й дотичну складову вектора 
переміщення. Застосовуються інтегральні перетворення Лапласа й Ханкеля (Бесселя), 
обернення яких вдається виконати для нестаціонарного навантаження загального типу 
й одержати вирази для пружного переміщення в явному вигляді. Шукане нормальне 
переміщення на осі симетрії задачі представлено в елементарних функціях.  

§1. Формулювання задачі. 
Розглядається однорідний ізотропний пружний 

півпростір, який віднесений до циліндричних ко-
ординат, вісь r яких спрямована уздовж границі, 
вісь z в глибину (рис. 1). Навантаження у вигляді 
нормального напруження ( , ),zz Q t r  симетрич-

не стосовно осі z, виникає на поверхні півпрос-
тору в певний початковий момент часу 0t  і у 

загальному випадку є функцією часу й коорди-
нати r. 

 

 
Рис. 1 
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Задача формулюється в безрозмірних позначеннях  
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значок над якими нижче буде опущено. Тут 0,h c  певні характерні лінійний розмір і 

швидкість;    густина матеріалу; ,     пружні сталі Ламе; ,p sc c   відповідно 

швидкості поширення хвиль розширення і хвиль зсуву; jk   компоненти тензора 

напружень, ju – компоненти вектора переміщень. 

Поведінка пружного середовища у випадку осесиметричної задачі теорії пружно-
сті описується скалярними потенціалами   і  , які задовольняють хвильовим рів-

нянням [3] 
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та пов’язані з пружними переміщеннями і напруженнями співвідношеннями  
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Як граничні умови при 0z   розглянемо змішані умови четвертої крайової задачі 

теорії пружності, згідно з яких на границі 0z   задаються нормальне напруження і 

дотичне переміщення  
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Тут Q(x,t) – діюче навантаження. Крім того, виконуються умови затухання, породжені 
нестаціонарним навантаженням хвильових збурень на нескінченності. Початкові умо-
ви для потенціалів нульові. 

В просторі зображень за Лапласом і Бесселем (Ханкелем) [1, 2, 4] хвильові рів-
няння з урахуванням початкових умов набувають вигляду 
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Тут s – параметр перетворення Лапласа по ;t   – параметр перетворення Ханкеля по 

r . Верхні індекси L  і B  при функціях означають, відповідно, зображення даної 

функції в просторі перетворень Лапласа і Ханкеля. Оператори прямого і оберненого 
перетворень позначимо L  і  1 ,L  B  і 1 .B  
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§2. Розв’язок у зображеннях. 
Загальний розв’язок рівнянь (1.4), що задовольняє умові затухання при z  , 

записується у вигляді  
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Тут  , ,A s   ,C s   – невідомі функції. 

Задовольняючи граничні умови (1.3), в результаті одержимо в просторі зображень 
вираз для нормального переміщення zu  
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і для напруження zz  
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Обмежимося обчисленням переміщення zu (підхід, що використовується для об-

числення напружень, відрізняється від викладеного нижче, зокрема, використанням 
апарату узагальнених функцій) і для простоти зосередимось на досить типовому ви-
падку зовнішньої дії, коли навантаження прикладене в крузі з радіусом l , а його за-

лежність від часу задається одиничною функцією Хевісайда  H t  
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Функція ( )q r  визначає характер розподілу напруження вздовж осі .r Якщо вда-

сться одержати розв’язок задачі для навантаження (2.3), то для більш складної залеж-
ності від часу результат можна знайти застосуванням згортки за часом з розв’язком на 
основі (2.3). 

Перепишемо LB
zu  у вигляді, зручному для подальшого використання, 
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§3. Обернення перетворень. 
Задача тепер полягає в оберненні інтегральних перетворень. Тут і нижче вважа-

ється можливою зміна порядку перетворень.  
Для інверсії перетворення Ханкеля окремих доданків у виразі LB  застосуємо 

табличне співвідношення [2] 
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і відому властивість перетворення 
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Обернення перетворення Лапласа виконаємо, скориставшись формулою [1]  
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і її наслідками, що витікають з правила інтегрування оригіналу. В результаті вказаних 
операцій оригінал функції  , ,t r z  одержимо у вигляді 
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Якщо повернутися до виразу (2.4), можна помітити, що інверсію перетворення 
Лапласа для  , ,LB

zu s z вже виконано, оскільки функція  Bq   не залежить від ,s а 

множник  , ,t r z  має вигляд (3.1). Інверсію перетворення Ханкеля запишемо у ви-

гляді згортки, що реалізується за допомогою подвійної згортки Фур’є (нижче ,x y  – 

декартові координати в площині 0z  ) [4] 
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       (3.3) 

Формули (3.2), (3.3) формально дають шуканий розв’язок. Зручний в практичному 
відношенні розв’язок одержимо, якщо вдасться конкретизувати область інтегрування. 
Можна помітити, що добуток функцій Хевісайда в підінтегральному виразі (3.2) ви-
значає у площині змінних ,   область інтегрування як перетинання двох кругів: 

1) круга, обмеженого колом aL радіуса 2 2 2a t z   (для члена з   ) з цент-

ром у початку координат (0, 0)  

2 2 2 2 2 2; ,a a t z                                              (3.4) 

або круга, обмеженого колом bL  радіуса 2 2 2b t z   (для члена з   ) з центром 

у початку координат (0,0)  

2 2 2 2 2 2;b b t z      ;  
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2) круга, обмеженого колом lL  радіуса l  з центром в точці  ,x y  на відстані 

2 2r x y   від початку координат 

   2 2 2.x y l                                             (3.5) 

З урахуванням цього, вираз (3.2) можна переписати у вигляді суми двох доданків, 
перший з яких визначає внесок хвилі розширення, другий – хвилі зсуву 
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Тут ,l aL L  Ç  lL L   Ç , причому тут і нижче круги і кола, що їх обмежують, 

позначені однаково.  

§4. Визначення області інтегрування. 
Зосередимося на обчисленні  ( ) , ,zu t r z  у виразі (3.6), маючи на увазі, що для до-

данку  ( ) , ,zu t r z  ця процедура аналогічна.  

В залежності від взаємного розташування кругів aL  і lL , перетин яких визначає 

область інтегрування, мають місце чотири можливі випадки виду області   (за-

штрихована на рис. 2): 

1) ;r a l     2) , ;a l r a l a l        3) 0 , ;r a l a l        4) 0 , .r l a a l     

 
Рис. 2 

Розглянемо кожний з цих випадків окремо. 

1) r a l  . 

Вищезгадані круги aL  і lL не пересікаються (     – порожня множина) і від-

повідний інтеграл (3.6) дорівнює нулю, тобто 
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( )
1 ( , , ) 0.zu t r z                                                       (4.1) 

При цьому справедливі нерівності 2 2; ( ) /r l t r l z     . 

2) a l r a l    .  

Для зручності перейдемо до нової системи координат ( , )    з тим самим почат-

ком (0,0) і віссю абсцис  , котра проходить через центр кола lL , за допомогою ліній-

ного перетворення повороту системи координат на кут arctg :
y

x
   

cos sin
.

sin cos

  
  

               




                                           (4.2) 

Перетворення (4.2) зберігає лінійні розміри. На рис. 3 представлено фрагмент вза-

ємного розташування кругів lL  і L  в системі координат ( , )    у даному випадку. 

Абсциса точки перетину кіл * дорівнює * 2 2 2( ) / 2r a l r    , поточна ордината 

точок кола lL  є 2 2( ) .l r       

 

Рис. 3 

Для цього випадку подвійний інтеграл (3.6) з врахуванням симетрії області інтегру-

вання   відносно осі   можна переписати як суму наступних повторних інтегралів: 

      
 

      
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1 0

( ) 2 22 2
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( , , ) 2 , ,

, , .

l r
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u t r z d t z d

d t

q x y

q x y z d


 






    

  



 

 






  




  

  


 

 

 







   

  



 

    (4.3) 

При цьому повинні виконуватись нерівності    2 22 2/ /r l z t r l z       . 
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3) 0 r a l   . 

Областю інтегрування є круг lL  і переміщення визначається формулою 

    
 

 ( ) ( ) 2
3

2 2

0

2

22

( , , ) 4 , , ,

l rr l

z

r

u t r z d x tq y z d



     
 

    


       (4.4) 

яка справедлива при  2 2t r l z   . Тут враховано симетрію області інтегрування 

відносно осей ,   . 

4) 0 .r l a     

Областю інтегрування являється круг L . Ордината кола L  в координатах 

( , )    має значення 2 2 ,a a     і тоді переміщення можна представити наступ-

ним повторним інтегралом: 

      
2 2

22( ) (
4

2 ) 2

0 0

( , , ) 4 , , .
a a

zu t r z d q x y t z d


      


    


                (4.5) 

При цьому повинна виконуватись нерівність  2 20 t l r z    . В (4.5) враховано 

симетрію області відносно осей координат. 
В результаті частину шуканого переміщення, яка відповідає хвилі розширення, 

можна записати наступним чином: 

   

 
       
     
     

2 2

2 22 2
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0, , / ;

, , , , / / ;
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, , , , / ;

, , , , / .

z
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r l t r l z

u t r z r l r l z t r l z
u t r z

u t r z r l t r l z

u t r z r l t l r z










 





    


      
 
    

    

   (4.6) 

Тут складові    , , , 2, , 4ziu t r z i    задано виразами (4.3) – (4.5). Аналогічно визна-

чається частина переміщення    , ,zu t r z , що відповідає хвилі зсуву. 

У ряді випадків вдається отримати аналітичний вираз для невизначеного інтегра-

лу від функцій        , , , , ,t r z t r z   . Це дозволяє зробити внутрішнє інтегрування 

в повторних інтегралах (4.3) – (4.5). Наприклад, якщо діюче навантаження однорідне, 

тобто 1q  , вирази    , , , 2, , 4ziu t r z i    набувають більш простого вигляду 

           

               

2 2 2 2 2

2 2 2
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2 2 2

2

2 1 0

2

3 1 3 0
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, , 2 , , , , , ;

, , 4 , , , ; , , 4 , , .

r t z l
t zr

z

r l r t z l

r

r l t z

z z

r

u t r z F t r z d F t z d

u t r z F t r z d u t r z F t z d




  




   

   

   

  


   

 

 
 

  
 
 

 

 

 

   (4.7) 

При цьому функції  
0F  ,  

1F   містять лише елементарні функції 
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   
 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 2 2 2 22 2
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, , ln ;
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t z t z t t z
F t z
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       
 

           
     
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  
 

                   

  

Частина переміщення zu , що визначається хвилею зсуву, має вигляд  

   

 
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 
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    (4.8) 

Тут 

           
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                   

 

Таким чином, вирази (3.6), (4.6), (4.7) дають розв’язок даної задачі у вигляді прос-
тих інтегралів, під знаком яких утримуються вирази у вигляді елементарних функцій. 
Це дозволяє сподіватися, що обчислення шуканих характеристик не зустріне труднощів. 
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§5. Випадок 0r  . 
Найбільш простим для обчислень є переміщення на осі симетрії задачі. Для точок, 

що лежать на осі z,  переміщення  визначимо, поклавши у виразі (3.2) 0x y  . Одер-

жимо 

       2 2 2 2 2 21
, 0, , , .

2zu t z H l q t z d d        


 

 

           (5.1) 

Змінні інтегрування у виразі (5.1) фігурують лише під знаком радикала 2 2  , 

тому в площині ,   доцільно перейти до полярних координат ,  : 2 2 ,     

arctg /   . В результаті одержимо формулу  

       
0

, 0, , , ,zu t z H l q t z d     


                                    (5.2) 

в якій функція  , ,t z   задана співвідношеннями (3.3). 

З (3.3) і (5.2) з врахуванням властивостей функції Хевісайда випливає вираз для пере-
міщення zu  на осі симетрії 
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Вираз (5.3) дозволяє обчислити переміщення при довільному розподіленні наван-
таження вздовж , 0 .r r l  В багатьох випадках інтегрування в (5.3) може бути ви-

конано аналітично. Нижче в якості прикладів наведено два характерні випадки. 

Випадок 1. Однорідне навантаження ( ) 1.q r   Інтеграли в (5.3) легко беруться, 

в результаті чого одержуємо наступний вираз для нормального переміщення на осі 
симетрії: 
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   (5.4) 
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Статичне значення переміщення в точці 0r z   досягається при 2 21
t l z


   і 

має вигляд 

   2 2

2 2
2 2

,0,0 .
2z

l
u t l z

 


 


                                        (5.5) 

Рис. 4, 5 ілюструють нормальне переміщення на осі z при ( ) 1q r  . При обчис-

леннях параметр, що визначає розмір області прикладання навантаження, вибрано 
рівним 1: 1l  . 

 
Рис. 4 

 
Рис. 5 

 
Були використані також наступні вхідні значення параметрів задачі:  

01, 0,5, 1, .ph c c      

На рисунках переміщення віднесене до його статичного значення на поверхні 
0z   (5.5). 
Рис. 4 ілюструє розвиток переміщення за часом в фіксованих точках осі z: 
0; 1; 2; 4; 6; 8.z  Як випливає з формули (5.4) і можна бачити з графіків, перемі-

щення розвивається лінійно з моменту, коли хвиля розширення приходить в точку, що 
розглядається. Перший злам графіка, який добре видно, зокрема, при 2z   і 

4,z  обумовлений приходом в точку хвилі розширення від границі області прикла-

дання навантаження .r l Статичне значення досягається, коли в цю точку приходить 

фронт хвилі зсуву, яка збуджується на краю області навантаження r l .  
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Рис. 5 ілюструє розподіл переміщення вздовж осі z  у фіксовані моменти часу:  

1; 2; 4; 6; 8; .t t   Можна помітити, що всі криві, які одержано при скінченному 

значенні часу ,t  повторюють граничну криву, що відповідає t   аж до точки на 
осі ,z в якій в момент часу, що розглядається, знаходиться фронт хвилі зсуву. 

Випадок 2. Квадратична незалежність 2 2( ) 1 ( / ).q r r l    

З виразу (5.3), виконавши необхідні аналітичні перетворення, одержимо нормаль-
не переміщення на осі z   

     ,0, ,0, ,0, ,z z zu t z u t z u t z                                           (5.6) 
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При 0z   маємо статичне значення    2 2

2 2
2 2

, 0,0
3z

l
u t l z

 


 


    , до 

якого віднесено  ,0,zu t z  на нижченаведених рисунках. 

На рис. 6 при l = 1 представлено розвиток переміщення з часом в точках осі z, а 
саме 0; 1; 2; 4; 6; 8.z   

 

Рис. 6 
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Рис. 7 при тому ж значенні l (l = 1) показує розподіл переміщення вздовж осі z  у 

фіксовані моменти часу 1; 2; 4; 6; 8; .t t     

 
 

Рис. 7 
 
Можна помітити, що характер поведінки кривих при 2 2( ) 1 /q r r l   має схожість 

з їх поведінкою у випадку ( ) 1q r  . Відмінність, однак, полягає в кількісних значен-

нях, якщо пам’ятати про величини, до яких віднесене переміщення. Так, відношення 
статичних значень переміщення в точці 0r z   при однорідному і неоднорідному 
навантаженнях дорівнює 
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Зазначимо також, що представлені на рис. 4, 6 графіки аналогічні графікам, одер-
жаним у роботі [8], що підтверджує можливість використання запропонованого під-
ходу при обчисленні переміщення в глибині масиву в тому числі при традиційних 
умовах першої граничної задачі теорії пружності.  

Висновки. 
Розвинутий у роботі підхід до розв’язку нестаціонарної осесиметричної задачі при 

змішаних умовах на поверхні півпростору дозволив одержати простий вираз для нор-
мального переміщення при довільному осесиметричному розподілі заданого наванта-
ження. Для двох типових випадків одержано вираз для нормального переміщення на 
осі симетрії півпростору в елементарних функціях. Затрати комп’ютерного часу при 
цьому вимірюються секундами. Близькість наведених числових результатів і отрима-
них при розв’язку аналогічної задачі з граничними умовами в напруженнях дозволяє 
стверджувати, що даний підхід дає можливість при мінімальних обчислювальних зу-
силлях одержати інформацію про характерні особливості поля переміщень у внутріш-
ніх точках пружного півпростору під дією нестаціонарного навантаження. 

Наукові дослідження, результати яких опубліковані в даній статті, виконано за 
рахунок коштів бюджетної програми «Підтримка пріоритетних напрямків наукових 
досліджень» (КПКВК 6541230). 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Розв’язується задача про визначення деформованого стану пружного пів-простору, 

на границі якого діє нестаціонарне нормальне навантаження. Формулюється змішана крайова задача, 
розв'язок якої будується із застосуванням інтегральних перетворень Лапласа і Ханкеля. Виконане 
точне обернення перетворень. Як результат, одержано аналітичний розв'язок, що визначає нормальне 
переміщення в довільній точці півпростору в довільний момент часу. Конкретні числові розрахунки 
наведено для переміщення на осі симетрії задачі при однорідному і неоднорідному навантаженнях. 
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