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Abstract. The problem on the electric and stress state in an orthotropic electroelastic 
space, which contains an arbitrary oriented ellipsoidal inclusion, is considered under uni-
form force and electric loads. The solution of the problem is obtained using generalized 
Eshelby’s method of the equivalent inclusion for the case of a piezoelectric anisotropic 
space. The approach approbation for the case of the spheroidal cavity in the electroelastic 
transversally isotropic material, when the exact solution of the problem is known, confirms 
its effectiveness. The numerical researches are carried out and stress distribution along of 
the surface of the triaxial ellipsoidal cavity is studied for different orientations under tension. 
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Вступ. 
Використання п’єзоелектричних (електропружних) матеріалів при створенні пе-

ретворювачів енергії чи елементів вимірювальних приладів (датчиків) стимулює ви-
вчення і аналіз напруженого стану в електропружних тілах поблизу різних концентра-
торів напружень, що підтверджується збільшенням кількості наукових публікацій в 
області механіки зв’язаних полів. 

Дослідженню напружень в п’єзоелектричних тілах присвячені роботи [1 – 23] та 
інші. Для випадку трансверсально-ізотропного електропружного матеріалу зі сферої-
дальною (еліпсоїд обертання) порожниною чи включенням задача значно спрощуєть-
ся при спеціальній орієнтації концентратора напружень. При співпадінні осі обертан-
ня сфероїдальної порожнини чи включення з віссю симетрії трансверсально-ізотроп-
ного електропружного матеріалу в ряді випадків вдається отримати точний розв’язок 
задачі [6, 14, 19, 20]. В згаданих роботах при знаходженні розв’язку задачі використо-
вується загальне представлення розв’язків системи зв’язаних рівнянь електропружно-
сті для трансверсально-ізотропного тіла [19, 21] через гармонійні функції чи викорис-
товується узагальнення методу Ешелбі [3, 8] для п’єзоелектричного матеріалу, проце-
дура використання якого для сфероїдального включення при такій орієнтації концен-
тратора напружень суттєво спрощується. 

В даній роботі досліджено тривимірну задачу електропружності для ортотропного 
електропружного матеріалу з довільно орієнтованим тривісним еліпсоїдальним вклю-
ченням, яке має властивості, відмінні від властивостей основного матеріалу. Для отри-
мання розв’язку задачі використано підхід, оснований на узагальненні методу еквіва-
лентного включення Ешелбі на випадок анізотропного електропружного матеріалу. 
Інтеграли по поверхні включення, що отримані при розв’язанні задачі, обчислюються 
на основі квадратурних формул Гауса. Показано, що в частинних випадках (для сфе-
роїдального включення в електропружному трансверсально-ізотропному матеріалі) 
отримані результати співпадають з даними інших авторів. Досліджено розподіл на-
пружень вздовж поверхні тривісної еліпсоїдальної порожнини в ортотропному 
п’єзоелектричному матеріалі при розтязі. 
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1. Основні рівняння і постановка задачі. 
Розглянемо ортотропний електропружний простір, який містить довільним чином 

орієнтоване тривісне еліпсоїдальне включення (неоднорідність) з напівосями 1 2 3, ,a a a , 

яке має п’єзоелектричні властивості, відмінні від властивостей матриці (основного 
матеріалу). Припускаємо, що електропружний простір перебуває під дією однорідних 
силових і електричних полів. Наявність в матеріалі включення з іншими електромеха-
нічними властивостями призводить до появи концентрації силових і електричних по-
лів поблизу включення. 

Система рівнянь статики електропружності має наступний вигляд: 

рівняння рівноваги (за відсутності об’ємних сил) 

, 0ij j  ;                                                              (1) 

рівняння вимушеної електростатики 

, ,0;i i i iD E   ;                                                     (2) 

співвідношення Коші 

, ,

1
( )

2ij i j j iu u   ; 

рівняння стану 

,ij ijmn mn nij nC e    ; ,i imn mn in nD e k   ,                                  (3) 

де ij , ij , iu , iD , iE ,  – компоненти напружень, деформацій, переміщень, електрич-

них переміщень (індукції), електричного поля і електричний потенціал, відповідно. 

У виразах (1) – (3) використано позначення наступних тензорів: ijmnC – пружних 

модулів; imne – п’єзомодулів; ijk – діелектричних проникностей. Перший з наведених 

тензорів вимірюється при постійному значенні електричного поля, два інших – при 
постійній деформації. Для випадку ортотропного електропружного матеріалу його 
пружні властивості описуються дев’ятьма незалежними сталими 11 22 33 12, , , ,c c c c  

13 23 44 55 66, , , , ;c c c c c  п’єзомодулі – п’ятьма незалежними сталими 15 24 31 31 33, , , , ;e e e e e  

діелектричні проникності – трьома незалежними сталими 11,k  22 ,k  33.k  

1111 11 ;C c   2222 22 ;C c   3333 33;C c   1122 2211 12;C C c   

1133 3311 13 2233 3322 23;C C c C C c    ;  2323 2332 3232 3223 44 ;C C C C c     

3131 3113 1331 1313 55C C C C c    ;  1212 1221 2121 2112 66C C C C c    ;                  (4) 

113 131 15e e e  ;  223 232 24e e e  ;  311 31e e ;  322 32e e ;  333 33e e ; 

11k ;  22k ;  33k . 

Всі інші компоненти цих трьох тензорів, що не входять у вирази (4), рівні нулеві. 
При вивченні задачі, що розглядається, зручно використовувати дві системи коорди-
нат, одна з яких пов’язана з властивостями ортотропного електропружного матеріалу 
(її осі направлені вздовж головних осей ортотропії матеріалу), а інша – нова система 
координат, осі якої направлені вздовж півосей еліпсоїдального включення. Припус-
тимо, що нову систему координат 1 1 1Ox y z  отримано з системи Oxyz  поворотом на-

вколо осі Ox  на кут  . Тоді тензори пружних модулів, п’єзомодулів і діелектричних 

сталих ijklC , ijke , ijk  в новій системі координат отримаємо за допомогою перетворень 

тензорів відповідних порядків ijkl mnpk im jn kp lqC C     , ijk mnp im jn kpe e    , 

ij mn im jnk k   , де ij – матриця перетворення виду 
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1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

ij  

 

 
 

  
 
 

.                                                (5) 

Довільну орієнтацію еліпсоїдальної порожнини можемо отримати, проводячи послі-
довно обертання на кути , ,    навколо осей старої системи координат , , ,Ox Oy Oz  

відповідно. Матрицю перетворень ijT  знаходимо наступним чином: 

cos cos cos sin sin

sin sin cos cos sin sin sin sin cos cos sin cos

cos sin cos sin sin cos sin sin sin cos cos cos

ijT

    

           

           

 
 

     
    

. 

Приведена матриця є результатом послідовного перемноження трьох матриць, що 
відображають праві обертання навколо кожної з осей координат, які отримано анало-
гічно виразу (5) 

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

ij  

 

 
 

  
 
 

;  

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

ij

 



 

 
 

  
  

;  

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

ij

 

  

 
 

  
 
 

. 

Тоді нові тензори пружних модулів, п’єзомодулів і діелектричних постійних ( , , ) ,ijklC     
( , , ) ,ijke     ( , , )

ijk     отримаємо за допомогою перетворень тензорів відповідних порядків 

( , , ) ;ijkl mnpk im jn kp lqC C T T T T      ( , , ) ;ijk mnp im jn kpe e T T T      ( , , ) .ij mn im jnk k T T     

Зауважимо, що тут і далі в тексті використаємо звичайний тензорний запис вира-
зів, тобто будемо мати на увазі, що по індексам, які повторюються, проводиться су-
мування. Відмітимо також, що, принципово нічого не змінюючи в схемі розв’язку 
задачі, замість перетворення ijT , пов’язаного з обертанням навколо осей координат 

, , ,Ox Oy Oz  можна було б ввести інше перетворення, наприклад, за допомогою кутів 

Ейлера. 
В подальшому для опису напруженого і електричного станів в п’єзоелектричному 

матеріалі з включенням використаємо уніфіковані позначення [8], на основі яких 
компоненти переміщень і електричний потенціал запишемо у наступному вигляді: 

, 1, 2, 3 ;

, 4 ,

m

M

u M
U

M

 
 

                                                (6) 

компоненти пружних деформацій і напруженості електричного поля 

, 1, 2, 3 ;

, , 4 ,

mn

Mn

n

M
Z

M

  
 

                                               (7) 

компоненти напружень і електричних переміщень (електричної індукції) 

, 1, 2, 3;

, 4.

ij

iJ

i

J

D J

   


                                                  (8) 

Також для електропружних модулів маємо 
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( , , )

( , , )

( , , )

( , , )

( , , )

, , 1, 2, 3;

, 1, 2, 3; 4;

, 4; 1, 2, 3;

, , 4.

ijmn

nij

iJMn

imn

in

C J M

e J M
E

e J M

k J M

  

  
  

  

  

 

   
  

 

                                     (9) 

За допомогою наведених позначень рівняння стану (3) запишемо у вигляді 
( , , )

iJ iJMn MnE Z    .                                                     (10) 

Введені позначення (6) – (10) будуть використані в подальшому для запису рів-
нянь еквівалентності. 

2. Метод розв’язування. 
Напружений і електричний стан в ортотропному п’єзоелектричному матеріалі, що 

містить еліпсоїдальне включення, представимо на основі суперпозиції основного ста-
ну і збуреного, викликаного наявністю еліпсоїдального включення. Для знаходження 
збуреного стану скористаємось схемою методу еквівалентного включення, узагальне-
ною на випадок електропружності [3, 8], згідно якої рівняння еквівалентності в облас-
ті включення (неоднорідності) набувають вигляду: 

1( , , ) 0 ( , , ) 0 *( ) ( )iJKl Kl Kl iJKl Kl Kl KlE Z Z E Z Z Z               ( x


),                     (11) 

де 1( , , ) ( , , ),iJKl iJKlE E      – електропружні модулі неоднорідності (включення) і матриці 

відповідно (для випадку порожнини 1( , , )
iJKlE     слід спрямувати до нуля); *

MnZ – значен-

ня «вільних» деформацій і напруженості електричного поля, які визначаються з умов 
еквівалентності включення. Значення 0

KlZ  отримуємо з напружень і електричної інду-

кції (електричних переміщень), що задані в електропружному матеріалі, за допомогою 
співвідношень 0 ( , , ) 0

iJ iJKl KlE Z    . Аналогічно пружному випадку маємо 

( , , ) *
Mn MnAb AbZ S Z   ,                                                    (12) 

де ( , , )
MnAbS    – п’єзоелектричний аналог тензора Ешелбі, який залежить від геометричної 

форми включення і електропружних властивостей матеріалу. Скориставшись Фур’є-
образом функції Гріна для нескінченного електропружного простору, представимо 
його у вигляді 

 

 

1 2

3
( , , )

1 0( , , )

1 2

4 3

1 0

1
( ) ( ) , 1, 2, 3;

2

4
( ) , 4 ,

mJin nJim

iJAb
MnAb

Jin

I z I z d d m M
E

S

I z d d M



  
  



 


 






  

 
 


 

 

 


            (13) 

де /i i iz a ; 2
1 31 cos    ; 2

2 31 sin    . Крім того, маємо 1 ( )MJin i n MJI z z K z 
, 

де 1
MJK  – матриця, яка обернена до матриці: ( , , )

MJ i n iMJnK z z E    . 

Зі співвідношень (11) – (13) для визначення невідомих значень *
KlZ  приходимо до 

скінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь, коефіцієнти якої залежать від по-
двійних інтегралів виду (13), що не мають будь-яких особливостей в області інтегру-
вання. 

Для знаходження напруженого стану в ортотропному електропружному матеріалі 
з тривісним еліпсоїдальним включенням спочатку потрібно обчислити аналог тензора 
Ешелбі ( , , ) ,MnAbS     а потім визначити з рівнянь еквівалентності (11) значення *

KlZ . В да-
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ній статті обчислення компонентів ( , , )
MnAbS     проводилось на основі квадратурних фор-

мул Гауса. Після знаходження значень *
KlZ  визначався електричний і напружений 

стан в області включення. Для пошуку напружень і параметрів електричного поля в 
точках матриці, що прилягають до еліпсоїдальної границі включення, використовува-
лись наступні формули стрибка напружень і електричної індукції при переході через 
границю включення [8]: 

( , , ) ( , , ) * 1 *[ ] { ( ) }out in
iJ iJ iJ iJKl pQMn Mn p l QK KlE E Z n n K n Z           


,                   (14) 

де у виразах (14) in – компоненти зовнішньої нормалі до поверхні включення. 

3. Аналіз результатів числових досліджень. 
Спочатку проведемо тестування підходу, що використовується, на частинному ви-

падку задачі, для спеціальним чином орієнтованої сфероїдальної порожнини в транс-
версально-ізотропному електропружному матеріалі. При цьому припускаємо, що вісь 
обертання сфероїда співпадає з віссю симетрії трансверсально-ізотропного матеріалу. 
При такій орієнтації осесиметричної порожнини в п’єзоелектричному просторі в [20] 
отримано точний розв’язок задачі. Згідно [20] розглянемо основний електричний і 
напружений стани в трансверсально-ізотропному електропружному матеріалі в на-
ступному вигляді: 

0

(0) (0) (0) (0) 0
31

; 0;

0; 0; ,

x x y z xy xz yz

x y z xD D D d

      



     

    
                                   (15) 

де 31d – п’єзоелектрична стала матеріалу. В якості електропружного матеріалу візь-

мемо п’єзокерамічні матеріали PXE-5 і ЦТС-19 [1]. В результаті проведених обчис-
лень для стиснутих сфероїдальних порожнин отримуємо збіг результатів досліджень з 
даними роботи [20], в якій для цього частинного випадку знайдено точний розв’язок. 
Так, для співвідношень напівосей сфероїда 0,5c a   в п’єзокерамічному матеріалі 

ЦТС – 19 при одноосному розтязі і електричному впливові згідно (15) концентрація 
напружень 0

x x   на поверхні порожнини досягає значень 1,418 (1,42) в вершині на 

осі Оу  і 1,887 (1,89) в вершині на осі .Oz  В наведених значеннях у круглих дужках 

вказано дані роботи [20]. Для матеріалу PXE-5 при тих самих геометричних параметрах 
порожнини і вихідному станові (15) в вершині порожнини на осі Оу  отримуємо зна-

чення 0 ,x x   рівне 1,293 (1,29), відповідно. Отже, тестування викорис-таного підходу 

на частинному випадку задачі – випадку трансверсально-ізотропного п’єзоелектричного 
простору зі стиснутою сфероїдальною порожниною, що має точний розв’язок, підтве-
рджує його ефективність. 

Дослідимо напружений стан у середовищі з тривісною еліпсоїдальною порожни-
ною при одноосному розтязі вздовж осі Oz  (при нульових значеннях компонентів 
електричної індукції) 

0 ; 0;z z x y xy xz yz              (0) (0) (0) 0.x y zD D D    

Як матеріал матриці розглянемо ортотропний електропружний матеріал 

2 5 15Ba NaNb O , властивості якого (всього 17 незалежних електропружних параметрів) 

наведено в [2], а також п’єзокерамічний матеріал 3BaTiO  [8], який є трансверсально-

ізотропним за електропружними властивостями (всього 10 незалежних електропруж-
них сталих). Спочатку розглянемо випадок спеціальної орієнтації порожнини (піввісь 
тривісної еліпсоїдальної порожнини 3a  направлена вздовж однієї з головних осей 

ортотропії матеріалу ).Oz  На рис. 1 показано розподіл напружень 0/zz zz   вздовж 

поверхні еліпсоїдальної порожнини в перерізі XZ  (від вершини еліпсоїду на осі Ox  
до його вершини на осі )Oz  для матеріалу 2 5 15Ba NaNb O .  
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Лініям 1, 2, 3 на рис. 1 відповідає відношення півосей еліпсоїду 2 1/ 0,7,a a   а відно-

шення 3 1/a a  змінювалося і набувало наступних значень: 3 1/ 0,9; 0,7; 0,5.a a   Видно, 

що при зменшенні відношення 3 1/a a  значення концентрації напружень 0/zz zz   збі-

льшується. На рис. 2 наведено зміну напружень 0/zz zz   вздовж поверхні порожнини 

1 21; 0,7a a  ; 3 0,5a   в перерізі XZ  при різних орієнтаціях еліпсоїдальної порожни-

ни в ортотропному електропружному матеріалі 2 5 15Ba NaNb O .  Криві 1, 2, 3, 4 відпові-

дають кутам повороту 0, / 6, / 3, / 2.     

У розглянутих випадках максимальне значення концентрації напружень має місце 
при / 2  , а мінімальне – при 0  . Зміна орієнтації порожнини призвела до збіль-

шення максимальних значень напружень 
(для випадків, що розглядаються) приб-
лизно на 14,2 % в матеріалі 

2 5 15Ba NaNb O .  

Порівняємо вплив орієнтації еліпсої-
дальної порожнини для двох різних п’єзо-
електричних матеріалів (ортотропного 
електропружного 2 5 15Ba NaNb O  і транс-

верально-ізотропного п’єзоелектричного 

3BaTiO ).  Розглянемо основний напруже-

ний стан у вигляді одноосного розтягу 
вздовж осі .Oz  Результати числових дос-

ліджень відображено на рис. 3 (в тому ж 
перерізі ).XZ  

При розрахунках відношення півосей 
приймали значення 2 1/ 0,7a a   і 3 1/a a   

0,5.  Лінії 1, 2 відповідають ортотроп-

    
Рис. 1                                                                  Рис. 2 

 
Рис. 3 
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ному електропружному матеріалу 2 5 15Ba NaNb O , а лінії 3, 4 – трансверсально-

ізотропному матеріалу 3BaTiO .  Штрихові лінії на рис. 3 відповідають випадку 0   

(крива 1 для матеріалу 2 5 15Ba NaNb O  і крива 3 для матеріалу 3BaTiO ),  а суцільні лінії 

– випадку / 2   (крива 2 для матеріалу 2 5 15Ba NaNb O  і крива 4 для матеріалу 

3BaTiO ).  Видно, що вплив орієнтації порожнини на напружений стан в матеріалі 

2 5 15Ba NaNb O  є більш суттєвим, ніж у матеріалі 3BaTiO .  

Висновок. 
Розглянуто задачу про електричний і напружений стан в ортотропному електроп-

ружному просторі, що містить довільно орієнтоване еліпсоїдальне включення, при 
однорідних силових і електричних навантаженнях. Розв’язок задачі отримано за до-
помогою узагальненого на випадок п’єзоелектричного простору методу еквівалентно-
го включення Ешелбі. Проведено числові розрахунки для випадку еліпсоїдальної по-
рожнини в ортотропному електропружному матеріалі при розтязі. Досліджено вплив 
геометричних параметрів порожнини, її орієнтації і електропружних властивостей 
матеріалу на розподіл напружень. 

Наукові дослідження, результати яких опубліковано в даній статті, виконано за 
рахунок коштів бюджетної програми «Підтримка пріоритетних напрямків наукових 
досліджень» (КПКВК 6541230). 

 
 
Р Е З Ю М Е . Розглянуто задачу про електричний і напружений стан у ортотропному електро-

пружному просторі, що містить довільно орієнтоване еліпсоїдальне включення, при однорідних си-
лових і електричних навантаженнях. Розв’язок задачі отримано за допомогою узагальненого на випа-
док п’єзоелектричного анізотропного простору методу еквівалентного включення Ешелбі. Апробація 
підходу для випадку сфероїдальної порожнини у електропружному трансверсально-ізотропному 
матеріалі, коли відомо точний розв’язок задачі, підтверджує його ефективність. Проведено числові 
дослідження та вивчено розподіл напружень у матеріалі вздовж поверхні тривісної еліпсоїдальної 
порожнини для різних її орієнтацій при розтязі. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: ортотропний п’єзоелектричний матеріал, тривісне еліпсоїдальне вклю-

чення, довільна орієнтація, узагальнений метод еквівалентного включення, розподіл напружень. 
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