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Abstract. Linear two-stage deformation trajectories with zero initial and final strain 
rates were considered within the framework of the damage accumulation model of the he-
reditary type. Several problems to find the largest value of accumulated plastic strain have 
been formulated and investigated. All problems are reduced to nonlinear programming prob-
lems with three unknowns, a linear objective function and constraints in the form of nonlin-
ear inequalities and/or strict equalities. The existence and uniqueness of solutions of the 
formulated problems are investigated. The analytical dependence of the accumulated defor-
mation on the parameters of the model and the trajectory of deformation is obtained and 
investigated. It is shown that the largest accumulated deformation corresponds to the left 
limiting trajectory, in fact, a single–stage trajectory with a linear decrease in the strain rate. 
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Вступ. 
Зародження теорії підсумовування пошкоджень пов’язують з працями Пальмгре-

на – Майнера, в яких запропонована і обгрунтована гіпотеза лінійного підсумовуван-
ня пошкоджень. 

Фундаментальні результати з теорії підсумовування пошкоджень отримані А.А. Ілью-
шиним [4]. Найбільш повний аналітичний огляд праць з експериментальних і теоре-
тичних досліджень тривалої міцності металів при нестаціонарних складних напруже-
них станах, опублікованих за останні 60 років, здійснено в працях О.М. Локощенко 
[7]. Ряд цікавих результатів з моделювання руйнування в умовах повзучості та розви-
тку теорії підсумовування пошкоджень і моделей спадкового типу отримано в робо-
тах В.В. Москвітіна [12], В.П. Голуба [17, 18, 19] і А.В. Хохлова [13 , 14]. Модель під-
сумовування пошкоджень у вигляді інтеграла Бейлі стосовно пластичного деформу-
вання вперше запропонована В.Л. Колмогоровим. 

У цій праці розглядатимемо виключно ізотермічні процеси. 
Одним із перших скалярний варіант моделі тривалої міцності спадкового типу до-

слідив В.В. Москвітін [12] 
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де i  – інтенсивність напруження; ft  – час до руйнування матеріалу при заданому 

процесі навантаження ( )i i t  ; , ,B m   – матеріальні сталі. 
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За умови незмінності у часі компонент тензора напружень ( ) constij ijt   , а, 

отже, і інтенсивності напруження ( ) consti it   , з цієї моделі можемо отримати 

співвідношення 

( ) ,m m
i fst B   

звідки випливає степенева апроксимація кривої тривалої міцності 

i fst B  .                                                        (0.2) 

У випадку 1m   модель (0.1) стає лінійною відносно i  
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З цього стає очевидним жорсткий зв’язок між апроксимацією ядра в інтегрально-
му представленні (0.1) та апроксимацією кривої тривалої міцності (0.2). Вибір виду 
однієї з цих апроксимацій однозначно визначає вид іншої. До того ж, в лінійній моде-
лі матеріальні сталі повністю визначаються апроксимацією кривої тривалої міцності  
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де 1 2,f ft t  – час до руйнування матеріалу під дією незмінних впродовж навантаження 

напружень 1i  та 2i , відповідно. Тобто, для визначення матеріальних сталих, в мо-

делі з вибраним варіантом степеневого ядра інтегрального представлення, необхідно 
мати результати експериментальних досліджень на тривалу міцність, принаймні, при 
двох різних значеннях інтенсивності напружень.   

Автором [11, 24] запропонована та досліджена модель граничних деформацій при 
високотемпературній деформації, що враховує вплив швидкості деформації на підсу-
мовування пошкоджень в матеріалах. Спрощену скалярну версію вказаної моделі мо-
жна записати так 
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де   – рівень пошкоджень; i  – інтенсивність швидкості деформації; ft  – час до 

руйнування матеріалу при заданому процесі деформування ( )i i t   ; ( )t   – ядро 

спадковості; f  – деяка функція. 

Відповідно запропонованій класифікації процесів навантаження та деформування 
[11], модель (0.1) описує процеси пропорційного навантаження, що визначаються 
умовами  
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Еквівалентними до цієї умови є такі 
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де ij ij ijs      – девіатор тензора напружень ij ; 3ii  – середнє напруження; 

ij  – символ Кронекера; ij  – напрямний тензор напружень;   – інваріантний показник 

напруженого стану. Верхній індекс  0  означає, що відповідна величина є сталою. Од-
ною з основних ознак процесів пропорційного навантаження є незмінність виду напру-
женого стану, що визначається параметром Надаї-Лоде для напружень. Окремими при-
кладами такого процесу є рівномірний осьовий розтяг або стиск, зсув, а також і процеси 
складного навантаження, зокрема розтяг + кручення із забезпеченням умов (0.4) – (0.6). 

Модель (0.3) призначена для описання процесів квазіпростого гарячого деформу-
вання, що визначаються умовами  
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де ij  – девіатор швидкостей деформацій; ij  – напрямний тензор швидкостей дефо-

рмацій. Характерною ознакою процесів квазіпростого гарячого деформування є не-
змінність, в процесі навантаження, параметра Надаї-Лоде для швидкостей деформа-
цій. Окремими прикладами такого процесу є рівномірний осьовий розтяг або стиск, 
зсув, а також і процеси складного навантаження, зокрема розтяг + кручення без 
обов’язкового забезпеченням умови (0.6). В процесах квазіпростого гарячого дефор-
мування можуть змінюватися за довільним законом інтенсивність швидкості дефор-
мації i  та показник  . Надалі обмежимося розглядом процесів квазіпростого гаря-

чого деформування за умови незмінності показника напруженого стану (0.6). 
Для степеневого ядра спадковості на основі (0.3) можемо записати 
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де , ,g n   – матеріальні сталі. 

За умови незмінності у часі компонент напрямного тензора швидкостей деформа-
цій (0.7) та інтенсивності швидкості деформацій const,( )i it     з цієї моделі випли-

ває 

( ) ,n n
i fst A   

а також степенева апроксимація кривої граничного стану при стаціонарному дефор-
муванні 

i fst g                                                           (0.9) 

або 
1
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де fs  – гранична пластична деформація до руйнування матеріалу, що відповідає 

швидкості деформацій const.i   

Для довільного закону зміни інтенсивності швидкості деформацій ( )i i t    вели-

чина накопиченої пластичної деформації визначається як  
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і, зокрема, для осьових рівномірних розтягу або стиску циліндричних зразків дорів-
нює 
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де 0,l l  – відповідно початкова та поточна довжина (висота) зразка. 
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Із суто формальної точки зору модель граничних деформацій (0.8) відрізняється 
від моделі тривалої міцності (0.1) тільки заміною інтенсивності напружень i  інтен-

сивністю швидкості деформацій i . І для одного й того самого закону зміни інтенси-

вності напружень та інтенсивності швидкості деформацій  

     i it t u t    

з моделей (0.1) та (0.8) випливатимуть одні й ті самі співвідношення та критеріальні 
залежності з точністю до позначень та фізичної сутності параметрів моделі. Очевид-
но, що вказані залежності матимуть однакові властивості. Тобто, в цьому випадку 
маємо типову ситуацію математичного моделювання, коли під час вивчення одного із 
двох процесів ми глибше розуміємо можливі особливості перебігу іншого. 

В той же час модель (0.8) має істотну особливість: інтеграл від інтенсивності 
швидкості деформацій (0.11) визначає величину накопиченої пластичної деформації 
 , що може бути визначена експериментально, зокрема, за співвідношенням (0.12). 
Саме ця величина використовується як міра здатності матеріалів сприймати пластич-

ну деформацію без руйнування. Величина  
0

t

i d    подібного значення не має.  

Зазначена особливість моделі (0.8) виявилась надзвичайно суттєвою, оскільки на-
дає можливість формулювати та розв’язувати оригінальні для теорії підсумовування 
пошкоджень оптимізаційні задачі. 

Важливими є питання щодо системи експериментів, що необхідні для визначення 
матеріальних сталих, так і обмежень, яким вони мають задовольняти. 

Розглянемо двоступеневе деформування з паузою між ступенями та досягненням 
граничного стану на другій ступені:  
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При цьому з (0.8) випливає критеріальне співвідношення [11]. 
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n n n

p p           ,                               (0.13) 

де (1) (1)
1 1 1* *s st t     – використаний ресурс пластичності на першій ступені; (1)

* ,st  
(1)

*s – відповідно час до руйнування матеріалу та гранична пластична деформація ма-

теріалу, що відповідають деформуванню із сталою швидкістю інтенсивності дефор-

мації (1)
i  та визначаються співвідношеннями (0.9), (0.10); (1)

*p p st t   – приведена 

пауза; (1)
*2 1 *( )f p st t t t    – залишковий ресурс на другій ступені. 

Це рівняння є неявною функцією залишкового ресурсу від використаного ресурсу 
та приведеної паузи 

*2 *2 1( , );p         1 0;1 , 0; .p      

З моделей (0.1) та (0.8) випливають формально тотожні критеріальні співвідно-
шення. Так, стосовно до двоступеневого навантаження з паузою між ступенями з мо-
делі (0.1) випливає співвідношення формально тотожне (0.13) з точністю до позна-
чення та фізичної сутності параметра n . В той же час вказані критеріальні співвідно-
шення описують різні процеси: під час двоступеневого деформування впродовж пер-
шої та другої ступені відбувається деформування з постійною швидкістю інтенсивно-
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сті деформацій  1
i ; під час двоступеневого навантаження впродовж першої та другої 

ступені величина інтенсивності напружень є одною й тою самою та незмінною. 
В цій праці нас в першу чергу цікавитимуть матеріали з чутливістю граничної 

пластичної деформації до інтенсивності швидкості деформації, а саме – такі матеріа-
ли, для яких існує температурно-швидкісний діапазон, в якому представлена у вигляді 

 fs fs is     функція (0.10) є спадною. З цього випливає, що  

1.   

Ця умова є важливою відмінністю моделей (0.1) та (0.8). Так, при 1n   маємо 

лінійну модель (0.8), з якої випливає 

( 1) ;n n
fs ig      0 1.n                                           (0.14) 

З лінійної моделі (0.1) ( 1 )m   за умови зменшення граничного часу до руйну-

вання fst  при збільшенні величини інтенсивності напружень i  випливає тільки умо-

ва 0m  . Нерівність 1m   випливає тільки з умови 1 *2 1   , що має виконуватися 

для співвідношення, формально тотожного до (0.13) і яке випливає з моделі (0.1). У 
цьому випадку умова 1 *2 1    відображує часткове відновлення використаного 

ресурсу впродовж паузи. 
Слід зазначити, що в літературі можна знайти приклади степеневих залежностей 

(0.14), що побудовані на основі експериментальних даних для конкретних матеріалів, 
зокрема, в [20, 25] ці залежності побудовані для різних температур 

  ,q
fs ik T    

де  k T  – коефіцієнт, що залежить від температури T . Коефіцієнт q  виявився не-

залежним від температури та рівним 0,013q    в діапазоні 950 1300 С,T     

0,001 1,0i    с–1 для роторної сталі 30Cr2Ni4MoV [20]. За даними [25] для двох маг-

нієвих сплавів MgNi19 та MgCa0.8 відповідно 0,252q    та 1,22q   , в діапазоні 

20 300 С,T     0,01 0,1i    с–1. 

Автором [11] наведено приклади зіставлення експериментальних та розрахунко-
вих результатів, що випливають з критеріальних співвідношень, отриманими на осно-
ві моделі (0.3) для різних процесів деформування ( ).i i t    

Стосовно до двоступеневого деформування з паузою між ступенями на основі 
(0.3), із використанням експоненціального представлення ядра спадковості ( ),t   

отримано співвідношення [11], аналогічне співвідношенню (0.13) 

 1
1

ln 1 ( 1) ,pnn
pe e

n
                                       (0.15) 

де   – величина відновленого впродовж паузи використаного ресурсу пластичності 

на першій ступені 1 *2 1.       

Детально проаналізовано зіставлення співвідношення (0.15) з експериментальни-
ми даними з двоступеневого кручення суцільних зразків із сталі 14Х17Н2 з паузою 
між ступенями [2]. В указаній праці для апроксимації отриманих даних в діапазоні 

1950 C 1150 C, 0 1, 0 30pT t        сек. було запропоновано емпіричне співвід-

ношення 1,3610,588 0,251
1exp(0,241 ( 1000) ) 1.pT t      

Відзначено низку суттєвих переваг співвідношення (0.15), навіть, за умови зву-
ження його значення до одної з версій емпіричної апроксимації. 
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Показано також, що ті самі закономірності прослідковуються і в літературних  
експериментальних даних з двоступеневого кручення або розтягу з проміжною пау-
зою суцільних зразків із хромонікелевих сталей Х18Н10Т, Х23Н18, 20Х23Н18, 
10Х17Н13М2Т, 20Х13, сталі ШХ15 [11]. Зауважується, що подібні експерименти мо-
делюють деякі технологічні процеси обробки тиском, зокрема, гарячу реверсивну 
прокатку на обтискувальному стані. 

В [11] обгрунтовано відомий з літератури, експериментально виявлений важливий 
висновок про більшу технологічність схеми зі зменшенням швидкості в порівнянні зі 
схемою збільшення швидкості при безперервному двоступеневому деформуванні з 
різними швидкостями на кожній ступені.  

У роботі [8] сформульована варіаційна задача ізопериметричного типу і показано, 
що в загальному випадку розв’язку цієї задачі не існує. Показано, що стосовно до кла-
су двоступеневого деформування варіаційна задача зводиться до задачі нелінійного 
програмування та запропоновано методи розв’язання аналогічних задач стосовно до 
класу багатоступеневого деформування [5, 8]. 

При дослідженні взаємозв’язку теорії підсумовування пошкоджень спадкового 
типу з класичною задачею про таутохрону був встановлений закон зміни швидкості 
деформацій, що приводить до переходу матеріалу в стан надпластичності [6]. За-
стосування теорії інтегральних рівнянь дозволило розробити підхід для отримання 
більш широкого спектру співвідношень, що призводять до переходу матеріалу в стан 
надпластичності [22]. 

Показана ефективність застосування розробленої моделі в дослідженні оптималь-
них законів розподілу сил спортсмена, що долає певну дистанцію [10]. Встановлено, 
що вказаний підхід відображає низку досить нетривіальних закономірностей, що спо-
стерігаються на практиці. В результаті виявлено глибинні зв’язки, що проявляються на 
феноменологічному рівні при протіканні, на перший погляд, зовсім різних процесів. 

З огляду на вже досліджені доволі цікаві та важливі властивості моделі підсумо-
вування пошкоджень спадкового типу, важливо дослідити вказану модель для якомо-
га більш широкого кола процесів деформування ( ).i i t    

В роботі [9] автори припустилися кількох помилок, що призвело до спотворення 
деяких ключових результатів. 

У цій статті представлені результати дослідження найбільшого і найменшого зна-
чень граничної деформації для класу лінійних дволанкових траєкторій деформування 
трикутноподібного виду. 

§1. Постановка задачі. 
Під час неізотермічних процесів гарячої обробки тиском матеріалів заготовка 

охолоджується. Для малопластичних матеріалів це призводить не тільки до погіршен-
ня деформівності заготовок, а й до зростання опору деформуванню, отже, й до збіль-
шення енергозaтрат [5]. Для матеріалів з чутливістю граничної пластичної деформації 
до інтенсивності швидкості деформації, важливим є пошук режимів деформування 
для скорочення часу процесу деформування без втрати якості виробу, тобто, з ураху-
ванням пластичних можливостей матеріалу. 

Розглянемо варіаційну задачу ізопериметричного типу, що сформульована в рам-
ках моделі підсумовування пошкоджень [8]. Цільовою функцією є величина гранич-
ної накопиченої пластичної деформації f   

 
0

max
ft

f i d      ,                                              (1.1) 

обмеження задачі складаються з умов досягнення граничного стану 

 
0

( ) ( ) 1
ft

it f d                                                  (1.2) 
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і належності точок досліджуваних траєкторій ( )i i t    області допустимих значень 

 
0

( ) ( ) 1, (0, )
t

i ft f d t t         ,                                  (1.3) 

де ,t   – час; i  – швидкість деформації – шукана функція; ft  – момент досягнення 

граничного стану; ( )t   – ядро спадковості; f  – деяка функція. 

Розглянемо деформування за лінійною дволанковою траєкторією трикутно-подіб-
ного виду, схема якого показана на рис. 1, а: 0 0A    . Відповідно до цього закону 

маємо 

   , , , 0 ,i A O O A O A
A

t
R t t t t

t
               

0 A ft t  ;                                                         (1.4) 

   , , , ,O A
i A O A A A f

f A

R t t t t t t t
t t

   
     


     

де                        0, , , , , , ,O A O f A O A A A OR t t R t t t R t t t              . 

 

Зменшимо кількість невідомих за рахунок введення умови збігу моментів досяг-
нення граничного стану і нульового значення швидкості деформацій. Відповідний 
закон зміни швидкості деформацій зображений на рис. 1, б. У цьому випадку на осно-
ві (1.4) отримаємо 

 , , 0 ,i A A A
A

t
R t t t t

t
       

0 ;A ft t                                                           (1.5) 

 , 1 , .A
i A A A f

f A

t t
R t t t t t

t t
 

 
       

   

Для двох граничних випадків 0At   та A ft t  отримаємо відповідно 

   
a                                                                   б 

Рис. 1 
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   , 0 , 0 1 , 0 ;A A A f
f

t
R t t R t t t t

t


 
         

 
                        (1.6) 

( , 0) ( , ) , 0 .A f A f A f
f

t
R t t t R t t t t t

t
                                   (1.7) 

Відповідні граничні одноланкові траєкторії наведені на рис. 2. 
В цьому випадку цільова функція, відповідно (1.1), дорівнює 

1
max.

2f f At                                                   (1.8) 

Надалі будемо використовувати степеневе представлення ядра спадковості, що в 
сукупності з лінійним варіантом моделі (1.2) тотожне моделі (0.8) при 1 n   та по-

роджує степеневу залежність кривої граничних деформацій від часу 

 (1 1 )
,

n
fs ig                                                       (1.9) 

де fs  – величина граничної накопиченої пластичної деформації, що відповідає  

деформуванню з постійною швидкістю деформації; ,g n  – матеріальні константи 

( 0, 0 1).g n    

Тоді, відповідно обмеження (1.3), отримаємо 

 

Рис. 2 
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 
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А, відповідно до (1.2): 

 
1, 0;

1
nA
f An

t n t
g n


 




  

   ( ) 1;
1

n nA
f f An

t t t
g n




  



             (1.11) 

 
1, ,

1
nA
f A fn

t t t
g n


 




                                         (1.12) 

де   – нормована абсциса точки зламу 

, 0 1.A

f

t

t
     

Вираз (1.10) авторами [9] записано некоректно. 
Отже, ми отримали задачу нелінійного програмування (задача № 1) з лінійною 

цільовою функцією (1.8) і нелінійними обмеженнями у вигляді строгих рівностей 

   1
,

n

A
f

ng

t n
 

  
   
 

   0 0;At                                    (1.13) 
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 

1 , 0 1
1 1

n

A n
f
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n
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  


 
        

    0 ;A ft t                 (1.14) 

   1

n

A
f

g
n

t
 

 
   
 

 ,  1 A ft t                                   (1.15) 

та нерівностей (1.10). 
Множиною допустимих значень є множина координат  , ,A At    або  , ,A   , 

що при заданих , , fn g t  задовольняють обмеження (1.10), (1.13), (1.14), (1.15). Пошук 

розв’язку сформульованої задачі означає визначення серед множини допустимих зна-
чень таких величин змінних  , ,A At   , що відповідають максимальним значенням 

функції (1.8). 

§2. Дослідження існування розв’язку. 
Для дослідження існування розв’язку задачі № 1: (1.8), (1.10), (1.13) – (1.15) розг-

лянемо дві допоміжні задачі нелінійного програмування. 

Задача № 1.1: (1.8), (1.13) – (1.15). 

Задача № 1.2: (1.8), (1.13) – (1.15) та (1.10) при 0 A ft t  , 0 At t  . 

Покажемо, що існує і притому єдиний розв’язок допоміжної задачі № 1.1. 
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Теорема 1. Нехай гранична умова описується рівняннями (1.2), (1.9), тоді під час 
деформування за траєкторією (1.5) – (1.7), швидкість деформації в точці зламу набу-
ває найбільше значення при 0   і найменше значення при 1   та є монотонно 

спадною функцією на інтервалі  0;1  . 

Доведемо неперервність на відрізку  0,1   функції  A A    , що визначена 

рівняннями (1.13) – (1.15). 
Очевидно, що функція ( )A A     є неперервною на інтервалі 0 1  . Тому не-

обхідно дослідити поведінку функції на кінцях інтервалу. 
Визначимо границю 

0
lim A




  на основі виразу (1.14). В результаті застосування 

правила Лопіталя отримаємо 
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Із порівняння останнього співвідношення з (1.13) очевидно, що 

   0 0
limA A 

    
  . 

Аналогічним чином можна встановити 

   1 1 0
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Отже, функція 
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є неперервною на відрізку  0,1 .   

Покажемо, що функція  AR   монотонно спадає на інтервалі  0;1  . З цією 

метою визначимо та дослідимо похідну функції 
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Оскільки 
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знак похідної визначається знаком виразу 
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, 1 1 1 , 0 1, 0 1.

n n
u n n n              

Доведемо, що 
   , 0, 0 1, 0 1 .u n n                                            (2.2) 

Виконаємо перетворення 

       1
, 1 1 1 0, 0 1, 0 1 ,

n
u n n n               

звідки випливає 



 130

 11 1 , 0 1, 0 1.
n

n n                                         (2.3) 

Із застосуванням розвинення функції в ряд Тейлора отримаємо співвідношення 

         1 2 31 1 1
1 1 1

2! 3!
n n n n n n

n      
        

     41 1 2
...

4!

n n n n


  
  , 

з урахуванням якого нерівність (2.3) може бути зведена до очевидної нерівності 

          2 3 41 1 1 1 1 2
... 0,

2! 3! 4!

n n n n n n n n n
  

     
     

що і є свідченням істинності нерівності (2.2). 
Отже, неперервна функція (2.1) є строго спадною на інтервалі 0 1   і набуває 

найбільше і найменше значення на його кінцях. Тим самим теорему 1 доведено. 
У зв’язку з заміною рівностей (1.13) – (1.15) однією рівністю (2.1), уточнимо пос-

тановку сформульованих задач: 
задача № 1: (1.8), (1.10), (2.1); 
задача № 1.1: (1.8), (2.1); 

задача № 1.2: (1.8), (2.1), (1.10) при 0 At t  . 

Оскільки на відрізку  0,1   функція  A AR   досягає свого максимального 

значення, до того ж тільки в точці 0  , існує і притому єдиний розв’язок задачі 
№ 1.1. 

Задача № 1.2 відрізняється від задачі № 1.1 тільки наявністю додаткового обме-
ження у вигляді нерівності  

 1 .

n

A
f

g
n

t




 
   
 

                                                (2.4) 

Якщо розв’язок задачі № 1.1 задовольняє цій нерівності, він буде також розв’язком 
задачі № 1.2. Перевіримо чи задовольняє розв’язок задачі № 1.1 вказану нерівність. 

При 0    обмеження (2.4) з урахуванням (2.1) може бути зведене до очевидної 
нерівності 

 
0

lim 0, 0;1nn n





    . 

В іншому випадку отримаємо 

 

1

1, 0 1.
1 1

n

n
n






  
 

                                            (2.5) 

Отже, при заданому значенні матеріальної константи n, розв’язок задачі № 1.1 є 
одночасно і розв’язком задачі № 1.2 тільки за умови, що   належить області допус-
тимих значень (2.5). 

Задача № 1 відрізняється від допоміжної задачі № 1.2 тільки наявністю нерівнос-
тей (1.10) при A ft t t  , 0 A ft t  . Покажемо двома способами, що вказані нерівно-

сті в загальному випадку не виконуються. 
Спосіб 1. Визначимо частинну похідну від лівої частини одної з нерівностей (1.10), 

отримаємо 
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 
 

, , , 1.
1

0

n

fnA
t f fn

f

t t
t t t t t

g t

   


        
 


 


             (2.6) 

Знайдемо границю 

    
1

1

0
lim , 1 1

f

n
nA f

t nt t

t
t

g


  






 
   


. 

Оскільки 
1 0, 0nA

fn
t

g

 


  


, 

то 

    1

0
sign lim , sign 1 1 .

f

n
t

t t
t   

 

     
 

 

Припустимо, що 

   1
1 1 0, 0 1, 0 1

n
n        ,                             (2.7) 

тоді 

       1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 0, 0 1, 0 1

n n n
n                     . 

Отримали очевидну нерівність, що свідчить про істинність нерівності (2.7). Отже,  

   
0

lim , 0, 0 1, 0 1
f

t
t t

t n  
 

      . 

Звідси, з урахуванням справедливості рівності (2.1), випливає, що існує лівий 

проколений окіл точки ft  (позначимо через  :
ft fU t t t  ) такий, що 

   : : 1
ft ft U t t t t     .                                   (2.8) 

Остання нерівність показує, що обмеження (1.10) при A ft t t   не виконується. 

Аналогічна ситуація має місце і з першою з нерівностей (1.10). Визначимо похід-
ну від лівої частини цієї нерівності, отримаємо 

  1, , 0 , 0
n

nA
t f An

f

t
t nt t t t

tg

   
       

 


. 

Обчислимо границю 

  1

0 0
lim , lim

f f

n
nA

t nt t t t f

t
t nt

tg

  

   

  
         


 

 1 1 0, 0 , 0, 0 1nA
f f An

t n t t t n
g

        


. 

І в цьому випадку існує окіл  :
ft fU t t t  , для точок якого виконується нерів-

ність (2.8). 
Нерівності (1.10) виконуються тільки для правої граничної одноланкової траєкто-

рії ( A ft t , 0 ft t  ). 

Спосіб 2. У цьому способі будемо слідувати абсолютно традиційним шляхом: 
знайдемо стаціонарну точку першого роду et  на основі похідної (2.6) і покажемо, що  
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   , 1, , 0 1, 0 1e f e ft t t t n          . 

На основі (2.6) легко отримати 

   1
1 1 0, 0 1, 0 1

1

n
f

e

t
n

t
 


 

         
, 

звідки знаходимо 

 
 1

, 0 1, 0 1 .

1 1

f
e

n

t
t n





    

 
 

Покажемо, що f e ft t t   . Дійсно 

   
1 1

1 1 0 1 0 1 1 1n n              , 

до того ж 

   
1 1

1 1 1 1 1 1 0n n           , 

отже 

 
 1

, 0 1, 0 1

1 1

f
e f

n

t
t t n


 


     

 
. 

З іншого боку 

   
1 1

0 1 1 1 1 1 1
n

n n    


             

 
 

 
1

1
1 1 1, 0 1, 0 1

1 1

n

n

n
  


         
 

, 

в результаті отримаємо вираз для визначення стаціонарної точки 

 
 1

, 0 1, 0 1

1 1
e f f

n

t t t n
 


     
 

, 

підстановка якого в (1.10) при A ft t t   приводить до виразу 

   
 

 

1

1
1 1

1 11

1 1
,

111 1 1 1

f

n

f A
n n

nf A
e n n

An n

t t

tt
t t

g n t



   
 



 



                               
  
 
 


, 

 0 , 0 1, 0 1 .A e ft t t n                                             (2.9) 

За допомогою нескладних перетворень останнього співвідношення з урахуванням 
(2.1), отримаємо 
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     1
, , , , 0 1, 0 1 ,n

et t n n
n

             
 

 

де 

 
 

,
1 1

n
n

 



 

. 

Для доведення умови 

     1
, , 1, 0;1 , 0;1nn n

n
           

 
 

з урахуванням співвідношень 

   1 1 1
0 , 1 , , 1 0;1 , 0;1 ,n n

n n n
                        
     

 

справедливість яких легко довести, досить показати, що 

     1
, , 1, 0;1 , 0;1 .n n

n
           

 
 

Позначимо 1z t   та запишемо останню нерівність у вигляді 

       
1

2
1 1 1 , 0;1 , 0;1n nz z z z n

 
        
 
 

.                     (2.10) 

Отриману нерівність легко довести з урахуванням стандартних нерівностей [1], 
які запишемо у вигляді 

 

 
 1

1 1

, 0, 0;11
1 1

n

n

z n z

z n
z z

n

   
   

  


. 

У нашому випадку 0 1z  . Із застосуванням формули Лагранжа про скінченні 
прирости для степеневої функції або за допомогою стандартної нерівності Юнга для 
неперервної, строго зростаючої функції, нескладно довести, що в цьому випадку спра-
ведливі строгі нерівності 

 

 
   1

1 1

, 0;1 , 0;11
1 1

n

n

z n z

z n
z z

n

   
    

  


.                           (2.11) 

Після застосування першої нерівності (2.11) нерівність (2.10) стає тотожною дру-
гій нерівності (2.11). 

Отже, розв’язок задачі № 1 існує тільки для траєкторії з A ft t . Для всіх інших 

траєкторій, для яких 0 A ft t  , розв’язку задачі № 1 не існує. 

Графічна інтерпретація сутності отриманих результатів показана на рис. 3. Розра-
хунки виконані відповідно до (1.10), (1.11), (1.12) при 0,5.n   Номерами 1 – 4 вказані 
криві, що відповідають значенням = 0,1; 0,5; 0,9; 1, відповідно. Слід звернути увагу 
на те, що абсциса кривої накопичення пошкоджень, що збігається з точкою зміни ко-
льору цієї кривої, дорівнює відповідному значенню   і відповідає точці зламу траєкторії 
деформування. Вимога одночасного досягнення граничного стану і нульового зна-
чення швидкості деформацій при деформуванні за лінійними дволанковими траєкто-
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ріями трикутноподібного виду призводить до виходу будь-якої траєкторії ( , )At t   

(0 ),A ft t   що задовольняє умові ( , ) 1,f At t   за межі області допустимих значень 

з порушенням нерівностей (1.10). 

Слід зауважити, що в скалярній теорії підсумовування пошкоджень для більшості 
моделей і траєкторій типовим є монотонне зростання функції пошкоджень на всій об-
ласті визначення. Це стосується як повзучості [3], так і пластичного деформування 
[11, 16, 23], зокрема, листових матеріалів [15, 21, 26]. І тільки для моделей спадкового 
типу стосовно траєкторій окремого класу, елементом якого є розглянута множина 
лінійних дволанкових траєкторій трикутноподібного виду, функція ( , )At t   дося-

гає свого екстремуму при , .e A e ft t t t t    

Унікальність отриманого результату полягає в тому, що модель описує ефект змен-
шення рівня пошкоджень (після досягнення максимального значення) на тлі строго 
зростаючої накопиченої деформації та незмінності напрямного тензора приростів плас-
тичних деформацій. 

До теперішнього часу ефект зменшення пошкоджень на тлі строго зростаючої на-
копиченої деформації був описаний тільки на основі тензорних моделей накопичення 
пошкоджень. При цьому розглядалися або тіла з початковою анізотропією граничних 
деформацій, або процеси зі зміною компонент напрямного тензора приростів пласти-
чних деформацій. Останнє стосується зміни в процесі деформування виду деформації 
і / або головних напрямків тензора приростів пластичних деформацій. 

Подібна ситуація є яскравим прикладом важливості забезпечення виконання не-
рівності (1.3) разом із строгою рівністю (1.2) при постановці варіаційних задач. 

Модифікуємо постановку задачі № 1 в такий спосіб. 

§3. Постановка і дослідження модифікованої задачі. 

Задача № 2. Знайти параметри  , ,A At    деформування за лінійними дволанко-

вими траєкторіями трикутноподібного виду із заданою тривалістю Bt  

 , 1 , 0 , 0;i A A B A
B

t
r t t t t t

t
 

 
      

 
   

 

Рис. 3 
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 , ; 0 , 0 ;i A A A A B
A

t
r t t t t t t

t
                                       (3.1) 
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що відповідають найбільшій накопиченій деформації. 
Запишемо математичну модель сформульованої задачі. 
Цільова функція 
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де 

A

B

t

t
  .                                                            (3.3) 

Покажемо, що існує і притому єдиний розв’язок задачі № 2. 
Сформулюємо і доведемо теорему. 
Теорема 2. Нехай швидкість деформацій змінюється за лінійною дволанковою 

траєкторією трикутноподібного виду із заданою тривалістю Bt  (3.1), тоді, відповідно 

до обмежень задачі № 2, швидкість деформації в точці зламу приймає найбільше і 
найменше значення відповідно при 0  , 1   і є монотонно спадною функцією на 

інтервалі  0;1 . 

Визначимо максимальне значення функції  ,t    при фіксованому значенні 

  за співвідношенням 
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
, 

що отримано на основі (2.9) шляхом алгебраїчних перетворень з урахуванням нових 
позначень (3.3). 

На основі співвідношення 
 , 1et    

визначимо величину A  як функцію нормованої абсциси точки зламу    
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Отже, співвідношення, що отримано в способі 2 доведення відсутності існування 
розв’язку задачі № 1, використані при розв’язанні задачі № 2. 

Аналогічно тому, як ми це робили вище, можна довести, що функція (3.4) є непе-
рервною на відрізку  0;1  та строго спадною на інтервалі  0;1  і, отже, прий-

має найбільше і найменше значення відповідно при 0   і 1  . Теорему доведено. 
Тим самим доведено існування і єдиність розв’язку задачі № 2: 

найбільше значення цільової функції дорівнює 
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і при цьому забезпечується виконання нерівностей (3.2), що з урахуванням (3.4) і поз-
наченням 
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  1, 1, 0 1, 1n          . 

Графічну інтерпретацію сутності отриманих результатів показано на рис. 4, а. 
На основі (0.11) з урахуванням (3.1), отримаємо 
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де   – нормована величина накопиченої деформації 
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a 

 
б 

Рис. 4 

Розрахунки рівня пошкоджень та нормованої накопиченої деформації (рис. 4) ви-
конані відповідно за співвідношеннями (3.5), (3.6) для магнієвих сплавів: а) MgNi19, 

0,799,n   номерами 1–5 указано криві, що відповідають значенням 0,05; 0,2; 04;   

0,6; 0,9;  б) MgCa0.8 0,45;n   0,4.   Перша та друга ланка траєкторії деформуван-

ня показані відповідно товстими суцільними та тонкими переривчастими лініями. 
Абсциси точки переходу від першої до другої ланки для кожної лінії дорівнюють від-
повідному значенню  . Особливої уваги на рис. 4, б заслуговує ефект зменшення 

рівня пошкоджень разом з ростом накопиченої деформації.  

Висновки. 
1. Задача варіаційного числення на знаходження найбільшого значення граничної 

накопиченої деформації щодо окремого класу лінійного дволанкового деформування 
може бути зведена до задачі нелінійного програмування з трьома невідомими, ліній-
ною цільовою функцією і обмеженнями у вигляді нелінійних нерівностей і строгих 
рівностей. 
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2. В ході дослідження існування та єдиності розв’язку зазначеної задачі неліній-
ного програмування виявлено, що вимога одночасного досягнення граничного стану і 
нульового значення швидкості деформацій під час деформування за лінійними двола-
нковими траєкторіями трикутноподібного виду призводить до виходу будь-якої тра-
єкторії за межі області допустимих значень. Винятком є тільки траєкторія лінійного 
збільшення від нуля швидкості деформації аж до досягнення граничного стану. 

3. Показано, що для розглянутого класу лінійного дволанкового деформування 
розв’язок задачі про найбільшу накопичену деформацію існує для модифікованої за-
дачі, що отримана вилученням вимоги досягнення граничного стану в момент досяг-
нення нульового значення швидкості деформації. 

4. Для зазначеної модифікованої задачі отримано аналітичний розв’язок, згідно 
якому накопичена деформація зменшується зі збільшенням абсциси точки зламу. 

 
 
РЕЗЮМЕ.  В рамках моделі накопичення пошкоджень спадкового типу розглянуто лінійні дво-

ступеневі траєкторії деформації з нульовою початковою та кінцевою швидкістю деформації. Cфор-
мульовано та досліджено декілька задач для визначення найбільшого значення накопиченої пластич-
ної деформації. Показано, що всі задачі зводяться до задач нелінійного програмування з трьома неві-
домими, лінійною цільовою функцією та обмеженнями у вигляді нелінійних нерівностей та/або стро-
гих рівностей. Досліджено існування та єдиність розв’язків сформульованих задач. Отримано та дос-
ліджено аналітичну залежність накопиченої деформації від параметрів моделі та траєкторії деформа-
ції. Показано, що найбільша накопичена деформація відповідає лівій граничній траєкторії, що по суті 
є одноланковою траєкторією з лінійним зменшенням швидкості деформації. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА:  траєкторія деформації, швидкість деформації, модель накопичення по-

шкоджень, модель спадкового типу, накопичена пластична деформація, найбільше значення, нелі-
нійне програмування, існування та єдиність розв’язку. 
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