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Abstract. The numerical-analytical technique is proposed for the study of forced geo-
metrically nonlinear vibrations of layered shells of revolution made of piezoelectric viscoe-
lastic materials under electric and mechanical loads. The transverse shear deformations and 
the temperature of dissipative heating are taken into account. This method is based on the 
use of the finite element method in the variational formulation and the method of harmonic 
linearization. The results of numerical simulations for a three-layer cylindrical panel with 
hinged ends, consisting of the identical external piezoelectric layers and the internal passive 
viscoelastic layer, are presented. A behavior of the deflection in the neighborhood of the 
first resonance for cylindrical panels of different thicknesses is investigated. The calculation 
of the temperature field of vibroheating for the viscoelastic piezoelectric cylindrical panel 
under electric load is carried out. 
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Вступ. 
У даний час в умовах широкого використання багатошарових пластин і оболонок 

із п’єзоелектричних в’язкопружних матеріалів у різних галузях сучасної техніки, до 
них висуваються достатньо високі вимоги щодо геометричних розмірів, величин мо-
жливих механічних переміщень і деформацій, діапазонів керуючих навантажень і ро-
бочих температур. Одним з основних режимів роботи таких елементів є вимушені 
гармонічні коливання. Під дією на них гармонічного електромеханічного наванта-
ження з частотою, близькою до резонансної, в непружних пластинах і оболонках при 
певних умовах, в залежності від рівня навантаження й умов теплообміну, можуть ви-
никнути інтенсивні коливання і значно підвищитися температура, яка зумовлена гіс-
терезисними втратами – так звана температура дисипативного розігріву [4, 15]. За-
уважимо, що фізико-механічні характеристики ряду п’єзоелектричних матеріалів до-
зволяють проектувати тонкостінні елементи з урахуванням їх роботи при значних 
переміщеннях. Для моделювання електромеханічних коливань тонкостінних елемен-
тів використовуються різні гіпотези. Якщо вони виготовлені з в’язкопружних матері-
алів і їх товщина не достатньо мала, використання класичних гіпотез Кірхгофа – Лява 
може призвести до значних похибок при розрахунку демпфування коливань і розпо-
ділу температури дисипативного розігріву. У зв’язку з цим актуальною є розробка 
методів геометрично нелінійного аналізу динамічної поведінки п’єзоелектричних 
в’язкопружних неоднорідних пластин і оболонок в околі резонансних частот з ураху-
ванням дисипативного розігріву та деформацій поперечного зсуву. 

Основні підходи до вивчення нелінійної динаміки пружних пластин і оболонок 
досить докладно представлені, наприклад, в оглядових роботах і монографіях [6, 9 – 
12, 21 – 23]. 
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Серед незначної кількості робіт, в яких представлено дослідження геометрично 
нелінійних коливань неоднорідних пластин і оболонок, які містять п’єзоелектричні 
шари, слід виокремити праці [14, 24, 25, 27]. Побудові електромеханічних моделей 
поведінки непружних шаруватих тонкостінних елементів із непружних п’єзоелект-
ричних матеріалів і дослідженню впливу дисипативного розігріву, геометричної і фі-
зичної нелінійностей на їх динамічну поведінку присвячені роботи [15, 16, 17]. Одним 
з найбільш універсальних чисельних методів розв’язування нелінійних задач теорії 
неоднорідних пластин і оболонок є метод скінченних елементів, з деталями викорис-
тання якого для згаданих задач можна ознайомитись, наприклад, в роботах [1, 13, 25]. 

Дана робота присвячена розробці чисельно-аналітичної методики дослідження 
вимушених геометрично нелінійних коливань шаруватих в’язкопружних п’єзоелект-
ричних оболонок обертання та температури дисипативного розігріву при механічному 
і електричному навантаженнях в околі резонансних частот з урахуванням деформацій 
поперечного зсуву.  

Розглядаються шаруваті оболонки, для моделювання механічної поведінки яких 
використовуються гіпотези типу С.П.Тимошенка та нелінійна теорія Кармана, які до-
повнені гіпотезами щодо електричних величин, коли відмінними від нуля є компонен-
ти вектора напруженості електричного поля і нормальна складова вектора електрич-
ної індукції. Припускається, що температурне поле в межах кожного шару оболонки 
має квадратичний розподіл за товщиною, а фізико-механічні параметри матеріалів 
шарів не залежать від температури та електричного поля.  

В основі запропонованого підходу лежить використання методу скінченних еле-
ментів у варіаційній постановці. Для апроксимації переміщень і геометрії оболонки в 
межах елемента використовуються кубічні поліноми, а прогин оболонки апроксиму-
ється бікубічними поліномами Ерміта. Для розв’язання отриманого матричного рів-
няння використано класичний метод розкладання невідомих величин за гармоніками, 
які визначаються з розв’язку узагальненої задачі на власні значення і власні функції 
для електропружної задачі. Це дозволило звести матричне рівняння руху до диферен-
ціального рівняння другого порядку з нелінійними квадратичним і кубічним членами, 
яке розв’язано методом гармонічної лінеаризації [2]. 

Для перевірки точності розробленої методики було розглянуто задачу про виму-
шені коливання шарнірно опертої в’язкоелектропружної циліндричної тришарової 
панелі симетричної будови окремо при механічному та електричному навантаженні, 
для якої нелінійне диференціальне рівняння відносно часу можна отримати, представ-
ляючи розв’язок задачі у вигляді подвійних тригонометричних рядів. Для циліндрич-
них панелей різної товщини досліджено поведінку прогину в околі основного резона-
нсу та проведено порівняння результатів розрахунків, одержаних на основі механіч-
них гіпотез Кірхгофа – Лява і методики [20], з числовими результатами, отриманими з 
використанням уточненої теорії типу С.П.Тимошенка.  

Також, використовуючи підхід [7, 18] до розв’язання задачі нестаціонарної тепло-
провідності та методом скінченних елементів, проведено розрахунок температурного 
поля вібророзігріву для розглянутої шарнірно опертої в’язкоелектропружної цилінд-
ричної панелі при електричному навантаженні. 

§1. Варіаційна постановка задачі. 
Як відзначено в роботах [1, 3], однією з широко використовуваних теорій при роз-

рахунку напружено-деформованого стану неоднорідних пластин і оболонок методом 
скінченних елементів (МСЕ) є теорія С. П. Тимошенка. Це пояснюється тим, що фун-
кціонали, що входять у варіаційні формулювання задач, містять тільки перші похідні 
від переміщень. При розробці МСЕ в нелінійній теорії оболонок зазвичай використо-
вується варіант так званої п’ятимодальної теорії, в якій поле переміщень характеризу-
ється п’ятьма незалежними функціями – прогином w , двома тангенціальними пере-
міщеннями серединної поверхні 0u , 0v  і двома функціями, що характеризують неза-

лежний поворот нормалі 1u , 1v : 

     0 1, , , ,u s z u s zu s    ;       0 1, , , , ;v s z v s zv s     
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   , , , .w s z w s                                                    (1.1) 

Розглянемо тришарову оболонку обертання товщини 1 2 3H h h h   , складену з 

трансверсально-ізотропних в’язкопружних п’єзоелектричних шарів з товщинною по-
ляризацією. Оболонка віднесена до криволінійної ортогональної системи координат 

 , , .s z  У якості базисної поверхні вибираємо серединну поверхню внутрішнього 

шару. Меридіан її базисної поверхні описується рівнянням ( ).r r x  На поверхнях 

0 1 2 3, , ,z a a a a  є суцільні або дискретні електродні покриття, на яких задаються від-

повідні значення потенціалів 0 1 2 3, , , .V V V V  

Виведення рівнянь стану, які визначають зв’язок між напруженнями і деформаці-
ями, здійснюється з використанням уточненої теорії [4], що враховує деформації по-
перечного зсуву, і доповненої відповідними гіпотезами щодо електричних величин, 
коли вважається, що відмінними від нуля є компоненти вектора напруженості елект-
ричного поля і нормальна складова вектора електричної індукції ( 0zD  , 0sD  , 

0D  ). 

Відповідно до згаданих вище гіпотез щодо електромеханічних величин і зсувної 
теорії С. П. Тимошенка, а також класичних рівнянь стану для п’єзоелектричних сере-
довищ [4, 8], рівняння стану для k -го шару оболонки обертання можна записати у 
вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 12 11

k k k k k
ss ss zB B E      ;  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 11 11
k k k k k

ss zB B E      ; 

( ) ( )
122k k

ss G   ; ( ) ( )
132k k

sz szG  ; ( ) ( )
232k k

zz G   ;                 (1.2) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
33 11

k k k k
z z ssD E       , 

де 
( ) ( ) ( ) 2 ( )
11 11 13 33( )k E k E k E kB c c c  ;   2( ) ( ) ( ) ( )

12 12 13 33
k E k E k E kB c c c  ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 13 13 33 33

k k E k k E ke c e c   ;  ( ) ( ) ( ) 2 ( )
33 33 33 33( )k S k k E ke c   ;  ( ) ( ) ( )

12 11 122 k E k E kG c c  ; 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )
13 23 44 15 11( ) .k k E k k S kG G c e                                         (1.3) 

У співвідношеннях (1.2) – (1.3) ( )E k
ijc , ( )k

ije  – в’язкопружні та п’єзоелектричні мо-

дулі; ( )S k
ij – діелектричні проникності п’єзоелектричного матеріалу відповідно для 

k -го шару оболонки. 
Надалі розглядатимемо такі оболонки, для яких значеннями 1z R  і 2z R  можна 

знехтувати в порівнянні з одиницею ( 1R , 2R – радіуси головних кривизн серединної 

поверхні). 
У цьому випадку відповідно до нелінійної теорії тонкостінних елементів, запро-

понованої Т.Карманом, з використанням залежностей (1.1) і співвідношень Коші ком-
поненти тензора деформацій запишемо у вигляді [15] 

0
ss ss ss z    ;  0 z      ;  0

s s s z      ; 

2
0 0

1

1

2ss
u w w

s R s
         

;  
2

0 0
0

2

1 cos 1

2

v w w
u

r r R r


 
         

; 

0 0 0
0

1 1 cos

2s
v u w w

v
s r r s r


 

            
;  1

ss
u

s
 




;  1
1

1 cosv
u

r r





 


;     (1.4) 
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1 1
1

1 1 cos
;

2s
v u

v
s r r




       
  1

1

2sz
w

u
s

     
;  1

1 1

2z
w

v
r 
    

. 

В (1.4)  – кут між нормаллю до поверхні оболонки і віссю обертання [20]. 
Відповідно до вказаних вище гіпотез щодо електричної індукції, після інтегру-

вання за товщинною координатою z  залежності 

 
( )

( ) ( ) 0 011
( ) ( )
33 33

1 k
k k

z z ss ssk k
E D z 


   

 
        

отримаємо 

     
( )( )

( ) 0 01 32
( ) ( ) ( )
1 1 1

,
kk

k k k
z ss ssk k k

HHV V
D s

H H H
     

      .                 (1.5) 

Тут введено наступні позначення: 

( ) 1
1 ( )

33

k k k
k

a a
H




 ;   
( )

( ) 11
12 ( )

33

k
k

k kk
H a a


   ;   

( )
( ) 2 211

13 ( )
332

k
k

k kk
H a a


   ;     1,2,3k  .   (1.6) 

З урахуванням співвідношень (1.5), (1.6) рівняння стану (1.2) можна записати у ви-
гляді  

   
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0 01 311 2
11 12 ( ) ( ) ( ) ( )

33 1 1 1

kk k
k k k k k

ss ss ss ssk k k k

HHV V
A A

H H H
  

      


 
         

 
; 

   
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0 01 311 2
12 11 ( ) ( ) ( ) ( )

33 1 1 1

kk k
k k k k k

ss ss ssk k k k

HHV V
A A

H H H
  

      


 
         

 
; 

( ) ( )
122k k

ss G   ;  ( ) ( )
132k k

sz szG  ;  ( ) ( )
232k k

zz G   ,                     (1.7) 

де  

( ) ( )
( ) ( ) 11 11
11 11 ( )

33

k k
k k

k
A B

 


  ;  
( ) ( )

( ) ( ) 11 11
12 12 ( )

33

k k
k k

k
A B

 


  . 

Розв’язування тривимірної задачі про динамічну поведінку неоднорідних тіл обер-
тання при електромеханічному навантаженні здійснюється з використанням варіацій-
ного рівняння [4] 

0  ,                                                            (1.8) 
де 

2

2

1
2 .

2
s i i

ijkl ij kl ijk i jk ij i j i i i i
V S

u u
c e E E E u u dV Pu ds

tt
     

  
         

       (1.9) 

Відзначимо, що для спрощення викладок у подальшому будемо розглядати обо-
лонки обертання симетричної будови. 

З урахуванням зазначених вище гіпотез для даної задачі тривимірне варіаційне рі-
вняння (1.8) зводиться до нелінійного двовимірного рівняння. Представимо двовимір-
ний функціонал у вигляді двох складових 

L NL     ,                                                    (1.10) 

де L – лінійна частина, яка містить квадратичні члени за переміщеннями і їх похідні, 

а NL – функціонал, що включає члени вищого порядку. 
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У функціоналах (1.11) і (1.12) введено позначення 
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zP , sP , P  – компоненти вектора поверхневого навантаження; ( )k і ( )k – густина і 

коефіцієнт в’язкого тертя матеріалу k -го шару оболонки. 
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§2. Скінченно-елементний метод розв’язування задачі. 

Розв’язок варіаційної задачі знаходимо методом скінченних елементів з викорис-
танням дванадцятивузлових ізопараметричних чотирикутних елементів. 

Циліндрична система координат ( , , )r s  використовується як глобальна система 

координат, в якій об’єднуються всі скінченні елементи. Зауважимо, що меридіональна 
s  і осьова x  координати пов’язані співвідношенням  

ds Adx ;  21A dr dx  . 

Як локальна система координат, в якій визначаються апроксимуючі функції і ви-
конується інтегрування, використовується нормалізована система координат  ,  . 

Для апроксимації прогину, його похідних, тангенціальних переміщень і кутів по-
вороту використовуються кубічні поліноми [13, 19]. При цьому прогин оболонки в 
межах елемента апроксимується бікубічними поліномами Ерміта 
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 – амплітудні значення прогину і його похідних в 

кутових точках елемента;  ,iL    – поліноми Ерміта, які представлені в [13, 19]. 

Тангенціальні складові переміщень серединної поверхні оболонки і кути повороту 
в межах елемента апроксимуються кубічними поліномами 
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а явний вигляд поліномів  ,iN    можна знайти в [13, 19]. 

При цьому зв’язок між координатами s , r ,   і координатами місцевої системи 
 ,  , визначаються залежностями  
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де is , ir , i  – вузлові значення координат. 

Співвідношення (2.1) – (2.3) показують, що скінченний елемент має 64 ступені 

свободи: 8 ступенів ( w , ,w s    ,w r    2 ( ) ,w r s    0u , 0v , 1u , 1v ) у кожній 

кутовій точці і 4 ступені свободи ( 0u , 0v , 1u , 1v ) у кожному вузлі, розташованому на 

сторонах чотирикутника. 
У роботах [13, 19] такий кінцевий елемент використовується при розв’язуванні 

статичних та динамічних задач для одношарових і багатошарових оболонок. Прове-
дено числове порівняння результатів розрахунку напружено-деформованого стану 
пружних і в’язкопружних оболонок з результатами, отриманими аналітичними та ін-
шими чисельними методами. Відзначено, що використання таких функцій апрокси-
мації дозволяє з високою точністю отримати розв’язок для оболонок різної геометри-
чної форми. 

Вважаємо, що серединна поверхня оболонки розбивається N  вузловими точками 
на M  скінченних елементів. 

Представляючи компоненти механічних і електричних навантажень, які діють в 
межах елемента, у вигляді 
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і з огляду на вирази для переміщень (1.1) і деформацій (1.4), з умови стаціонарності 
функціоналу (1.10) 0   отримаємо систему нелінійних диференціальних рівнянь 

другого порядку для визначення прогину, його похідних, тангенціальних переміщень 
і кутів повороту [5, 19] 
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При цьому диференціювання за 0u , 0v , 1u , 1v  проводиться у всіх вузлових точках 

елемента, а за w , sw , w , sw   тільки в кутових точках чотирикутного елемента. 
У матричній формі систему диференціальних рівнянь (2.4) можна записати у ви-

гляді 
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де  M – матриця мас;  C – матриця втрат;  K – матриця жорсткості; ( )tQ  – вектор-

стовпець зовнішнього навантаження; U – вектор-стовпець прогину і його похідних, а 

також тангенціальних переміщень і кутів повороту у вузлових точках, а  NLG U  – 

вектор-стовпець, компоненти якого отримано на основі диференціювання нелінійної 
складової функціоналу (1.10), причому цей вектор містить елементи з квадратичною і 
кубічною нелінійностями стосовно прогину оболонки. 

Початкові умови вибираємо у вигляді 
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
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   при 0t  .                                            (2.6) 

Розв’язок векторного рівняння (2.5) при початкових умовах (2.6) представимо у 
вигляді ряду за власними формами коливань електропружної оболонки (без ураху-
вання дисипації енергії) 
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отриманими у результаті розв’язання узагальненої задачі на власні значення 

   2 0n n nK M W W .                                             (2.8) 

У представленні (2.7)  nf t  – функції часу, що підлягають визначенню. 

У рівнянні (2.8) nW   це ортонормований власний вектор, який задовольняє таким 

умовам [1]: 
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Тут m  –- кругова частота власних коливань оболонки, а m  – коефіцієнт демпфу-

вання m -ї форми коливань. 
Підставляючи розв’язок (2.7) у векторне рівняння (2.5), домножуючи його на тра-

нспонований вектор n
W  і враховуючи (2.9), отримаємо 
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У рівнянні (2.10) після підстановки розв’язку у вигляді (2.7) вектор-стовпець 

 , ( )NL NL n nf tG G W  буде залежати від nW  і скалярної функції ( )nf t , що і відобра-

жено у символьному записові. 
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Обчислюючи компоненти вектора  , ( )NL n nf tG W  та перемножаючи зліва отри-

маний вектор на транспонований вектор n
W  і згруповуючи коефіцієнти при  2( )nf t  

і  3( )nf t , нелінійне диференціальне рівняння другого порядку (2.10) для визначення 

функції часу ( )nf t  можна записати у вигляді 
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Розглянемо випадок одночастотних коливань при гармонічному навантаженні 
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рівняння (2.11) запишемо у вигляді 
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Використовуючи метод гармонічної лінеаризації [2] і представляючи розв’язок у 
вигляді 

1 1cos siny A B Z      ,                                         (2.14) 

для визначення коефіцієнтів , ,A B Z  отримаємо систему трьох нелінійних алгебраїч-
них рівнянь 

2 3 2 2
1 1 1 2

3 3
(1 ) 2 3 1

4 4
A DB AZ A AB AZ            

 
; 

2 3 2 2
1 1 1 2

3 3
(1 ) 2 3 0

4 4
B DA Bz B A B BZ            

 
;                (2.15) 

2 3
1 2

3
0.

2 2

X
Z Z XZ Z           

   
 

Якщо невідомими вважати квадрат амплітуди X  ( 2 2X A B  ) і Z , то система рі-
внянь (2.15) спрощується і набуває вигляду  

2 3 2 2 2 2 2 2 2 4 3
2 2 1 1 1 2 1 2

9 3
(1 ) (1 ) 9 12

16 2
X X D X XZ XZ                  

2 2 2 2 2 2 2
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9
6 (1 ) 4 3 4 (1 ) 1

2
X Z XZ XZ X Z XZ               ;      (2.16) 

3 2
2 1 2 1

3 1
0

2 2
X Z Z Z Z         
 

.   

Виключаючи квадрат амплітуди X  з рівнянь (2.16), для визначення Z  отримаємо 
алгебраїчне рівняння 9-го степеня  

2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0A A Z A Z A Z A Z A Z A Z A Z A Z A Z          ,      (2.17) 

коефіцієнти якого мають вигляд 

3
0 12A  ; 2 2

1 1 2 1 318 4A      ;  2 2 2
3 1 1(1 )D     ; 

2 3 2 3
2 1 2 1 1 2 1 3 1 1 254 (16 12 )(1 ) 4 ( 6 )A                ; 
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2 2 2 2
3 2 1 2 3 1 2 29 24 4 (7 9 )A             

2 2 4 2 3 4
1 2 1 1 2 2 1(1 )( 36 16 96 ) 54 16 ;              

2 2 2 3 2 3 5
4 1 2 1 2 3 1 1 2 1 2 1 2 181 60 (1 )(124 192 ) 96 16A                     ; 

3 2 2 2 2 2 3 4 3
5 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 381 231 (1 )(384 144 ) 136 36A                   ; 

3 3 2 3 2
6 1 2 1 2 1 1 2270 420 (1 ) 465 ;A             4 2 3 4 2

7 2 1 2 2 1135 795 180 (1 )A         ; 

4
8 1 2675A   ;  5

9 2225A  . 

Визначивши дійсні корені полінома (2.17), квадрат амплітуди X  і коефіцієнти A  
і B , можна обчислити, використовуючи співвідношення 

3 2
2 1

2 1

2
3

Z Z Z
X

Z

 
 
 

 


;  2
2 1 1 2

3
[(1 ) 2 3 ] ;

4
A X Z X          1B XD . 

§3. Аналітично-чисельний метод розв’язування задачі про нелінійні коли-
вання тришарової в’язкоелектропружної циліндричної панелі з шарнірно закрі-
пленими торцями. 

Нелінійні задачі про динамічну поведінку замкнутої циліндричної оболонки і ци-
ліндричної панелі з шарнірно закріпленими торцями мають аналітичний розв’язок у 
вигляді подвійних тригонометричних рядів. Ці розв’язки можуть служити еталоном 
при розробці чисельних методів. 

Розглянемо задачу про нелінійні коливання симетричної тришарової циліндрич-
ної панелі радіуса R , що знаходиться під дією рівномірно розподіленого тиску 

0 coszP P t  . На електродованих поверхнях оболонки задані значення потенціалу. У 

задачах про згинні коливання пластин і оболонок переважаючими є інерційні сили в 
напрямку нормалі до серединної поверхні. Нехтуючи інерційними силами для танген-
ціальних і зсувних складових, спрощене варіаційне рівняння, яке використовується 
при розв’язуванні даної задачі, запишемо у вигляді 

  0L NL       ;                                               (3.1) 
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 ;              (3.2) 

2 4 2
0 0

11 12
1 1 1

2 4NL
F

u uw w w
C C

s s s s r 

                                      
  

2 2 2
01 1 1

2

v w w w w

r R s s r 

                            
 



 70

2 4
0

11
1 1 1 1

4

v w w w
C

r R r r  
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2 2
0 0

44
1 1 1

2
v u w w w w

C dF
s r s r s r  

                                   
;  dF rdsd . 

Ввівши позначення x s  (0 )x a   і y R  (0 )y b  , розглянута задача зво-

диться до розв’язування варіаційного рівняння (3.1) при наступних початкових 

0w  ;  0
w

t





  при 0t                                                  (3.3) 

і граничних умовах: 

0w  ,  
2

2
0

w

x





,  0 0v  ,  1 0v     при 0x  ,  x a ; 

0w  ,  
2

2
0

w

y





,  0 0u  ,  1 0u     при 0y  , y b .                  (3.4) 

З огляду на граничні умови (3.4), розв’язок задачі шукається у вигляді подвійних 
тригонометричних рядів 

1 1

( )sin( )sin( )mn m n
m n

w w t k x p y
 

 
   ;  0

0
1 1

( )cos( )sin( )mn m n
m n

u u t k x p y
 

 
   ; 

0
0

1 1

( )sin( )cos( )mn m n
m n

v v t k x p y
 

 
   ;  1

1
1 1

( )cos( )sin( )mn m n
m n

u u t k x p y
 

 
   ;         (3.5) 
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1 1

( )sin( )cos( )mn m n
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 
   , 

де m
m

k
a


 , n

n
p

b


 , ( , 1,2,3, )m n   . 

Представимо компоненти механічного та електричного навантажень також у ви-
гляді розкладу за тригонометричними функціями 
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P P k x p y
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016
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abk p
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 116 k kk
mn

m n

V V
V

abk p


 .                                 (3.6) 

З огляду на вирази (3.5), (3.6), з умови (3.1) для визначення коефіцієнтів розкладу 
отримаємо систему рівнянь 
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У системі (3.7) mn  – коефіцієнт в’язкого тертя для відповідної моди коливань, а 

також введено позначення 
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Розв’язки перших чотирьох рівнянь системи (3.7) можна представити у вигляді 
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Підставляючи отримані вирази (3.8) для 0
mnu , 0

mnv , 1
mnu , 1

mnv  у п’яте рівняння сис-

теми (3.7), для визначення mnw  отримаємо нелінійне диференціальне рівняння друго-

го порядку 
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,                   (3.9) 

де 



 72

2 2 2 2 2 2 4
2 55 11 11 12

2 2 2 2 2 2
111 55 11

( ) ( ) 1

( ) ( )
m n m

mn
m n m n

C D k p C C k

D k p C C R k p



  

  
   

;  *

12
mn

mn



 ; 

2 2
1 12 11 12 1 11 2

1

1 16
( )

3 m n m n
m n

C k C p C k Q C p Q
R abk p





    


 

2 2 3 3
44 12 1 2 11 1 2

32
( )( ) ( )

9 m n m n m n
m n

C C k p S k p S C k S p S
abk p

       
; 

4 2 2 411
2

1

(9 2 9 )
64 m m n n
C

k k p p


     

2 2 3 3
44 12 1 2 11 1 2

1

32
( )( ) ( )

9 m n m n m n
m n

C C k p Q k p Q C k Q p Q
abk p 

       , 

*
mn   коефіцієнт демпфування для відповідної моди коливань. 

Враховуючи, що механічне навантаження і значення електричного потенціалу яв-
ляються періодичними функціями часу, для розв’язання рівняння (3.9) можна викори-
стати описаний вище у §2 метод. 

§4. Методика визначення температурного поля. 
Дослідження термомеханічного стану розглянутих у цій роботі шаруватих оболо-

нок обертання із в’язкопружних п’єзоелектричних матеріалів при дії електромеханіч-
ного навантаження зводиться до послідовного розв’язування задачі про вимушені не-
лінійні коливання оболонок обертання і задачі нестаціонарної теплопровідності для 
визначення температурного поля, обумовленого дисипативним розігрівом. 

Розрахунок температури дисипативного розігріву проводитимемо МСЕ на тій же 
сітці кінцевих елементів, що і для розглянутої вище динамічної задачі (див. §2). Для 
цього скористаємося тривимірним варіаційним рівнянням теплопровідності [4] 

0I  ,                                                             (4.1) 
де 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
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2 2
2

k k k k
k k k k k k
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 



                                   
  

 ( ) ( )1
2

2
k k

T cT T d 


   .                                         (4.2) 

Тут введено наступні позначення: V – об’єм тіла обертання, обмеженого поверхнею 

 ; ( )k – теплопровідність; ( )kC – коефіцієнт питомої теплоємності; ( )k – густина 

матеріалу відповідно для k -го шару; T – коефіцієнт тепловіддачі при конвективно-

му теплообміні на поверхні тіла з середовищем з температурою c . 

Для задачі вібророзігріву функція теплових джерел ( )kD  для k -го шару в (4.2) 
дорівнює осередненому за цикл значенню дисипативної функції, яка визначається через 
комплексні фізико-механічні характеристики матеріалу, комплексні складові тензорів 

напружень ( ) ( ) ( )k k k
ij ij iji     , деформацій ( ) ( ) ( )k k k

ij ij iji     , векторів напруженос-

ті ( ) ( ) ( )k k k
j j jE E iE   , індукції електричного поля ( ) ( ) ( )k k k

j j jD D iD   , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
k k k k k k k k k

ij ij ij ij j j j jD E D E D
               .                  (4.3) 



 73 

Різні методи розрахунку температурних полів у пластинах і оболонках наведені в 
роботах [7, 18]. При цьому в багатьох випадках тривимірна задача теплопровідності 
зводиться до розв’язування послідовності двовимірних задач. Для цього температуру 
представимо у вигляді ряду 

     ( ) ( )

0

, , , , , .
m

k k
i i

i

T s z t T s t p z 


                                     (4.4) 

Тут ( ) ( , , )k
iT s t – шукані функції, що характеризують температурне поле на рівні ко-

ординатної поверхні; ( )ip z – задані функції розподілу температурного поля по тов-

щині оболонки, які задовольняють умовам ідеального теплового контакту між шарами 
і дозволяють описувати температуру по товщині кожного шару у вигляді поліному 
довільного ступеня m . При розв’язуванні багатьох практичних задач можна обмежи-
тися трьома членами ряду (4.4). Тоді з (4.4) випливає, що температура k -го шару ап-
роксимується квадратичним поліномом по z  ( m =2). 

Застосовуючи звичайну процедуру МСЕ і припускаючи, що похідна за часом 
dT dt  не варіюється, отримаємо систему 3N  лінійних диференціальних рівнянь від-

носно вузлових значень iT . Для розв’язування системи звичайних диференціальних 

рівнянь використовується метод кінцевих різниць, в якому апроксимація за часом 

здійснюється відповідно до співвідношення     i i idT dt T t t T t t     . Для зна-

ходження температури iT  в момент часу t t   використовуються рівняння, невідомі 

в яких записані також для значення часу t t  . Це дозволяє реалізувати неявну схему 
розв’язування задачі по часу, а саме для знаходження температури у вузлових точках, 
отримати систему 3N  лінійних алгебраїчних рівнянь [7, 18]. 

§5. Аналіз числових результатів. 
Ефективність розробленої методики дослідження нелінійних коливань шаруватих 

оболонок з урахуванням деформацій поперечного зсуву перевірена шляхом порівнян-
ня числових результатів, отриманих на основі аналітично-чисельного підходу, з ре-
зультатами розрахунків, одержаних методом скінченних елементів. 

Як приклад розглянуто задачу для тришарової шарнірно опертої циліндричної па-
нелі постійної товщини з середнім пасивним в’язкопружним шаром при дії на неї рів-
номірно розподіленого механічного тиску 0 coszP P t  . Зовнішні шари оболонки ма-

ють однакову товщину і виготовлені з однакового п’єзоелектричного в’язкопружного 
матеріалу. На електродованих поверхнях панелі підтримується нульове значення по-
тенціалу. 

Середній шар оболонки виготовлений з алюмінієвого сплаву з такими механічни-
ми характеристиками: 

10 2(7,3 0,0016 ) 10 Н м ;E E iE i        0,34;    4 30,28 10 кг м .    

П’єзоелектричні шари виготовлені з п’єзокераміки PZT (EC-65) і мають такі ком-
плексні фізико-механічні характеристики [26]: 

E
ij ij ijs s is   ;  ij ij ijd d id   ; T

ij ij iji     , 

де 
10 2

11 0,171 10 м Нs    ;  11 2
12 0,58 10 м Нs     ;  11 2

13 0,91 10 м Нs     ; 

10 2
33 0,184 10 м Нs    ;  10 2

55 0,460 10 м Нs    ;  12 2
31 189,7 10 Кл мd     ; 

12 2
33 357 10 Кл мd    ;  12 2

15 609 10 Кл мd    ;  7
11 0,20541 10 Ф м    ; 

7
33 0,14803 10 Ф м    ;  12 2

11 0,2 10 м Нs     ;  12 2
12 0,1 10 м Нs    ; 

12 2
13 0,2 10 м Нs    ;  12 2

33 0,4 10 м Нs     ;  12 2
55 5,6 10 м Нs     ; 
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12 2
31 4,8 10 Кл мd     ;  12 2

33 14,7 10 Кл мd     ;  12 2
15 253,6 10 Кл мd     ; 

12
11 11270 10 Ф м     ;  12

33 342 10 Ф м     . 

У розрахунках вибиралася густина п’єзокераміки 4 30,75 10 кг м   . 

Перехід від заданих параметрів E
ijs , ijd , T

ij  до фізико-механічних характеристик 

E
ijc , ije , S

ij , для PZT (EC-65) здійснюється на основі відомих формул перетворення [6]. 

У даній роботі представлено результати розрахунків, які проводилися для тонкос-
тінної оболонки ( 0,01H R  ) з параметрами: 0,001мH  , 1 3 0,00025 мh h  , 

2 0,0005 мh  , 0,1мR  , 0,1мa L  , 0,1мb R    ; оболонки середньої товщини 

( 0,1H R  ) з параметрами: 0,01мH  , 1 3 0,0025 мh h  , 2 0,005 мh  , 0,1мR  , 

0,1мa L  , 0,1мb R    ; і досить товстої оболонки ( 0,2H R  ) відповідно з 

параметрами: 0,01мH  , 1 3 0,005 мh h  , 2 0,01 мh  , 0,1мR  , 0,1мa L  , 

0,1мb R    . 

Коефіцієнт демпфування кожної з форм коливань n  істотно залежить від фізико-

механічних властивостей матеріалу, товщини шарів оболонки і частоти власних коли-
вань. Залежно від значень цих параметрів він може змінюватися в межах 0,0001 0,5 . 

У цій роботі за методикою, викладеною в роботі [1], з використанням в’язкоелект-
ропружних властивостей шарів обчислюється матриця втрат, а потім з урахуванням 
ортогональності власних функцій обчислюється коефіцієнт демпфування для кожної з 
форм коливань. 

При розв’язуванні задачі методом скінченних елементів чверть поверхні оболонки 
розбивалася на 25 чотирикутних скінченних елементів з 456-ма вузловими точками. 

Нижче на рисунках в околі першої резонансної частоти представлено результати 
обчислень модуля амплітуди прогину для серединної точки панелі  2; 2a b , в якій 

модуль амплітуди прогину досягає максимального значення. 
Для циліндричних панелей з різною товщиною ( 0,01;H R   0,1;H R   0,2)H R   

проведено порівняння результатів розрахунків, отриманих на основі класичної теорії 
Кірхгофа – Лява і проведених на основі запропонованого авторами подібного підходу 
[20], з числовими результатами, обчисленими з використанням представленої у цій 
статті уточненої теорії типу С.П.Тимошенка. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1 



w
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На рис. 1 – 5 введено позначення  , w , які пов’язані з круговою частотою збуд-
ження і модулем амплітуди прогину для серединної точки панелі наступним чином: 

410 рад c   ,   32; 2 10 мw a b w   . 

На рис. 1 показано характер зміни модуля амплітуди прогину панелі в разі 

0,01H R   в околі першої резонансної частоти 4
1 1,88186 10 рад c    при коефіцієн-

ті демпфування для першої моди 1 0,01.   Розглядалося механічне навантаження 

панелі з параметром 6
0 0,1 10 Па.P    Суцільна сіра лінія відповідає результатам, 

отриманим на основі МСЕ, а чорна штрихова лінія представляє результати, які одер-
жано на основі аналітичного підходу. Слід зазначити, що для вказаних розмірів панелі 
результати, отримані з використанням теорії С.П.Тимошенка, як для МСЕ, так і для 
аналітичного методу, практично збігаються з розрахунками, які проведені на основі 
класичної теорії. 

 
Рис. 2 

 
Рис. 3 

При інших товщинах панелі відхилення інші. Так, як приклад, на рис. 2 показано 
поведінку модуля амплітуди прогину в околі першої резонансної частоти 1   

43,05328 10 рад c   для панелі при 0,1H R   і механічному навантаженні з парамет-

w



w


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ром 7
0 0,1 10 ПаP    та коефіцієнті демпфування 0,0016  . Рис. 3 ілюструє при тому ж 

механічному навантаженні поведінку модуля амплітуди прогину для досить товстої пане-
лі при 0,2.H R   Обчислення проводилися на основі аналітичного методу. На рис. 2, 3 

суцільна лінія відповідає розрахункам, проведеним на основі теорії С.П.Тимошенка, а 
штрихова  розрахункам, отриманим на основі класичної теорії Кірхгофа  Лява. 

Аналіз даних, представлених на рис. 2, 3 показує, що врахування деформацій попе-
речного зсуву супроводжується зміщенням амплітудно-частотних характеристик про-
гину у бік зменшення частоти резонансу і можливим збільшенням значень модуля 
амплітуди прогину. Таким чином, для не достатньо тонких панелей слід використову-
вати уточнені гіпотези. 

 
Рис. 4 

На рис. 4 показано зміну модуля амплітудних значень прогину в околі першої резо-

нансної частоти 4
1 3,05328 10 рад c    для панелі при 0,1H R   і механічному на-

вантаженні з параметром 7
0 0,1 10 ПаP    в разі використання чисельного методу скін-

ченних елементів (суцільна сіра лінія) і аналітичного методу (пунктирна чорна лінія) 
при коефіцієнті демпфування 1 0,0016  . Як не важко помітити, отримані результати 

 
Рис. 5 

w



w


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 на основі згаданих підходів практично збігаються, що підтверджує досить високу точ-
ність обчислень за розробленими програмами на основі методу скінченних елементів. 

На рис. 5 показані для порівняння результати розрахунків модуля амплітудних 
значень прогину в околі першої резонансної частоти з використанням аналітичного 

підходу, які проведені на основі теорії С.П. Тимошенка ( 7
0 0,1 10 ПаP   , 1 0,0016  ) 

при 0,1H R   (суцільна лінія) і 10H R   (штрихова лінія). У другому випадку фак-

тично маємо розв’язок для пластини. 
Аналіз рис. 2 – 5 показує, що вплив геометричної нелінійності на амплітудно-

частотні характеристики прогину істотно залежить від товщини циліндричної панелі і 
в’язкопружних характеристик матеріалу. 

Для оцінки точності запропонованого методу дослідження нелінійних поперечних 
коливань тонкостінних елементів при електричному навантаженні виконано розраху-
нки коливань зазначеної панелі, коли на зовнішніх електродованих поверхнях підтри-
мується амплітудне значення потенціалу 360В  і нульове значення на внутрішньому 

електроді. 

 
Рис. 6 

На рис. 6 для порівняння наведено результати, які отримані на основі чисельного 
методу скінченних елементів (суцільна лінія) і аналітичного методу (пунктирна лінія), 
представленого в §3, при 1 0,01   в околі першої резонансної частоти для панелі при 

0,1H R  . На цьому малюнку введені позначення  , w , які пов’язані з частотою 

збудження і модулем амплітуди прогину для серединної точки панелі наступним чи-

ном: 410 рад c   ,   42; 2 10 мw a b w   . 

Рис. 7 представляє динамічну зміну амплітудних значень прогину для серединної 

точки панелі   42; 2 10 мw a b w    при 0,1H R  , механічному навантаженні з 

параметром 7
0 0,1 10 ПаP   , коефіцієнті демпфування 1 0,0016   і таких значеннях 

кругової частоти збудження вимушених коливань: 50,27 10 рад c    (штрих-

пунктирна лінія), 50,28 10 рад c    (штрихова лінія), 50,29 10 рад c    (точкова 

лінія), 50,295 10 рад c    (суцільна лінія). Обчислення проводилися з використан-

ням аналітичного підходу. 
 



w
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Рис. 7 

З використанням методики розв’язання задачі теплопровідності, що представлена 
в попередньому параграфі, проведено розрахунок температурного поля вібророзігріву 
панелі середньої товщини ( 0,1H R  ) при електричному навантаженні, коли на зов-
нішніх електродованих поверхнях підтримується задане амплітудне значення елект-
ричного потенціалу і нульове значення на внутрішньому електроді.  

При визначенні дисипативної функції використовувалися комплексні характерис-
тики п’єзокераміки PZT (EC-65) і алюмінію, а також знайдені чисельно коефіцієнти 
A , B , Z  для обчислення комплексних складових компонент тензорів деформацій і 

напружень. 
Розрахунок температурного поля проводився з використанням методу скінченних 

елементів, при цьому теплофізичні характеристики і температура навколишнього середо-
вища вибиралися наступними: коефіцієнт теплопровідності для п’єзокерамічних шарів 

(1) (3) 1,25Вт (м C)    , для шару алюмінію (2) 200 Вт (м C)   , коефіцієнт 

температуропровідності відповідно (1) (3) -6 20,4 10 м сa a    та (2) -5 20,1 10 м сa   , 

коефіцієнт тепловіддачі 220 Вт (м C)T   , температура навколишнього середови-

ща 20 Cc   . 

 
Рис. 8 
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На рис. 8 показана залежність усталеної температури в серединній точці панелі 

 2; 2a b  від кутової частоти 410 рад c   , в околі першої резонансної частоти 
4

1 3,05328 10 рад c    при різних амплітудних значеннях електричного потенціалу 

на зовнішніх поверхнях циліндричної панелі: 60 В (штрих-пунктирна лінія), 70 В (су-
цільна лінія) і 75 В (пунктирна лінія).  

Як показують результати проведеного чисельного моделювання, врахування гео-
метричної нелінійності істотно впливає на розподіл температури в околі першої резо-
нансної частоти. 

Висновки. 
Розроблено чисельно-аналітичну методику дослідження вимушених геометрично 

нелінійних коливань шаруватих в’язкопружних п’єзоелектричних оболонок обертан-
ня і оболонкових конструктивних елементів при дії електромеханічного навантаження 
з урахуванням деформацій поперечного зсуву та дисипативного розігріву. Тестування 
чисельного підходу проведено на задачі про коливання шарнірно закріпленої в’язко-
електропружної тришарової циліндричної панелі в околі першої резонансної частоти. 
Для панелей різної товщини проведено порівняння результатів розрахунку, отрима-
них на основі класичних гіпотез Кірхгофа – Лява та уточнених гіпотез типу С.П. Ти-
мошенка. Під час чисельного моделювання встановлено, що для обраних геометрич-
них параметрів циліндричних панелей врахування деформацій поперечного зсуву су-
проводжується зміщенням амплітудно-частотних характеристик прогину у бік змен-
шення частоти резонансу, а при дослідженні вимушених геометрично нелінійних ко-
ливань недостатньо тонких панелей слід використовувати уточнені гіпотези. Прове-
дено розрахунок температурного поля вібророзігріву для розглянутої в’язкоелектро-
пружної циліндричної панелі при електричному навантаженні. 

Наукові дослідження, результати яких опубліковані в даній статті, виконано за 
рахунок коштів бюджетної програми «Підтримка пріоритетних напрямків наукових 
досліджень» (КПКВК 6541230). 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Запропоновано чисельно-аналітичну методику дослідження вимушених геометрич-

но нелінійних коливань шаруватих оболонок обертання із п’єзоелектричних в’язкопружних матеріа-
лів при дії електричного та механічного навантажень з урахуванням деформацій поперечного зсуву і 
температури дисипативного розігріву, яка грунтується на використанні методу скінченних елементів 
у варіаційній постановці та методу гармонічної лінеаризації. Представлено результати чисельного 
моделювання для тришарової циліндричної панелі з шарнірно закріпленими торцями, що складається 
з однакових зовнішніх п’єзоелектричних шарів і внутрішнього пасивного в’язкопружного шару. Дос-
ліджено поведінку прогину в околі першого резонансу для циліндричних панелей різної товщини. 
Проведено розрахунок температурного поля вібророзігріву для розглянутої в’язкоелектропружної 
циліндричної панелі при електричному навантаженні. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: вимушені коливання, геометрична нелінійність, п’єзоелектричний шар, 

оболонка обертання, метод скінченних елементів, температура дисипативного розігріву. 
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