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Abstract. The problems of optimal control of motion of a mechanical system „crane-
load” are stated for three cases: riding up, slowing-down, full cycle of motion. In the state-
ments, the restrictions on the maximum value of driving force and speed of its changing in 
time. All the problems are discretized. All the solutions are obtained in the feed-back form 
via ME-D-PSO application. The analysis of the obtained results are carried out with the ex-
tremal and root-mean-square indicators as well as by duration of motion. 
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Вступ. 
Одна з важливих науково-прикладних задач, якій приділено значна кількість нау-

кових досліджень, полягає у синтезі оптимального керування математичним маятни-
ком з рухомою точкою підвісу. Ця задача, окрім теоретичної цінності, дозволяє отри-
мати результати, які забезпечують підвищення експлуатаційних показників робото-
технічних систем, вантажопідйомних і транспортуючих машин, засобів індивідуаль-
ного переміщення (гіроборди, сигвеї тощо), безпілотних літаючих апаратів [8, 15] та 
інших технічних систем. 

Задача синтезу керування такою динамічною системою розв’язується з метою ви-
значення оптимального способу керування (рушійного зусилля, що діє на точку підві-
су маятника), яке дозволяє усунути коливання вантажу на гнучкому підвісі у кінці 
керованого режиму. Загалом, проблемі усунення коливань вантажу на гнучкому під-
вісі, які виникають при переміщенні точки підвісу (наприклад, вантажопідйомного 
крана), а також при дії зовнішніх стохастичних впливів (вітрових поривів [1]) присвя-
чено достатньо значна кількість робіт. Пориви вітру та їх вплив на вантаж неможливо 
передбачити наперед, тому для розв’язку подібних задач доцільно використати керу-
вання у вигляді зворотного зв’язку. 

Задачі оптимального керування рухом вантажопідйомних кранів із вантажем на 
гнучкому підвісі, рух яких описується рівняннями динаміки математичного маятника 
із рухомою точкою підвісу певної маси, розв’язували за допомогою різних підходів. 
При цьому керування шукали у вигляді зворотного зв’язку [9], у постановках задач 
використовували модифіковані обмеження на керування [10, 11], а критерієм висту-
пала, як правило, швидкодія руху системи. Крім того, для розв’язування такого роду 
задач проводили налаштування ПІД-регуляторів з урахуванням довжини гнучкого 
підвісу вантажу. Налаштування коефіцієнтів ПІД-регуляторів проводилося за допомо-
гою методу рою часток (PSO) [2, 4, 5 – 7]. Для визначення оптимальної траєкторії ру-
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ху системи також використано метод диференціальної площини. При цьому задають 
початкові режимні параметри руху системи (напрямок, усталену швидкість, трива-
лість розгону тощо), а потім розраховують траєкторію руху системи [13, 14]. Крім 
того, для розв’язування подібних задач використовувались нечіткі регулятори [16, 
17], за допомогою яких виконувалось позиціонування крану та усунення маятникових 
коливань вантажу. Також для усунення коливань механічної системи використовува-
лись пропорційно-інтегральні та пропорційно-інтегрально диференціальні регулятори 
шляхом додавання в їх структуру нелінійних функцій [3]. 

У даному дослідженні знайдено розв’язок задач оптимального керування рухом 
механічної системи «кран – вантаж» у вигляді зворотного зв’язку. Оптимізаційний 
критерій є комплексним, він відображає витрати енергії при русі та тривалість керу-
вання. У сукупності це дало змогу отримати оптимальне керування, яке дозволяє усу-
вати маятникові коливання вантажу на гнучкому підвісі із забезпеченням високої 
швидкодії та енергоефективності руху системи «кран – вантаж». 

§1. Постановка задач оптимального керування. 
Для постановки задач оптимального керування використано двомасову динамічну 

модель, яка зображена на рис. 1. 
 

 
Рис. 1 

 
Динамічна модель, яка показана на рис. 1, описується системою диференціальних 

рівнянь 
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g

                                            (1.1) 

де 1x , 2x  – узагальнені координати зведених мас крана (точки підвісу вантажу) і ван-

тажу; 1m , 2m  – зведені маси крана і вантажу; F – зведене рушійне або гальмівне зу-

силля, що діє на кран; W – сила статичного опору переміщення крана (приймемо у 
розрахунках  1 2 0,01  W m m g ); l – довжина гнучкого підвісу вантажу; g – приско-

рення вільного падіння. 
В даній роботі задача оптимального керування рухом розв’язується для трьох ок-

ремих випадків: розгону, гальмування та для повного циклу переміщення. Відмінни-
ми є крайові умови руху зведених мас, які відображають початковий та кінцевий стан 
системи. 

Крайові умови для режиму розгону системи описуються такими залежностями: 
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                               (1.2) 

Крайові умови для режиму гальмування мають такий вигляд: 
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Крайові умови для повного циклу переміщення системи можна представити у на-
ступному вигляді: 
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                                    (1.4) 

де T – тривалість керованого режиму руху системи (для крайових умов (1.2) – це три-
валість розгону; для крайових умов (1.3) – тривалість гальмування, а для крайових 
умов (1.4) – тривалість всього циклу переміщення системи); Tx  – відстань, на яку пе-

реміститься кран у кінці розгону; V – усталена швидкість руху точки підвісу. 
Для всіх оптимізаційних задач оптимізаційний критерій є комплексним: 

 
2
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1

1
Int 1 min,

2

T Р Т
dt

T P m m L

m g

 


 
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 
                   (1.5) 

де Р – потужність двигуна приводу крана; номP – номінальна потужність механізму 

переміщення крана;   – ваговий коефіцієнт, який було обрано з міркувань однакової 
важливості мінімізації небажаних енергетичних втрат та підвищення швидкодії руху 
системи (тобто для цієї задачі 0,5  ). Ліва частина критерію відображає витрати  
енергії при переміщенні крана, а права – його швидкодію. 

Крім того, у постановках задач використано обмеження на величину рушійного 
зусилля та швидкість його зміни в часі. Перше обмеження пов’язане із перевантажу-
вальною здатністю приводу механізму переміщення крана, а друге – із обмеженням на 
швидкість наростання струму в частотному перетворювачі, який виступає джерелом 
живлення електроприводу крана. Обмеження, що пов’язане із перевантажувальною 
здатністю приводу механізму переміщення крана представляється в наступному  
вигляді: 

min max ,F F F                                                         (1.6) 

де minF та maxF – мінімально та максимально можливі значення рушійного зусилля 

приводу механізму переміщення крана. Також накладається обмеження на швидкість 
зміни рушійного зусилля: 

min max ,F F F                                                         (1.7) 

де minF  та maxF  – максимально можливі швидкості наростання та спадання рушійного 

зусилля, відповідно. 

§2. Розв’язання задач. 
Для того, щоб знайти розв’язок задач, виконаємо їх дискретизацію (перейдемо від 

неперервних функцій до дискретних). Це дасть змогу врахувати обмеження при 
розв’язуванні задач (1.6) та (1.7). Для дискретизації спочатку запишемо математичну 
модель системи (1.1) у нормальному вигляді: 

2
2 2 2 1 2 1 1 1 1 2

1 1

; ( ) ; ; ( ) .
mg F W g

x v v x x x v v x x
l m m l


                         (2.1) 

При дискретизації функцій x1, x2 та v1, v2, отримаємо наступну математичну мо-
дель системи: 
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де t  – крок дискретизації часу; i – індекс, що пробігає значення від 1 до /T t . 

Перейшовши до дискретних значень, перепишемо критерій оптимізації (1.5) у на-
ступному вигляді: 

 
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/
1.
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           (2.3) 

де дисInt – дискретний критерій оптимізації. 

Перепишемо обмеження на величину рушійного зусилля: 

min max .iF F F                                                      (2.4) 

Також у дискретній формі запишемо обмеження на швидкість зміни рушійного 
зусилля 

min max1 .i iF t F F F t                                                    (2.5) 

Таким чином, дискретизація задачі дала змогу врахувати обмеження (1.6) та (1.7). 
на рух системи. Дамо відповідні пояснення. Спочатку перевірялись обмеження (2.5), а 
після нього – обмеження (2.4). Якщо обмеження (2.5) порушується, то i-е значення 
зусилля обчислюється за формулою: 

опт. 1 max опт. 1 max

1 min опт. 1 min

опт. min опт. 1 max

, якщо ;

, якщо ;
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 

  

                         (2.6) 

де опт.iF – i-е оптимальне значення рушійного зусилля, яке визначається наступним 

чином: 

       опт. 1 1 2 2 3 2 4 1 ,i T TF K x x K x x K V x K V x                            (2.7) 

де 1 2 3 4, , ,K K K K  – коефіцієнти регулятора, які необхідно визначити. 

Після того, як буде визначено опт.іF  необхідно виконати перевірку умов (2.4). Це 

виконується за допомогою наступного виразу: 

опт, min опт, max

max опт, maxопт,

min опт, min
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                                    (2.8) 
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де опт,іF  – оптимальне значення рушійного зусилля приводу, яке не порушує обме-

жень (1.6) та (1.7). 
Зазначимо, що для того, щоб у механічних передачах системи не виникали удари, 

початкове значення рушійного зусилля незалежно від початкових фазових координат 
системи було прийнято нульовим: 

опт,0 0F .                                                       (2.9) 

Задавши чисельні значення параметрів системи 1 2, ,m m l  та величини коефіцієнтів 

1 2 3 4, , ,K K K K , можемо знайти дискретні функції 1 2 1 2, , ,x x   . Тепер задача зведена до 

пошуку величин коефіцієнтів 1 2 3 4, , ,K K K K , при яких забезпечуються кінцеві умови 

(1.2) – (1.4) та мінімізується значення критерію (2.3). 
Для того, щоб врахувати кінцеві умови руху окремих мас системи введемо у розг-

ляд термінальний критерій. Він залежить від кінцевих умов. Оскільки крайові умови в 
усіх трьох задачах подібні, то опишемо термінальний критерій тільки для одного ви-
падку, а саме – повного циклу переміщення системи. Враховуючи кінцеві умови (1.4), 
термінальний критерій матиме наступний вигляд: 

1 1 1 1
2. 1.

1. 2.
Ter ,T T T T TT T T T

t t t t

V V V V V V x x x x x x   
       
                 

 
         
 
 

 

1. max 2. maxякщо , ,T T

t t

V V V V V V   
       

         

max 2. max
1.

, ,T TT T

t t

x x x x x x   
       

                                 (2.10) 

1. max 2. max 1. max0, якщо TT T T
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V V V V V V x x x     
            

            

2. max ,T T

t

x x x 
  

     

де maxV  та maxx – максимально допустимі значення відхилень, відповідно, швидко-

стей та положень крана і вантажу (за умовами технологічного процесу допускається 

max 0,004 м/сV   та max 0,004 мx  ); T  – ваговий коефіцієнт, який показує важли-

вість досягнення кінцевих умов руху системи (це дає змогу забезпечити прийняте до-
сягнення кінцевих умов руху системи. Як тільки вони будуть досягнуті критерій Ter  
перетвориться в нуль). 

Для того, щоб виконати мінімізацію критерію Ter  та дисInt , введемо у розгляд ін-

тегрально-термінальний критерій: 

дисСr Ter Int .                                               (2.11) 

Оскільки критерії Ter  та дисInt  є безрозмірними величинами, то коректність за-

пису (2.11) є виправданою. 
Для знаходження величини Сr  необхідно мати чисельні значення 1 2, , , ,m m l g  які 

відповідають параметрам системи. У даному дослідженні приймаємо припущення, що 
m1= const, m2 = const та l = const. Параметри, при яких виконувались розрахунки кое-
фіцієнтів регулятора 1 2 3 4, , ,K K K K , наведені у табл. 1. 
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                                                                                      Таблиця 1 
Параметр Одиниця вимірювання Значення 

m1 кг 4,20ꞏ104 

m2 кг 2,50ꞏ104 

l м 5,00ꞏ100 

maxF  Н 56,25ꞏ104 

minF  Н -56,25ꞏ104 

maxF  Н/с 4,00ꞏ105 

minF  Н/с -4,00ꞏ105 

V м/с 1,2ꞏ100 

 
Для мінімізації критерію (2.11) було сформовано деяку функцію (назвемо її 

MISO-функцією: Multi In – Single Out). Аргументами функції є коефіцієнти K1, K2, K3, 
K4. Певному набору чисельних значень цих аргументів відповідає певна величина 
критерію Сr . Надалі необхідно знайти такий набір аргументів, при яких MISO-
функція набуває мінімуму. Для цієї задачі використано модифікований метод рою 
часток МЕ-D-PSO [12]. Дамо пояснення роботи алгоритму МЕ-D-PSO при його засто-
суванні для розв’язування даних задач. 

Робота алгоритму МЕ-D-PSO має ітераційний характер. На початку роботи алго-
ритму виконується ініціалізація рою – певної множини часточок, кожна з яких знахо-
диться у просторі значень коефіцієнтів K1, K2, K3, K4. Надалі виконуються ітерації ал-
горитму. На кожній ітерації кожна частинка переходить у нове положення у просторі 
значень коефіцієнтів K1, K2, K3, K4. Рух кожної частинки описують наступні правила 
(для спрощення викладок у рівняннях не вказані індекси частинок): 

( 1) 1 1 ( 1) ( 1) 2 2 ( 1)

( 1)

( ) ( );

,

j j j j j

j j j

v wv c r p х c r g х

х х v

   



    

 
                        (2.12) 

де х – вектор координат положення частинки; v – вектор координат швидкості частин-
ки; w – інерційний коефіцієнт, який сповільнює рух частинки; c1 і c2 – когнітивний та 
соціальний коефіцієнти, відповідно; r1, r2 – випадкові числа, які рівномірно форму-
ються на інтервалі 0 1 ; р – вектор координат найкращого значення MISO-функції, 
яке частинка знайшла протягом j попередніх ітерацій (персональний найкращий); g – 
вектор координат найкращого значення функцій, який був знайдений роєм на j попе-
редніх ітераціях (глобальний найкращий); j – номер поточної ітерації алгоритму 

( (1, )j J ); J – загальна кількість ітерацій. 

Після застосування виразів (2.12) р та g оновлюються за наступними формулами: 

, якщо ( ) ( );

, якщо ( ) ( ),

j j j j

j j j j

р х f х f р

g р f р f g

 

 
                                       (2.13) 

де f – позначення MISO-функції. 
Описаний алгоритм (PSO) у деяких випадках має схильність збігатись до локаль-

них мінімумів MISO-функції. Для того, щоб усунути вказаний недолік, у роботі [12] 
було запропоновано модифікацію ME-D-PSO, яка полягає у реініціалізації рою у ви-
падку його низької ефективності пошуку мінімуму та забезпечення високої різномані-
тності рою. Перший механізм полягає у моніторингу зменшення величини р від ітера-
ції до ітерації та реініціалізації рою, коли відносне зменшення величини р стає менше, 
ніж наперед задане (у розрахунках ця велична прийнята рівною 0,02). Механізм за-
безпечення високої різноманітності рою полягає у тому, що на кожній ітерації вели-
чини w, c1 та c2 змінюються у межах 0,1 2  випадковим чином. Обидва механізми до-
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зволяють ефективно локалізувати глобальний мінімум критерію (2.11). Це добре видно 
на рис. 2, де наведено графік зменшення критерію Cr протягом процедури оптимізації. 
Як видно з рис. 2, на початку роботи алгоритму МЕ-D-PSO значення критерію Cr до-
сить великі. Однак, вони поступово зменшуються і на 75-й ітерації алгоритм МЕ-D-
PSO знаходить такі значення коефіцієнтів K1, K2, K3, K4, при яких критерій Cr набуває 
мінімуму. 

 

 
Рис. 2 

 
У результаті застосування методу МЕ-D-PSO отримано коефіцієнти для різних режи-

мів руху системи: для повного циклу 5
1 3,171 10K   , 6

2 1 10K    , 6
3 1 10K    , 

6
4 2,127 10K   ; для гальмування 5

1 1,138 10K    , 5
2 4,993 10K    , 5

3 8,963 10K    , 
4

4 6, 294 10K   ; для розгону 4
1 3, 451 10K    , 6

2 9,988 10K   , 6
3 1 10K    , 4K   

6= 3,114 10 . Проілюструємо отримані результати. 
На рис. 3 наведено графік потужності (чорна лінія) та рушійного зусилля (сіра лі-

нія) крану під час режиму гальмування. З цього графіка видно, що значення потуж-
ності різко змінюються. Виключенням є тільки період з 1с до 2с, коли рушійне зусил-
ля та потужність приводу механізму переміщення крана дорівнюють нулю, що відпо-
відає руху механічної системи по інерції (при цьому привод крана відключений від 
мережі живлення). Рушійне зусилля наростає та спадає із кінцевою швидкістю, що 
відповідає обмеженню (1.7) та забезпечує можливість практичної реалізації оптима-
льного режиму руху системи. 

 
Рис. 3 



 100

 
Рис. 4 

 
На рис. 4 зображено фазовий портрет маятникових коливань вантажу на гнучкому 

підвісі під час процесу гальмування. Як видно з рис. 4, при гальмуванні присутні не-
значні відхилення канату з вантажем від вертикалі. Графік має замкнену форму: це 
означає, що коливання вантажу на гнучкому підвісі в кінці гальмування припиняють-
ся. Аналогічна форма характерна для інших режимів руху механічної системи. 

На рис. 5 наведено графік зміни потужності та зусилля за повний цикл перемі-
щення системи з підвішеним на гнучкому підвісі вантажем. На графіку видно, що по-
тужність та рушійне зусилля мають знакозмінний характер. Практична реалізація та-
кого закону вимагає застосування рекуперативного гальмування, що може бути вико-
нано із використанням сучасних частотно-керованих приводів. Характер зміни ру-
шійного зусилля є доволі плавним, що позитивно відображається на довговічності 
приводу та металоконструкції крану. 

 
Рис. 5 

 
З рис. 6 видно, що на початку руху швидкість крана значно зростає. Вона перевищує 

усталену швидкість, що є недоліком даного режиму руху, оскільки при цьому з мережі 
споживається додаткова енергія на збільшення кінетичної енергії руху системи. 
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Рис. 6 
 

Результати моделювання руху динамічної системи при оптимальних керуваннях у 
вигляді зворотного зв’язку представлено у табл. 2. 

Таблиця 2  

Показник 
Одиниця 
виміру 

Повний цикл 
переміщення 

Розгін Гальмування 

Екстремальні показники: 
потужність 

рушійне зусилля 
відхилення вантажу від вертикалі 

кВт 
кН 

 
м 

69,28 
56,25 (-56,25) 

 
0,925 

63,34 
56,25 

 
0,723 

-59,71 
-56,25 

 
0,722 

Середньоквадратичні показники: 
потужність 

рушійне зусилля 
відхилення вантажу від вертикалі 

кВт 
кН 

 
м 

25,28 
31,10 

 
0,371 

21,18 
40,63 

 
0,413 

26,93 
40,39 

 
0,413 

Тривалість руху с 10,47 3,22 3,19 

 
Як видно з табл. 2, під час повного циклу переміщення крана з вантажем макси-

мальне відхилення вантажу не перевищує 0,925 метра. При розгоні та гальмуванні ці 
цифри менші. Отже, у випадку, коли критичним є саме цей показник, доцільно вико-
ристовувати оптимальне керування для двох режимів: розгону та гальмування. 

Показники максимальної (за модулем) потужності для різних режимів різняться 
між собою. Більше значення відповідає повному циклу переміщення системи, що та-
кож дає підстави рекомендувати застосовувати дворежимне оптимальне керування. 

З іншої сторони, за середньоквадратичними величинами рушійного зусилля та ві-
дхилення вантажу від вертикалі повний цикл переміщення є кращим. Це, однак, пояс-
нюється його більшою тривалістю. 

Висновок. 
У роботі знайдено розв’язок задач оптимального керування рухом системи «кран 

– вантаж», що забезпечує усунення коливань вантажу, мінімізацію енерговитрат та 
максимальну швидкодію руху системи. Задачі розв’язані для трьох випадків: розгону, 
гальмування, повного циклу переміщення. Розв’язки знайдено у формі зворотного 
зв’язку, що дозволяє враховувати фактори, які не були відображені у математичній 
моделі (наприклад, вітрові збурення) та забезпечує певний рівень робастності керу-
вання. В рамках даної роботи це питання не було досліджено. Однак, це стане пред-
метом подальших досліджень авторів. 

Основою для розв’язання задач стала методика їх зведення до задачі мінімізації 
MISO-функції без обмежень. Для цього було розроблено узагальнений критерій оп-
тимізації. Мінімізація критерію виконана із використанням модифікованого методу 
рою часточок ME-D-PSO. 
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Проаналізовано динаміку руху системи «кран – вантаж». Функція рушійного зу-
силля для всіх варіантів виходить на обмеження щодо максимальної величини  
(56,25 кН) і не перевищує його. Крім того, швидкість наростання зусилля є кінцевою, 
що також відповідає обмеженню (400ꞏкН/с) і дає підстави для практичної реалізації 
оптимального керування. Для всіх варіантів маятникові коливання вантажу на гнуч-
кому підвісі у кінці руху відсутні. 

Подальші дослідження у цьому напрямку полягають у врахуванні інших обме-
жень на кінематичні, енергетичні та динамічні характеристики руху системи. Крім 
того, необхідно у оптимізаційному критерії враховувати інші показники руху системи 
(амплітуду коливань маятника, середньоквадратичне значення рушійного зусилля 
тощо). 

 
РЕЗЮМЕ .  Сформульовано задачі оптимального керування рухом механічної системи «кран – 

вантаж» для трьох випадків: розгону, гальмування та повного циклу руху. У постановках використа-
но обмеження на величину рушійного зусилля та швидкість його зміни в часі. Для знаходження 
розв’язку задач виконано їх дискретизацію. Розв’язки отримано у вигляді зворотного зв’язку із вико-
ристанням модифікованого методу рою часточок ME-D-PSO. Проведено аналіз отриманих результа-
тів за екстремальними та середньоквадратичними показниками, а також тривалістю руху. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: система «кран – вантаж», оптимізація, обмеження, зворотний зв’язок. 
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