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Abstract. The dynamics of three-layer conical shells under non-stationary loads is inves-
tigated. The motion equations of three-layer conical shells with a discrete-symmetric light-
weight, rib-reinforced filler are obtained for the case axisymmetric impulse loading. In the 
analysis of the elastic structure elements, the model of the Tymoshenko shells theory and 
rods was used under independent static and kinematic hypotheses for each layer. In asym-
metric shells, the bearing layers are made of different materials. The motion equations of a 
three-layer asymmetric conical shell with a discrete-inhomogeneous aggregate are derived 
according to the Hamilton-Ostrogradsky variational principle. The numerical results on the 
nature of the three-layer elastic structure oscillations are obtained by the finite element 
method. The influence of physical and mechanical parameters of symmetric and asymmetric 
shell layers on the stress-strain state under axisymmetric internal impulse loading is investi-
gated. 
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Вступ. 
Шаруваті конічні оболонки широко застосовуються в авіа-, ракето-, суднобуду-

ванні та багатьох інших галузях техніки та будівництва. Вимоги щодо міцності і ваги 
до сучасних конструкцій постійно підвищуються, а умови експлуатації виробу стають 
все більш жорсткими Необхідність одночасного виконання цілого ряду часом супере-
чливих вимог призводить до ідеї розробки багатошарових конструкцій, в яких кожен 
шар виконує тільки одну або краще кілька функцій. При цьому шари можуть відрізня-
тися як за товщиною, так і за фізико-механічними властивостями, тобто пакет може 
бути істотно неоднорідним. В даній роботі розглядаються тришарові конічні симет-
ричні і несиметричні оболонки обертання з врахуванням неоднорідного легкого запо-
внювача, армованого дискретно-симетричними ребрами, які розташовані по лініях 
головних кривизн і з’єднують несучі шари, при вимушених динамічних навантажен-
нях. При цьому розміри ребер значно менші, ніж відстані між ними. Використання в 
заповнювачі матеріалів з низькими масовими характеристиками дозволяє при порів-
няно невеликому збільшенні ваги конструкції істотно підвищити її жорсткість на 
згин; в такому випадку доцільно застосовувати теорії шаруватих оболонок з викорис-
танням незалежних гіпотез для кожного із шарів [12]. Це підвищує загальний порядок 
системи рівнянь, але дозволяє детальніше вивчити динамічну поведінку тришарової 
структури при вимушених динамічних навантаженнях. Одною з перших робіт щодо 
динаміки тришарових конічних оболонок з дискретно-неоднорідним заповнювачем 
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була робота [8]. Дослідження динаміки тришарових конічних оболонок з дискретно-
неоднорідним заповнювачем при нестаціонарних навантаженнях започатковано в ро-
ботах [6, 9, 10]. Визначення характеру коливань тришарових циліндричних оболонок 
з дискретно-симетричним легким армованим ребрами заповнювачем проведено в [3, 
7, 11, 19, 21 – 23]. 

В основу розв’язування задачі покладена теорія оболонок і стержнів, заснована на 
зсувній моделі Тимошенка. Для виведення рівнянь коливань тришарової неоднорідної 
за товщиною структури використовується варіаційний принцип стаціонарності Гамі-
льтона – Остроградського. Чисельне моделювання динаміки тришарових конічних 
оболонок з дискретно-симетричним легким армованим ребрами заповнювачем прове-
дено скінченно-елементним методом. Наведено числові результати розв’язку конкре-
тних задач і виявлені нові механічні ефекти. 

§1. Постановка задачі. Основні рівняння. 
Дискретно-симетрична неоднорідна за товщиною пружна структура конічного ти-

пу являє собою систему, що складається з внутрішньої і зовнішньої гладких конічних 
оболонок (внутрішній і зовнішній несучий шар) з відповідними товщинами і радіуса-
ми. Припустимо, що серединні лінії цих оболонок паралельні, тобто кут конусності   
є однаковим. Тришарова конічна оболонка з легким заповнювачем, армованим дис-
кретними ребрами, являє собою пружну структуру, яка складається з внутрішнього 
(індекс 1), зовнішнього (індекс 2) несучих шарів, легкого заповнювача (індекс t) і на-
бору дискретних ребер (індекс ,)j  жорстко зʼєднаних з зазначеними несучими шара-

ми. Оболонка має постійну загальну товщину h  з гладкою серединною поверхнею в 
ортогональній системі координат , .s z  Координатна лінія s на серединній поверхні 

оболонки при 0z   збігається з твірною лінією; координатна лінія z  є прямою, орто-
гональною до серединної поверхні. Будемо вважати величину z  позитивною, якщо 
точка знаходиться з боку опуклості серединної поверхні. При розгляді осесиметрич-
них коливань конічних оболонок звичайно використовується система координат , ,s t  

причому координата s  відраховується від вершини конуса. У випадку зрізаної коніч-
ної оболонки, більш зручним є використання координати ,s  яка відраховується від 

краю оболонки з радіусом 0.R  В такому випадку поточний радіус конічної оболонки 

вираховується згідно формули: 0 ꞏsin ,sR R s    де  – кут конусності. Коефіцієнти 

першої квадратичної форми і кривизни координатної поверхні конічної оболонки за-
писуються наступним чином: 1 2 1 21; ;  0; cos .s sA A R k k R     Оболонки жорстко 

з’єднані між собою дискретними ребрами і легким заповнювачем. Вид деформованого 
стану внутрішнього і зовнішнього несучих шарів може бути визначений через компо-

ненти узагальненого вектора переміщень 1 1 1
1 3 1( , , )T

sU u u   і 2 2 2
2 3 1( , , )T

sU u u  [14]. 

Поля переміщень для легкого ребристого заповнювача визначаються узагальненим 

вектором переміщення 3 1( , , )t t t T
t sU u u   згідно моделі, запропонованої в [15]. Дефор-

мований стан армуючого ребра, спрямованого вздовж колової координати, визнача-

тимемо узагальненим вектором переміщень 1 3 1( , , )j j j T
JU u u  . 

На основі теорії деформації зсуву в оболонках [14], переміщення iu1  і iu3  в несу-

чих шарах в напрямку s (поздовжній), z  (товщина) і t  (час) при малих лінійних пе-
реміщеннях виражаються через наступні залежності: 

1 0 1

3 03

( , , ) ( , ) ( , );

( , , ) ( , ) ( 1, 2),

i i i
i

i i

u s z t u s t z s t

u s z t u s t i

 

 
                                          (1.1) 

де i
1  – кут повороту нормалі до серединної поверхні несучих шарів. 

При цьому деформаційні співвідношення для несучих шарів і j -го ребра прий-
маються у вигляді: 



 47 

1 2
11 22 1 2 3

1 2 1

33 1 2
13 1 11 22 1 22

1 1 2 1

1
; ;

1
; ; ; .j

j
j

u A
u k u

s A s

uu A

s s A s R

 

     

 
  
 

  
    

  

                      (1.2) 

Виходячи з припущень жорсткого зʼєднання армуючих ребер з конічними несучи-
ми шарами, записуються умови контакту центрів ваги ребер з несучими шарами [17] 

1 1 1( ) ( );
2

jj jk jk
j j

H
u u s s    3 3 ( );j jk

ju u s   1 1 ( ) (  1, 2),j jk
js k           (1.3) 

де sj – координата лінії множин точок проекцій центрів тяжіння поперечних перерізів 
j-го ребра на відповідну серединну поверхню несучого шару;  1, 2ih i   – товщини 

сферичних несущих шарів; 2jH  – відстань від осі j-го ребра до поверхні гладких 

оболонок; товщина легкого заповнювача .t jh H  

Вирази для переміщень легкого заповнювача записуються згідно моделі [15]: 

1 0 1

3 03

( , , ) 1 ( , ) ( , );

( , , ) ( , ).

t t tt
t
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t t
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 
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                                 (1.4) 

Кінематичні залежності для легкого заповнювача прийняті на основі малих дефо-
рмацій: 
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        (1.5) 

Умови сумісності, які передбачають ідеальне сполучення між заповнювачем і не-
сучими шарами без відриву і проковзування, представлені в наступному вигляді [16]: 
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        (1.6) 

Використовуючи вирази для поля переміщень для несучих шарів (1.2), легкого за-
повнювача (1.4) і умов міжшарової неперервності переміщень (1.6), виведемо спро-
щені умови сумісності: 

   

 
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                 (1.7) 

Рівняння руху для несучих шарів і легкого заповнювача виводяться згідно варіа-
ційного принципу стаціонарності Гамільтона – Остроградського, згідно з яким 

2

1

( ) 0,
t

t

К П А dt                                                     (1.8) 

де П  – повна потенціальна енергія пружної системи; К – повна кінетична енергія 
пружної системи; A – робота зовнішніх сил; 1t  і 2t  – фіксовані моменти часу. 

При виведенні рівнянь коливань тришарових оболонок з легким заповнювачем 
незалежному варіюванні підлягають: компоненти переміщень несучих шарів, армую-
чих ребер і заповнювача з легкого матеріалу. 



 48

Вирази для варіацій повної потенціальної і кінетичної енергії вказаних компонен-
тів записуються у вигляді: 

2 2

1 1 1 1

; ;
t t

J J
i j t i j t

i j S i j S

П П П П K K K K       
   

                          (1.9) 

де 

 
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
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  
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В рівняннях (1.10) – (1.15) величини ,jF  j
krI  відповідають геометричним характе-

ристикам поперечних перетинів армуючих ребер; j – питома вага матеріалу армую-

чого ребра; ( 1, 2),i i   t – питома вага матеріалів несучих шарів і легкого заповню-

вача, відповідно. 
Вважається, що тришарова конічна структура навантажена внутрішнім осесимет-

ричним розподіленим нестаціонарним нормальним навантаженням 1( , ),P s t  де s  і t  – 
просторова і часова координати. 

Слід зазначити, що при розрахунку потенціальної і кінетичної енергії для легкого 

заповнювача в виразах tП  та tК  інтегрування проводиться за об’ємом, величина 
якого збільшена на величину обсягу армуючих ребер. Але цей факт практично не 
впливає на загальну похибку теорії оболонок, оскільки обсяг армуючих ребер в складі 
об’єму легкого заповнювача для тришарових оболонок обертання менше 5%. 

При виведенні рівнянь коливань тришарових оболонок з легким заповнювачем 
незалежному варіюванні підлягають: компоненти переміщень несучих шарів, армую-
чих ребер і заповнювача з легкого матеріалу. 

Після стандартних перетворень в варіаційному рівнянні (1.8), з урахуванням співвід-
ношень (1.9) – (1.15), отримаємо систему гіперболічних рівнянь руху 9-го порядку для 
тришарової несиметричної конічної оболонки з легким заповнювачем, армованим дис-
кретними ребрами при осесиметричному імпульсному навантаженні і граничні умови: 
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        (1.16) 

Це дві системи рівнянь дев’ятого порядку. На лініях розривів в рівняннях коли-

вань (1.16) i
11 ;

j
T  
   13 ;i

j
T  
   11

i

j
M    – відповідають зусиллям-моментам, які діють на 

j -й дискретний елемент з боку несучих шарів. 
Окрім цього, для несиметричних тришарових оболонок система рівнянь (1.16) роз-

падається не лише за рахунок розривів «дискретний елемент – несучий шар», а через 
те, що несучі шари виготовлені з різних матеріалів. 

Співвідношення між величинами зусиль – моментів та відповідними величинами 
деформацій для несучих шарів і армуючих ребер мають вигляд: 

2
11 11 11 2 22 22 22 22 1 11 13 13 13

11 11 11 22 22 22 22 22 22
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    

  

    

  
              (1.17) 

13, ,i
i iE G v  – фізико-механічні параметри матеріалу несучих шарів; 2k – інтегральний 

коефіцієнт поперечного зсуву теорії оболонок Тимошенка; ,j jE F – модуль пружності 

матеріалу і площа поперечного перетину j -го ребра, відповідно. 
Зусилля і моменти для легкого заповнювача представимо в такому вигляді: 
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Рівняння коливань (1.16) доповнюються відповідними граничними та початкови-
ми умовами. 

§2. Числові результати. 
Розглянута задача динамічного деформування тришарової конічної оболонки з жорс-

тко защемленими торцями під дією внутрішнього розподіленого навантаження 1( , ).P s t  

Граничні умови при 0, Ns s s s   для несучих шарів мають вигляд: 

1 3 1 0 ( 1, 2);і i iu u і                                                (2.1) 
початкові умови нульові для несучих шарів при 0t  : 

1 3 1 0;i i iu u      31 1 0 ( 1, 2).
ii iuu

i
t t t

 
   

  
                   (2.2) 

Нестаціонарне імпульсне навантаження задавалося у вигляді 

 3 sin ( ) ( ) ,
t

P A t t T
T

                                              (2.3) 

де ( )t  – функція Хевісайда. 

В розрахунках покладалося 6 610 Па; 50 10 с.A Т     Розрахунки проводились при 

наступних геометричних та фізико-механічних параметрах тришарової структури: 
1 2 10
1 1 7 10 Па;jE E E     3 3

1 2 2,7 10 кг м ;j       1 2
1 1 0,3;j      0 0,3м;R   

2
0 1 1 2 1/ 30; 0,01м; 2 ; 12 15 ; 2 10 4м .j J jR h h h h H h F             Легкий за-

повнювач відсутній. 
Розглянуті також випадки наявності легкого заповнювача з відповідними власти-

востями 3
1,2 1,2 50 і 500; 25 кг м ; 0,33.t t t tЕ Е Е Е       
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Дискретні підкріплюючі елементи розташовані в точках [ ( ) ]6 1 16 ;js k s     

1, 5;k   0( ) (80; 0,3) 9 м.N N os s s s s      
Відповідна початково-крайова задача (1.16), (2.1) – (2.3) вирішується за допомо-

гою скінченно-елементного методу. Створена скінченно-елементна модель оболонки 
відображає взаємозв’язок потенціальної енергії деформацій в тілі з потенціалом прик-
ладених сил: 

,П E W                                                          (2.4) 

де Е – потенціальна енергія деформацій, а W– потенціал прикладених сил. 
Після розбивки суцільної області на окремі елементи залежність (2.4) приймає ви-

гляд: 

 ( ) ( ) ( )

1 1

.
E E

e e e

e e

П E W 
 

                                              (2.5) 

Глобальна матриця жорсткості і глобальний вектор-стовпець в матричному рів-
нянні 

    FUK                                                       (2.6) 
відповідають співвідношенням: 

   

1

;
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e

e

K k


          



E

e

efF
1

.                                   (2.7) 

Досліджено динамічний напружено-деформований стан симетричної тришарової 
конічної оболонки. У моделях використаний тривимірний об’ємний скінченний еле-
мент, який гарантує точність і достовірність отриманих результатів [13]. 

 

     
а                                                                         с 

    
b                                                                         d 

 
е 

Рис. 1 



 51 

На рис. 1. наведено скінченно-елементну модель тришарової конічної оболонки з 
дискретно-симетричним легким армованим ребрами заповнювачем і її складові: а – 
зовнішня несуча оболонка; b – внутрішня несуча оболонка; с – легкий заповнювач; d – 
армуючі ребра; е – тришарова оболонка з заповнювачем. Скінченно-елементна модель з 
довжиною твірної 0,39 м і кутом конус-ності 15° налічувала15600 об’ємних скінченних 
елементів і 18960 вузлів. 

 
а                                                                   б 

Рис. 2 
Отримані cкінченно-елементним методом чисельні результати дозволяють прово-

дити аналіз напружено-деформованого стану тришарової пружної структури конічно-
го типу в будь-який момент часу (розрахунки проводилися при 0 40 .)t T   Зокрема, 

на рис. 2, а в приведеному масштабі наведено залежності величин нормальних проги-
нів 3u  серединних поверхонь несучих шарів просторової координати .s  Тут і в пода-

льших графіках крива з індексом 1 відповідає величині 1
3u  внутрішньої конічної обо-

лонки, а з індексом 2 – величині 2
3u  зовнішньої конічної оболонки в момент часу 

3,15t T  (час досягнення максимального значення величин 3).u  Легкий заповнювач 

відсутній. Точки з’єднання кривих 1 і 2 вказують на розташування дискретних ребер. 
Виходячи з представленого графічного матеріалу, можна візуально визначити вплив 
конусності структури на антисиметричність розподілу величин 3u  за просторовою 

координатою .s  Перша власна частота даної тришарової структури складає 1602 Гц. 
Отримані результати добре узгоджуються з результатами, які наведено в роботі [17]. 
Окрім цього, для верифікації обчис-

лювальної програми в розрахунках було 
прийнято 0, .s x    При цьому отрима-
но рівняння для циліндра радіусом 0R  і 
довжиною 0,39 м.NL S   Динамічні 
процеси досліджувалися в проміжку часу 
0 40 .t T   На рис. 3 наведено графіки 
залежності нормальних прогинів для не-
сучих шарів 1

3u  і 2
3u  циліндричної оболо-

нки від поздовжньої координати x  в мо-
мент часу 3,15t T  (час досягнення мак-
симального значення величин 3).u  З гра-
фіка на рис. 3 видно, що прогини 3u  для тришарової циліндричної оболонки симетри-
чні відносно центрального перетину оболонки, що також є побічним підтвердженням 
достовірності результатів, отриманих для тришарової конічної оболонки скінченно-
елементним методом. Ці результати також добре узгоджуються з результатами роботи 
[18], які отримано за допомогою методу скінченних різниць. Перша власна частота да-
ної циліндричної тришарової структури становить 1533 Гц. 

 
Рис. 3 
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На рис. 2, б в приведеному масштабі наведено залежності величин нормальних на-
пружень 22  від просторової координати s  в тришаровій конічній оболонці. Тут і в 

подальших графіках крива з індексом 1 відповідає величині 1
22  внутрішньої конічної 

оболонки, а з індексом 2 – величині 2
22  зовнішньої конічної оболонки в момент часу 

3,15t T  (час досягнення максимального значення величин 22 ).  Легкий заповнювач 

відсутній. Перша власна частота даної тришарової структури становить 1602 Гц. 
Дослідимо вплив легкого заповнювача, який розташований між несучими шарами 

і дискретно-симетричними ребрами тришарової конічної структури. Фізико-меха-
нічні властивості легкого заповнювача (пінопласт) наступні: 1,2 1,250;t tЕ Е Е Е   

500; 3
t t25 кг м ; 0,33.    

На рис. 4, а в приведеному масштабі наведено графіки залежності нормальних 

прогинів для несучих шарів 1
3u  і 2

3u  від поздовжньої координати s  в момент часу 

2,25t T  (час досягнення максимального значення величин 3).u  Відношення моду-

лів пружності несучих шарів до легкого заповнювача 1,2 t 50.Е Е   Точки з’єднання 

кривих 1 і 2 вказують на розташування дискретних ребер. Виходячи з представленого 
графічного матеріалу можна візуально визначити вплив конусності структури на ан-
тисиметричність розподілу величини 3u  за просторовою координатою .s  Перша вла-

сна частота даної тришарової структури становить 1774 Гц. 
На рис. 4, б в приведеному масштабі наведено залежності величин нормальних на-

пружень 1
22  і 2

22  серединних поверхонь несучих шарів від просторової координати 

s  в тришаровій конічній оболонці в момент часу 2,25t T  (час досягнення максима-

льного значення величин 22 ).  1,2 50.tЕ Е   Перша власна частота даної тришарової 

структури становить 1774 Гц. 

 
а                                                                  б 

Рис. 4 

 
а                                                                       б 

Рис. 5 
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На рис. 5, а в приведеному масштабі наведено графіки залежності нормальних 

прогинів для серединних поверхонь несучих шарів 1
3u  і 2

3u  від поздовжньої коорди-

нати s в момент часу 3,0t T  (час досягнення максимального значення величин 3).u  

Відношення модулів пружності несучих шарів до легкого заповнювача 1,2 500.tЕ Е   

Точки з’єднання кривих 1 і 2 вказують на розташування дискретних ребер. Виходячи 
з представленого графічного матеріалу можна візуально визначити вплив конусності 
структури на антисиметричність розподілу величини 3u  за просторовою координа-

тою. Перша власна частота даної тришарової структури становить 1620 Гц. 
На рис. 5, б в приведеному масштабі наведено залежності величин нормальних на-

пружень 1
22  і 2

22  серединних поверхонь несучих шарів від просторової координати 

s в тришаровій конічній оболонці в момент часу 3,0t T  (час досягнення максималь-

ного значення величин 22 ).  1,2 500.tЕ Е   Перша власна частота даної тришарової 

структури становить 1620 Гц. 
Нижче проведені дослідження впливу кута конусності 6 30     на динамічну 

поведінку симетричних тришарових конічних оболонок з дискретно-симетричним лег-
ким, армованим ребрами заповнювачем. Всі інші розміри і фізико-механічні парамет-
ри і характер навантаження залишаються незмінними. 

Скінченно-елементна модель тришарової конічної оболонки з довжиною твірної 
0,39 м і кутом конусності 30° налічувала 33696 обʼємних скінченних елементів і 39816 
вузлів. У моделях використаний тривимірний обʼємний скінченний елемент, який 
гарантує точність і достовірність отриманих результатів [15]. Отримані cкінченно-
елементним методом чисельні результати дозволяють проводити аналіз напружено-
де-формованого стану тришарової пружної структури конічного типу в будь який мо-
мент часу (розрахунки проводилися при 0 40 ).t T   

 
а                                                                    б 

Рис. 6 

На рис. 6, а в приведеному масштабі наведено залежності величин нормальних про-
гинів 3u  серединних поверхонь несучих шарів від просторової координати .s  Тут і в по-

дальших графіках використані позначення такі, як і для оболонки з кутом конусності 15 .  
Час досягнення максимального значення величин 3 : 6,95 .u t T  Легкий заповнювач від-

сутній. Точки з’єднання кривих 1 і 2 вказують на розташування дискретних ребер. Вихо-
дячи з представленого графічного матеріалу можна візуально визначити вплив конусності 
структури на антисиметричність розподілу величини 3u  за просторовою координатою .s  

Перша власна частота даної тришарової структури становить 1514 Гц. 
На рис. 6, б в приведеному масштабі наведено залежності величин максимальних 

нормальних напружень 1
22  і 2

22  серединних поверхонь несучих шарів від просторо-

вої координати s в тришаровій конічній оболонці в момент часу 6,95t T  (час досяг-
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нення максимального значення величин 22 ),  без легкого заповнювача. Перша власна 

частота даної тришарової структури становить 1514 Гц. 

 
а                                                               б 

Рис. 7 

Графіки на рис. 7, а в приведеному масштабі відображають залежність макси-
мальних величин нормальних прогинів 3u  серединних поверхонь несучих шарів від 

просторової координати s  при 6,45 .t T  Властивість легкого заповнювача визнача-

ється відношенням 1,2 50.tЕ Е   Точки з’єднання кривих 1 і 2 вказують на розташу-

вання дискретних ребер. Виходячи з представленого графічного матеріалу можна ві-
зуально визначити вплив конусності структури на антисиметричність розподілу вели-
чини 3u  в симетричній конічній оболонці за просторовою координатою .s  Перша 

власна частота даної тришарової структури становить 1655 Гц. 
Графіки на рис. 7, б в приведеному масштабі відображають залежність максималь-

них нормальних напружень 22  серединних поверхонь несучих шарів від просторової 

координати s при 6,45 .t T  Властивість легкого заповнювача визначається відно-

шенням 1,2 50.tЕ Е   Виходячи з представленого графічного матеріалу можна візу-

ально визначити вплив конусності структури на антисиметричність розподілу вели-
чин 22  за просторовою координатою .s  Перша власна частота даної тришарової 

структури становить 1655 Гц. 

 
а                                                                   б 

Рис. 8 

На рис. 8, а в приведеному масштабі наведено залежності максимальних величин 
нормальних прогинів 3u  серединних поверхонь несучих шарів від просторової коор-

динати s  при 6,60 .t T  Властивість легкого заповнювача визначається відношенням 

1,2 500.tЕ Е   Точки з’єднання кривих 1 і 2 вказують на розташування дискретних 

ребер. Виходячи з представленого графічного матеріалу можна візуально визначити 
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вплив конусності структури на антисиметричність розподілу величин 3u  за просторовою 

координатою .s  Перша власна частота даної тришарової структури становить 1532 Гц. 
Графіки на рис. 8, б в приведеному масштабі відображають залежність максималь-

них нормальних напружень 22  серединних поверхонь несучих шарів від просторової 

координати s  при 6,60 .t T  Властивість легкого заповнювача визначається відно-

шенням 1,2 500.tЕ Е   Виходячи з представленого графічного матеріалу можна візу-

ально визначити вплив конусності структури на антисиметричність розподілу вели-
чин 22  за просторовою координатою .s  Перша власна частота даної тришарової 

структури становить 1532 Гц. 

§3. Нестаціонарні вимушені коливання несиметричних тришарових конічних 
оболонок з дискретно-симетричним легким армованим ребрами заповнювачем. 

Дослідженню динаміки і статики шаруватих оболонок присвячено багато робіт, 
зокрема [1, 2, 4, 5, 20 – 22], в яких аналітичними і наближеними методами розвʼязана 
велика кількість фундаментальних задач. Вивченню характеру коливань несиметрич-
них тришарових оболонок з легким заповнювачем присвячена робота [13]. Дослідимо 
з допомогою методу скінченних елементів нестаціонарні вимушені коливання неси-
метричних тришарових конічних оболонок з дискретно-симетричним легким армова-
ним ребрами заповнювачем, несучі шари в яких виготовлені з різних матеріалів. Від-
повідні рівняння коливань мають вигляд (1.16), які розпадаються не тільки за рахунок 
розривних коефіцієнтів в останніх трьох рівняннях, а і за наявності виготовлення не-
сучих шарів з різних матеріалів. Скінченно-елементна модель з довжиною твірної 
0,39 м і кутом конусності 15 налічувала 15600 об’ємних скінченних елементів і 
18960 вузлів (рис. 1). 

Розрахунки проводились при наступних геометричних та фізико-механічних па-
раметрах тришарової структури: 

1 11
1 2 1 П0 а;E    2 10

1 7 10 Па;jE E    1 3
1

37,8 1 м0 кг ;    1 3
2

32,7 кг м ;10j     

0 0 1 1 2 10,3 м; 30;  0,01 м; 2 ; 12 15 ;j jR R h h h h H h            4 22 10 м .jF    

Нестаціонарне імпульсне навантаження задавалося у вигляді (2.3). 
Наведені параметри конічної структури показують, що внутрішній несучий шар ви-

готовлений зі сталі, а зовнішній – зі сплаву АМГ-6, товщина пінопластового шару буде 
0,02 м. Відношення модулів несучих шарів і легкого заповнювача 1 2( ) 2 50.tЕ Е Е   

Дискретні підкріплюючі елементи розташовані в точках [6 ( 1)16] ;js k s     1, 5;k   

0( ) 80; ( ) 0,39 м.N N os s s s s      

Отримані числові результати дозволяють проводити аналіз напружено-деформо-
ваного стану несиметричної тришарової пружної структури конічного типу в будь-
який момент часу (розрахунки проводилися при 0 40 .)t T   Зокрема, на рис. 9, а в 

приведеному масштабі наведено залежності величин нормальних прогинів середин-
них поверхонь несучих шарів 3u  від просторової координати s оболонки в момент 

часу 3,1t T  (час досягнення максимального значення величин 3).u  Легкий запов-

нювач відсутній. Точки з’єднання кривих 1 і 2 вказують на розташування дискретних 
ребер. Виходячи з представленого графічного матеріалу можна візуально визначити 
вплив конусності структури на антисиметричність розподілу величин 3u  за просторо-

вою координатою. Перша власна частота конічної структури становить 1559 Гц. 
На рис. 9, б в приведеному масштабі наведені залежності величин нормальних 

напружень 22  в серединних поверхнях несучих шарів від просторової координати s 

оболонки в момент часу 3,1t T  (час досягнення максимального значення величин 

22 ).  Перша власна частота конічної структури становить 1559 Гц. Легкий заповню-



 56

вач відсутній. Точки з’єднання кривих 1 і 2 вказують на розташування дискретних 
ребер. Виходячи з представленого графічного матеріалу можна візуально визначити 
вплив конусності структури на антисиметричність розподілу величин 22  за просто-

ровою координатою. 

 
а                                                                б 

Рис. 9 

 
а                                                                           б 

Рис. 10 
 

На рис. 10, а в приведеному масштабі наведено залежності величин нормальних 
прогинів серединних поверхонь несучих шарів 3u  від просторової координати s  ко-

нічної оболонки в момент часу 2,45t T  (час досягнення максимального значення 

величин 3).u  Відношення модулів пружності матеріалів несучих шарів до модулів 

пружності легкого заповнювача наступне 1 2( ) 2 50.tЕ Е Е   Точки з’єднання кривих 

1 і 2 вказують на розташування дискретних ребер. Виходячи з представленого графіч-
ного матеріалу можна візуально визначити вплив конусності структури на антисимет-
ричність розподілу величин 3u  за просторовою координатою. Перша власна частота 

конічної структури становить 1746 Гц. 
На рис. 10, б в приведеному масштабі наведено залежності величин нормальних 

напружень 22  в серединних поверхнях несучих шарів від просторової координати s 

конічної оболонки в момент часу 2,45t T  (час досягнення максимального значення 

величин 22 ).  Відношення модулів пружності матеріалів несучих шарів до модулів 

пружності легкого заповнювача наступне: 1 2( ) 2 50.tЕ Е Е   Виходячи з представ-

леного графічного матеріалу можна візуально визначити вплив конусності структури 
на антисиметричність розподілу величин σ22 за просторовою координатою. Перша 
власна частота конічної структури становить 1746 Гц. 
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Висновки. 
Для тришарових конічних оболонок застосовані незалежні статичні і кінематичні 

гіпотези Тимошенка для кожного шару. Це збільшило порядок системи розв’я-
зувальних рівнянь коливань тришарових структур з дискретно-симетричним легким 
армованим ребрами заповнювачем, але дало можливість більш детально дослідити 
динамічні процеси в таких оболонках. З проведених розрахунків методом скінченних 
елементів випливає, що геометричні і фізико-механічні параметри шарів оболонки 
значно впливають на кількісні і якісні характеристики коливань в тришарових коніч-
них оболонках. В симетричній конічній оболонці без пінопласту при збільшенні кута 

конусності на 15  прогини 1
3u   зменшуються на 74%, а колові напруження збільшу-

ються на 64%, перша власна частота зменшилась на 6%. Це свідчить про те, що осно-
вний вклад в напружений стан конічної оболонки з більшим кутом конусності вносять 
напруження згину, а розгойдування оболонки йде повільніше. Для симетричної коні-
чної оболонки з кутом конусності 15  і внутрішнім шаром з пінопласту 1,2 50tЕ Е   

перша власна частота збільшилася на 11%, а для несиметричної конічної структури з 
пінопластом 1,2 50tЕ Е   перша власна частота збільшилася на 14%. В несиметрич-

них тришарових конічних оболонках спостерігається зменшення перших власних час-
тот за рахунок збільшення ваги оболонок при виготовленні внутрішніх несучих шарів 
зі сталі. 

Наукові дослідження, результати яких опубліковано у цій статті, виконано за ра-
хунок коштів бюджетної програми «Підтримка пріоритетних напрямків наукових до-
сліджень» (КПКВК 6541230). 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Досліджено динаміку тришарових конічних оболонок при нестаціонарних наванта-

женнях. Отримано рівняння руху тришарових конічних оболонок з дискретно-симетричним легким 
армованим ребрами заповнювачем при осесиметричному імпульсному навантаженні. При аналізі 
елементів пружної структури використано модель теорії оболонок і стержнів Тимошенка за незалеж-
них статичних і кінематичних гіпотез для кожного шару. В несиметричних оболонках несучі шари 
виготовлені з різних матеріалів. Виведено рівняння руху тришарової несиметричної конічної оболон-
ки з дискретно-неоднорідним заповнювачем згідно з варіаційним принципом Гамільтона – Остро-
градського. Числові результати щодо характеру коливань тришарової пружної конструкції отримано 
методом скінченних елементів. Досліджено вплив фізико-механічних параметрів симетричних і не-
симетричних шарів оболонки на напружено-деформований стан при осесиметричному внутрішньому 
імпульсному навантаженні. Виявлені нові механічні ефекти. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: динаміка, тришарова симетрична, несиметрична конічна оболонка, дис-

кретно-симетричний легкий заповнювач, армуючі ребра, нестаціонарне навантаження, напружено-
деформований стан, механічні ефекти. 
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