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Abstract. Based on a rigorous mathematical statement that takes into account the cou-

pling of force and electric fields, the problem of compression of two electroelastic trans-
versely isotropic half-spaces is considered. One of the half-spaces contains the inclined 
near-the-surface groove of an elliptical cross-section. An analytical solution of the problem 
is obtained by representing the solution of the static equations of the electroelasticity in 
terms of the harmonic functions, classical harmonic potentials and by reducing the boundary 
problem to analysis of the integro-differential equation with an unknown domain of integra-
tion. As a special case, the parameters of the contact of two elastic transversely isotropic 
half-spaces (if there is an elliptical cross-section groove in one of them) follow from the 
found analytical expressions as well as the parameters of the contact interaction of two elec-
troelastic half-spaces, one of which contains the axisymmetric groove. The numerical results 
are obtained. The influence of the electroelastic properties of half-spaces, geometrical pa-
rameters of the groove, and loading on the contact interaction as well as the closure of the 
gap between the bodies is studied. 

 
Key words: electroelastic half-space, near-surface groove, elliptical section, contact in-

teraction, parameters of contact. 
 
Вступ. 
При проектуванні елементів конструкцій широко застосовуються біматеріали, 

складові яких мають різні пружні та електропружні властивості, в тому числі анізот-
ропні. Це стимулює проведення досліджень розподілу напружень у пружних та елект-
ропружних тілах, що містять різні за властивостями складові, поблизу концентраторів 
напружень, а також при контактній взаємодії. В той же час, розв’язання просторових 
задач теорії пружності і електропружності для анізотропних тіл значно ускладнюєть-
ся, оскільки у цих випадках необхідно розв’язувати граничну задачу для системи рів-
нянь з врахуванням анізотропних властивостей матеріалу (задача теорії пружності) та 
ще зв’язаності силових і електричних полів (задача електропружності), що мають сут-
тєво більш складну структуру в порівнянні з системою рівнянь для ізотропного пруж-
ного тіла. 

Розподіл напружень у п’єзоелектричних тілах з концентраторами напружень ви-
вчався у ряді робіт [1, 6 –11, 13 – 20], серед яких з більшою повнотою вивчено двови-
мірні задачі електропружності [7 – 9, 14, 17]. Представлення розв’язків системи рів-
нянь статики електропружності у тривимірній постановці для п’єзоелектричних тран-
сверсально-ізотропних тіл через гармонічні функції отримано у статтях [15, 18]. Важ-
ливі результати досліджень напруженого стану просторових трансверсально-
ізотропних електропружних тіл отримано у роботах [1, 3, 10, 13, 15, 16, 18]. 

Зауважимо, що задачі контактної взаємодії для двох пружних ізотропних півпрос-
торів за наявності у одному з них похилої приповерхневої виїмки кругового та еліп-
тичного перерізу досліджувались у роботах [2, 3], а у випадку жорсткого включення 
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між пружними півпросторами – у статтях [5, 12]. В той же час, задача контактної вза-
ємодії двох електропружних трансверсально-ізотропних півпросторів за наявності 
приповерхневої виїмки еліптичного перерізу в одному з них не вивчалась. 

У даній статті на основі строгої математичної моделі досліджено контактну взає-
модію при стиску двох п’єзоелектричних трансвесально-ізотропних півпросторів, 
один з яких містить приповерхневу виїмку еліптичного перерізу. При постановці за-
дачі припускається, що поверхня поділу двох п’єзоелектричних тіл розташована у 
площині ізотропії обох електропружних трансверсально-ізотропних матеріалів. Також 
вважається, що поверхні півпросторів є неелектродованими (не містять електродного 
покриття) і між тілами має місце гладкий (без тертя) контакт. За допомогою представ-
лення розв’язку рівнянь статики електропружності для трансверсально-ізотропного 
тіла через гармонічні функції і подальшого зведення задачі електропружності до розг-
ляду інтегро-диференціального рівняння отримано аналітичний розв’язок задачі. 
Знайдено основні параметри контактної взаємодії п’єзоелектричних пружних півпро-
сторів за наявності у одному з них приповерхневої виїмки еліптичного перерізу при 
стиску. Як частинний випадок, із отриманих виразів випливають параметри контакт-
ної взаємодії двох пружних трансверсально-ізотропних півпросторів за наявності у 
одному з них виїмки еліптичного перерізу, а також параметри контакту двох електро-
пружних півпросторів, один з яких містить виїмку кругового перерізу. 

1. Постановка задачі. 
Розглянемо контактну взаємодію двох електропружних трансверсально-ізотроп-

них півпросторів, один з яких (тіло 2) містить приповерхневу виїмку еліптичного пе-
рерізу (рис. 1).  

Припускаємо, що геометрична форма виїмки описується наступним виразом: 
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При розгляді задачі вважаємо, що пло-
щина контактy електропружних трансвер-
сально-ізотропних півпросторів розташо-
вана у площині ізотропії обох п’єзо-елек-
тричних матеріалів. Припускаємо, що до 
контактуючих тіл прикладені стискаючі 
зусилля p  і контакт між тілами відбува-

ється не по всій площині 0z  , а по де-

якій її частині 2 2 2 2/ / 1x a y b  , де 

,a b  – невідомі параметри області еліп-

тичної форми (рис. 1), які залежать від 
значення стискаючих зусиль p , геомет-

рії початкової виїмки (описується пара-
метрами 0 0,a b  і 0h ), пружних властивостей обох електропружних трансверсально-

ізотропних матеріалів півпросторів. Припускаємо, що в процесі деформування виїмка 
набуває вигляду, який можна описати аналогічно виразу (1) 
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На поверхні поділу (у площині 0z  ) отримуємо наступні граничні умови: 

 
Рис. 1 
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( ) 0i
zz  ;   2 2 2 2/ / 1x a y b  ;   (1) (2) 2 2 2 2

0 ( , ); / / 1z zu u f x y x a y b       ( 1, 2)i  ; 
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zx zy   ;   0z  ;   (1) (2) 2 2 2 2; / / 1zz zz x a y b       ( 1,2)i  ;               (2) 

( ) 0i
zD  ;  0z     ( 1, 2)i  , 

де індекси «1» та «2» відповідають першому та другому електропружним тілам. Від-
значимо, останні граничні умови у формулах (2) відповідають відсутності електрод-
ного покриття на поверхнях обох півпросторів. 

Припускаємо, що площина 0z   (рис. 1), яка обмежує два півпростори, є площи-
ною ізотропії обох електропружних трансверсально-ізотропних матеріалів, тобто вісь 
0z  є віссю симетрії для цих матеріалів. Також вважаємо, що у площині контактної 
взаємодії 0z   виконуються умови гладкого (без тертя) контакту електропружних 
тіл. Розміри області розшарування двох електропружних півпросторів (рис. 1) є неві-
домими і визначаються з розв’язку задачі. Параметри контактної взаємодії 
п’єзоелектричних тіл залежать від значення стискаючих зусиль p , електропружних 

властивостей обох матеріалів півпросторів і геометричних параметрів виїмки.  
Представимо напружений стан у електропружних трансверсально-ізотропних пів-

просторах суперпозицією двох станів, перший з яких – стиск вздовж осі симетрії ма-
теріалів 0z , тобто zz p    (при 0zD  ), а для визначення другого стану суперпози-

ції (збуреного стану) на поверхні півпростору 0z   отримуємо відповідні граничні 
умови. 

Зазначимо, що при розгляді задачі припускаємо, що при деформуванні півпросто-
рів форма виїмки описується неперервно-диференційованою функцією ( , )f x y , яка 

задовольняє умовам  
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де S  – поверхня виїмки. При віддаленні від області контакту мають місце умови на 
нескінченності для електропружних трансверсально-ізотропних півпросторів 

; , , , , 0; , , 0zz xx xy xz yy yz x y zp D D D          при R  .            (3) 

Умови (3) відповідають згасанню збуреного стану при віддаленні від виїмки. 

2. Основні рівняння і співвідношення.  
Рівняння статики електропружності для трансверсально-ізотропного п’єзоелек-

тричного тіла стосовно компонентів вектора переміщень і електричного потенціалу 
  мають наступний вигляд [1] 
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У рівняннях (4) 11 12 13 33 44, , , ,E E E E Ec c c c c  – незалежні пружні сталі; 31 15 33, ,e e e  – 

п’єзомодулі; 11 33,S S   – діелектричні проникності.  

Розв’язок системи рівнянь (4) згідно [15] можна виразити через чотири потенціа-

льні функції j  ( 1, 4j  ) 
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l
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   ,         (5) 

де ,j jk l  – деякі сталі, а функції j  задовольняють рівнянням 

, , , 0j xx j yy j j zz         ( 1, 2, 3)j  ,                                   (6) 

 4 44 11 122 /E E Ec c c   , значення i   1, 2, 3i   є коренями алгебраїчного рівняння тре-

тього порядку [15], коефіцієнти якого залежать від електропружних властивостей 

п’єзоелектричного матеріалу. При введенні позначень 1/2 ( 1, 4)j jz zn j   функції 

1 1( , , ),x y z  2 2( , , ),x y z  3 3( , , )x y z , 4 4( , , )x y z  згідно (6) стають гармонійними 

функціями у відповідних системах координат. 

3. Метод розв’язування. 
При побудові розв’язку контактної задачі для двох електропружних трансфер-

сально-ізотропних півпросторів скористаємось представленням (5). Потенційні функ-
ції ( , , )i ix y z  на основі  гармонійних потенціалів візьмемо у наступному вигляді: 
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еліптичні ділянки; значення індексу 1k   відповідає першому півпростору; значення 
2k  – другому півпростору (з виїмкою еліптичного перерізу). Далі знайдемо значен-

ня *( )k
j  із системи рівнянь 
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Потім визначимо **( ) *( ) */k k
j j M  , де  

3 3
* *(1) (1) (1) *(2) (2) (2)

1 1

/ /j j j j j j
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Відзначимо, що потенціали виду (7) використовувались також для вивчення кон-
тактної взаємодії пружних ізотропних півпросторів, один з яких містив виїмку еліп-

тичного перерізу [2]. При такому виборі *( )k
j  задовольняються граничні умови по 

дотичних напруженнях і електричному стану вздовж усієї поверхні поділу, по пере-
міщеннях, а також має місце рівність нормальних напружень поза виїмкою. Невідо-
мими залишаються наступні параметри: ,a b  – значення півосей площадки контакту 
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еліптичної форми (рис. 1); 1h  – максимальна висота проміжку в результаті контакту 

двох електропружних півпросторів. Значення цих параметрів визначимо з розв’язку 
контактної задачі. 

За допомогою потенціальних функцій (7) і співвідношень (8), задовольняючи гра-
ничні умови, що залишилися, отримуємо інтегро-диференціальне рівняння 
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2 2 2 2 3/2
1 2 0 1 0 2 0( , ) (1 / / )r h a b       . 

Після проведення диференціювання у (9), скористаємося значеннями двовимірних 
інтегралів по еліптичній області [4]. В результаті отримуємо 

 2 2
2 2

0 0 1 0 22 2

1

4

h d S
A x B x

xx y



 
  

    
  

 , x S ,                         (10) 

де 

1 2d S d d   ;   2 4
0 0 0 0 0 03 / 4k a r e b f ;   0 0r h ;        2

0 0 0 0 0 01 /A k E e e f K e     ; 

     2
0 0 0 0 0 02 1B k e E e f K e     ;    * 2 2

0 0 0 0 0M p k e b E e   ; 

2
0 01f e  ;   2 2

0 0 01 /e a b  .  

У наведених виразах (10)  0K e ,  0E e  є повними еліптичними інтегралами першого 

та другого роду.  
Припускаючи, що ділянка контакту є еліптичною з поки невідомими півосями 

,a b , визначимо висоту зазору між контактуючими тілами у вигляді  1 1,h x x   

 3/22 2 2 2
1 21 / /x a x b   . Скориставшись значеннями інтегралів по еліптичній діля-

нці [4], отримуємо 
2 2 2 2
1 2 0 0 1 0 2Ax Bx a A x B x      , 

де 

 2 2ke b E e   ;        21 /A k E e e f K e     ;        22 1B k e E e fK e     ; 

21f e  ;    2 43 / 4k e b f ;   2 21 /e a b  . 

Прирівнюючи коефіцієнти при однакових структурних складових, знаходимо 

0 01a a N  ; 0 01b b N  ;  3/2
0 01h r N  ;   * 2

0 0 0 0 02 1 / 3N M p b e r E e  .(11) 
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Таким чином, із виразів (11) за відомими розмірами початкової виїмки (параметри 

0a , 0b  і 0h ), значеннями стискаючих зусиль p , двадцятьма незалежними пружними 

сталими двох п’єзоелектричних трансверсально-ізотропних матеріалів півпросторів 

(входять через величину *M ) знаходимо значення півосей ділянки контакту ,a b  і 

максимальну висоту нової виїмки (як результат контактної взаємодії). 
Відзначимо, що з формул (11) можна визначити значення стискаючих зусиль p , 

при якому виїмка між електропружними тілами повністю заповнюється матеріалом. 
Видно, що при 0 1N   значення півосей ,a b  та максимальної висоти виїмки 1h  дорі-

внюють нулю. Отже, при    * * 2
0 0 0 03 / 2 1p p r E e M b e      виїмка еліптичного 

перерізу у електропружному тілі повністю зникає (заповнюється матеріалом). 
Як частинний випадок зі знайдених аналітичних виразів для виїмки еліптичного пе-

рерізу випливають параметри контактної взаємодії для виїмки осесиметричної форми. 
Так, у випадку виїмки кругового перерізу, спрямувавши ексцентриситет еліпса до нуля, 
отримуємо, що 0 0 , ,a b a b   а зі знайдених виразів (11) маємо  

 *
0 0 04 / 3N M p a r  ; 

*
0

0
0

4
1

3

p a M
a a

r
  ; 

3/2*
0

0
0

4
1

3

p a M
h h

r
 

   
 

.          (12) 

Отже, з формул (12) за відомими розмірами осесиметричної початкової виїмки 
(параметри 0a  та 0h ), значеннями стискаючих зусиль p  та електропружних сталих 

визначаємо значення a  і максимальну висоту зазору h  (після контактної взаємодії). 
Також із рівності нулю параметра a  знаходимо значення сили стиску, при якому ви-
їмка у електропружному тілі повністю заповнюється матеріалом. При значенні 

* *
0 0(3 ) / (4 )p p h a M   приповерхнева виїмка у п’єзоелектричному матеріалі в ре-

зультаті контактної взаємодії повністю зникає.  
Зазначимо, що при розгляді частинного випадку задачі (випадку приповерхневої 

виїмки кругового перерізу) з’являється можливість використання альтернативного 
алгоритму розв’язання задачі, пов’язаного із застосуванням парних інтегральних рів-
нянь. 

При переході від електропружного до чисто пружного трансверсально-ізотроп-
ного матеріалу маємо 

3
*

1

/j j j
j

k 



1/2 1/2
1 2 13 4411

44 11 1 13 11 2 13

( )( )

( )( )

n n c cc

c c n c c n c

 


 
,                           (13) 

де 1 2,n n  – корені квадратного рівняння 

2 2 2
11 44 44 33 11 13 44 33 44( ) 0c c n c c c c c n c c        ,                       (14) 

які залежать від пружних властивостей трансверсально-ізотропного матеріалу. Замі-

няючи у виразі *M  величини обох доданків за допомогою формул (13), отримуємо 
параметри контакту двох пружних трансверсально-ізотропних півпросторів (один з 
яких містить виїмку еліптичного перерізу).  

В результаті подальших перетворень виразу (13) (з використанням теореми Вієта 
для коренів квадратного рівняння (14)) маємо 

1/2 1/2
11 21 2 13 4411

11 33 13 44 13 44 11 332
44 11 1 13 11 2 13 11 33 13 44

( )( )
2 2

( )( ) ( )

cn n c cc
c c c c c c c c

c c n c c n c c c c c

          
. (15) 
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Тому для випадку взаємодії двох пружних трансверсально-ізотропних матеріалів 
параметри контактної взаємодії можна отримати за допомогою формул (11), заміняю-

чи у них вираз *M  значенням *L , де 

(1)
11 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)* 2

11 33 13 44 13 44 11 33(1) (1) (1) (1)2
11 33 13 44

(2)
11 (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)2

11 33 13 44 13 44 11 33(2) (2) (2) (2)2
11 33 13 44

( ) 2 2
( ( ) )

( ) 2 2
( ( ) )

c
L c c c c c c c c

c c c c

c
c c c c c c c c

c c c c

       

     
.

     (16) 

При наступному граничному переході у виразах (13), (15), (16) від трансверсально-
ізотропного до пружного ізотропного матеріалу маємо 

11 13 44 1 22 ; ; ; 1c c c n n         . 

Тоді з формул (13) отримуємо 

1/2 1/2
1 2 13 4411

44 11 1 13 11 2 13

( )( ) 2 1
.

( )( ) 2 ( )

n n c cc

c c n c c n c

  
   

   
 

  
 

Отже, для опису контактної взаємодії двох ізотропних пружних півпросторів (один з 
приповерхневою виїмкою еліптичного перерізу) можна скористатись формулами (11), 

заміняючи значення *M  величиною *
1 1 2 2(1 ) / (1 ) /N        . 

Зазначимо також, що цілком аналогічним чином на основі отриманих результатів 
можна знайти параметри контактної взаємодії різних комбінацій матеріалів півпрос-
торів (електропружний трансверсально-ізотропний матеріал, пружний трансверсаль-
но-ізотропний чи ізотропний матеріал). 

4. Аналіз результатів числових досліджень. 
На рис. 2, 3 відображено залежності радіусу і висоти осесиметричного зазору (час-

тинного випадку зазору еліптичного перерізу) між п’єзоелектричними півпросторами 
від діючих навантажень (суцільні лінії). Лінії 1, 2, 3, 4, 5 на рис. 2, 3 відповідають елект-
ропружним матеріалам PZT-5H, PZT-7A, PZT-4, P-7, PZT-5. На рисунках використано 

позначення *
1p , яке обчислюється за допомогою виразу    * *

0 03 / 4p r M b

 

для ма-

теріалу PZT-5H. Відображено зміну радіусу і висоти зазору при збільшенні наванта-
ження.  

 
 

Рис. 2 
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Рис. 3 

 
Вплив ефекту зв’язаності силових і електричних полів на параметри контакту тіл мо-

жна оцінити на основі обчислень відношення * */M L  для кожного конкретного 
п’єзоелектричного матеріалу. Так, для п’єзокерамічних матеріалів  PZT-4, PXE-5, 

PZT-5, PZT-7A, BaTiO3, PZT-5H, P-7 отримуємо * */M L  = 0,695; 0,735; 0,696; 0,737; 
0,854; 0,784; 0,711.  

На рис. 4, 5 суцільні лінії відповідають п’єзоелектричному матеріалу PZT-5H, а 
штрихові лінії – випадку чисто пружного трансверсально-ізотропного матеріалу, 
пружні властивості якого співпадають з властивостями п’єзоелектричного матеріалу 
PZT-5H. Тоді, порівнюючи параметри контакту (радіус зазору і його висоту) для су-
цільних ліній (п’єзоелектричний матеріал PZT-5H) і штрихових ліній (пружний тран-
сверсально-ізотропний матеріал), можна оцінити вплив зв’язаності силових і електри-
чних полів на параметри контактної взаємодії. 

  
                                    Рис. 4                                                                 Рис. 5 

Видно, що зв’язаність силових і електричних полів перешкоджає закриттю виїмки 
при стисненні електропружного півпростору з основою. Для закриття зазору при кон-
такті з п’єзопружним півпростором потрібні більші значення стискаючих зусиль, ніж 
для пружного трансверсально-ізотропного півпростору (з тими ж пружними власти-
востями, що й електропружний матеріал). Відзначимо, що якісно така закономірність 
має місце і для всіх інших матеріалів, використаних при розрахунках (PZT-4, PXE-5, 
PZT-5, PZT-7A, BaTiO3, P-7). 

На рис. 6, 7 відображено зміну геометричних параметрів виїмки при навантажен-
ні; лінії 1, 2, 3 відповідають значенням ексцентриситету еліпса 1;  0, 2;  0,4е  . Було 

використано позначення *(0.4)p , яке відповідало значенню навантажень, що закрива-

ють виїмку *p  при 0,4е  . 
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Рис. 6 

 

 
Рис. 7 

 
Висновки. 
У роботі за допомогою строгої постановки задачі, що враховує зв’язаність сило-

вих і електричних полів, та представлення загального розв’язку системи рівнянь ста-
тики електропружності через гармонічні функції знайдено аналітичний розв’язок за-
дачі про контактну взаємодію двох п’єзоелектричних трансверсально-ізотропних пів-
просторів при стиску (за наявності у одному з них приповерхневої похилої виїмки 
еліптичного перерізу). Чисельно досліджено вплив геометричних параметрів виїмки, 
електропружних властивостей п’єзоелектричних півпросторів та силових навантажень 
на контактну взаємодію електропружних тіл. 

 
Наукові дослідження, результати яких опубліковані у цій статті, виконані за раху-

нок коштів бюджетної програми «Підтримка пріоритетних напрямків наукових дослі-
джень» (КПКВК 6541230). 

 
РЕЗЮМЕ.  На основі строгої математичної постановки, що враховує зв’язаність силових і еле-

ктричних полів, розглянуто задачу про стиск двох електропружних трансверсально-ізотропних пів-
просторів, один з яких містить похилу приповерхневу виїмку еліптичного перерізу. Аналітичний 
розв’язок задачі отримано за допомогою представлення розв’язку рівнянь статики електропружності 
через гармонічні функції та зведення граничної задачі до розгляду інтегро-диференціального рівнян-
ня з невідомою областю інтегрування. Як частинний випадок, із знайдених аналітичних виразів 
отримано параметри контакту двох пружних трансверсально-ізотропних півпросторів (за наявності у 
одному з них виїмки еліптичного перерізу), а також параметри контактної взаємодії двох електро-
пружних півпросторів, один з яких містить виїмку осесиметричної форми. Отримано числові резуль-
тати, вивчено вплив електропружних властивостей півпросторів, геометричних параметрів виїмки та 
навантаження на контактну взаємодію, а також закриття зазору між тілами. 
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