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Abstract. The solution of problems of movement optimization of the trolley movement 
mechanism during the steady slewing of the tower crane was presented. A mathematical 
model of the dynamics of the boom system of the crane has been used. It was reduced to the 
one linear differential equation of the sixth order, which includes the load position and its 
time derivatives. Three variational problems were stated. The technique of analytical prob-
lem solving was illustrated by the example of one of the problems. Three optimal, according 
to different criteria, modes of movement of the trolley movement mechanism were obtained. 
Each of them has advantages and drawbacks in comparison with other ones. The analysis of 
the obtained results was carried out and low- and high-frequency oscillations of the links of 
the mechanism were revealed. The conditions under which these oscillations should be elim-
inated were established. 
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Вступ. 
При використанні баштових кранів з метою підвищення продуктивності вантаж-

них, розвантажувальних та транспортних операцій досить часто здійснюється одноча-
сне суміщення роботи декількох механізмів. Прикладом такого суміщення може слу-
гувати спільна робота механізмів зміни вильоту вантажу та повороту крана. При такій 
роботі механізмів в їх елементах та конструкції крана виникають додаткові динамічні 
навантаження. Особливо небезпечними стають ці навантаження, коли один або обид-
ва механізми здійснюють перехідний процес (пуск або гальмування). В цей момент в 
ланках механізмів виникають низько- та високочастотні коливання, які призводять до 
зниження показників надійності крана та підвищують енергетичні витрати приводних 
механізмів. Низькочастотні коливання виникають в результаті відхилень гнучкого 
підвісу з вантажем від вертикалі, а високочастотні коливання залежать від величини 
та характеру зміни рушійного моменту приводного механізму. Зменшити або повніс-
тю усунути коливання ланок кранових механізмів можна шляхом оптимізації їхніх 
режимів руху при використанні інтегральних динамічних критеріїв. 

Дослідженням динамічних процесів при роботі кранових механізмів присвячена 
значна кількість праць, серед яких можна виділити такі з них [1 – 9, 11 – 15]. В робо-
тах [3, 8, 12 – 14] досліджувалась динаміка механізмів підйому та зміни вильоту ван-
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тажу для різних типів і конструкцій вантажопідйомних кранів. При цьому встановлю-
вались причини виникнення коливань вантажу на гнучкому підвісі. 

Значна увага приділялась дослідженням динаміки сумісного руху кранових меха-
нізмів [1, 2, 6 – 7, 9, 11]. Так, в роботах [1, 2] розглянуто спільний рух механізмів змі-
ни вильоту вантажу та повороту крана. Для зменшення коливань вантажу на гнучкому 
підвісі здійснювалось керування приводним електродвигуном механізму зміни вильо-
ту при усталеному обертанні механізму повороту крана. В роботі [6] розроблено ма-
тематичну модель динаміки сумісного руху механізмів зміни вильоту та повороту 
баштового крана з балочною стрілою. На базі розробленої моделі досліджено динамі-
чні процеси роботи двох механізмів, які дозволили визначити їхні кінематичні, силові 
та енергетичні характеристики. При цьому також досліджено просторові маятникові 
коливання вантажу на гнучкому підвісі та виявлені динамічні перевантаження механіз-
мів зміни вильоту і повороту крана. 

Для зменшення коливань вантажу на гнучкому підвісі розв’язувались оптиміза-
ційні задачі при роботі окремих механізмів [7, 9, 11]. Так, наприклад, в роботі [9] дос-
ліджувалась оптимізаційна задача зменшення коливань вантажу на гнучкому підвісі 
при роботі механізму повороту крана. В роботі [7] оптимізовано процес пуску механі-
зму переміщення мостового крана шляхом керування рушійним моментом при-
водного електродвигуна для зменшення часу розгону та усунення коливань вантажу 
на гнучкому підвісі. При розв’язуванні задачі на швидкодію кранових механізмів ру-
шійний момент має вигляд релейної функції [11], що призводить до додаткових дина-
мічних навантажень на елементи приводних механізмів та крана в цілому. Задачі зме-
ншення коливань в піднімальних машинах за рахунок вибору режимів руху привод-
них механізмів розв’язувались в роботах [4, 5]. Тому вибір режимів руху приводних 
механізмів, що зменшують коливання ланок і підвищують ефективність роботи ван-
тажопідйомних кранів, є досить актуальним і потребує більш повних досліджень. 

Метою даного дослідження є покращення кінематичних, силових та енергетичних 
характеристик механізму зміни вильоту при усталеному повороті баштового крана 
шляхом оптимізації його режимів руху. 

§1. Постановка варіаційних задач. 
Для оптимізації режиму зміни вильоту вантажу при усталеному русі механізму 

повороту використано динамічну модель стрілової системи баштового крана, яка по-
казана на рис. 1. 
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В цій моделі стрілова система баштового крана представлена як голономна меха-
нічна система, до складу якої входять абсолютно тверді тіла, окрім тягового канату 
переміщення візка, який представлено пружно-деформованим тілом при розтязі з ко-
ефіцієнтом жорсткості C  чи C  в залежності від напрямку руху візка та гнучкого 
підвісу вантажу, який здійснює маятникові коливання в площині зміни вильоту ван-
тажу. При цьому вантаж з’єднано з центром мас візка підвісом, довжина якого в про-
цесі зміни вильоту залишається незмінною, тобто constH  , а поворот стрілової сис-
теми здійснюється з постійною кутовою швидкістю const.   В реальних баштових 

кранах відхилення від вертикалі гнучкого підвісу з вантажем не перевищує 12 , тому 
можна вважати в подальших розрахунках динамічної моделі, що для кутової коорди-
нати υ відхилення гнучкого підвісу від вертикалі справедливе співвідношення 
sin .   

За узагальнені координати такої динамічної моделі стрілової системи баштового 
крана при зміні вильоту вантажу та усталеному русі механізму повороту обрані ліній-
ні горизонтальні координати центрів мас візка z  та вантажу x , а також кутова коор-
дината повороту приводного барабана   механізму переміщення візка. 

Прийнятій динамічній моделі стрілової системи відповідає система диференціа-
льних рівнянь руху механізму зміни вильоту при усталеній швидкості обертання, яка 
має наступний вигляд [6, 9]: 
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де I  та M  – зведені до осі повороту барабана, відповідно, момент інерції та рушій-
ний момент приводу механізму зміни вильоту вантажу; r  – радіус приводного бара-
бана; 1m  та m  – маси візка та вантажу відповідно; W  – сила статичного опору пере-

міщенню візка, яка в даних дослідженнях прийнята постійною величиною; g  – прис-

корення вільного падіння. Порядок похідної функції показано у дужках верхнього 
індексу відповідного символу. 

Із системи диференціальних рівнянь (1.1) виразимо рушійний момент приводу 
механізму зміни вильоту M  через координату центра мас вантажу x  та її похідні за 
часом. Для цього проведемо деякі перетворення. 

З останнього рівняння системи (1.1) виразимо координату центра мас візка z  че-
рез координату центра мас вантажу x  та її похідні за часом: 

2 (2)1
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Взявши похідні за часом від виразу (1.2), знайдемо швидкість та прискорення 
центра мас візка: 
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                                         (1.4) 

З другого рівняння системи (1.1) виразимо кутову координату барабана   через 

координату центра мас вантажу x  та її похідні за часом. Після деяких перетворень 
отримаємо: 
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  (1.5) 

Взявши похідні за часом від виразу (1.5), знайдемо кутові швидкість та приско-
рення приводного барабана: 
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     (1.7) 

Після підстановки виразів (1.2), (1.5) та (1.7) в перше рівняння системи (1.1) знай-
демо залежність рушійного моменту M  від координати центра мас вантажу x  та її 
похідних за часом, яку представимо в наступному вигляді: 

(2) (4) (6)
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             (1.9) 

З попередньо проведеного динамічного аналізу спільного руху механізмів зміни 
вильоту та повороту баштового крана встановлено, що під час процесу пуску в елеме-
нтах приводних механізмів та конструкції стрілової системи спостерігаються значні 
силові та енергетичні перевантаження, які залежать від величини рушійного моменту. 
Крім того, мають місце низько- та високочастотні коливання елементів конструкції та 
приводних механізмів, які залежать від величини відхилення від вертикалі гнучкого 
підвісу вантажу та характеру зміни рушійного моменту приводних механізмів [6]. 

Для зменшення негативних чинників, які діють на елементи приводу та конструк-
ції механізму зміни вильоту вантажу при усталеній роботі механізму повороту, про-
ведемо оптимізацію режиму руху стрілової системи крана за трьома інтегральними за 
час руху динамічними критеріями, які представлені у вигляді середньоквадратичних 
значень: 1) рушійного моменту; 2) швидкості зміни рушійного моменту; 3) пришвид-
шення зміни рушійного моменту. 

При цьому сформовано три варіаційні задачі: 
Задача 1. Знайти закон руху ( )x x t , 10 t t  , який мінімізує функціонал 
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що задовольняє крайовим умовам руху: 
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де t  – час; 1t – тривалість руху системи; 0x  та 1x  – відповідно початкове та кінцеве 

значення координати центру мас вантажу; V  – усталена швидкість руху вантажу. 
Задача 2. Знайти закон руху ( )x x t , 10 t t  , який мінімізує функціонал: 

 
1

1 2
2(1) (1)

с.к.
1 0

1
min,

t

М M dt
t

 
  
  
                                           (1.12) 

де 
(1) (1) (3) (5) (7)

1 2 3 4 ,M a x a x a x a x                                      (1.13) 

що задовольняє крайовим умовам руху: 
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Задача 3. Знайти закон руху ( )x x t , 10 t t  , який мінімізує функціонал  
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що задовольняє крайовим умовам руху: 
(1) (2) 2 (3) (4) 4 (5) (6) 6 (7)

0 0 0 0

(1) (2) 2 (3) (4) 4 (5) 4 (6) (7) 6
1 1 1 1 1

0: , 0, , 0, , 0, , 0;

: , , , 0, , , , .

t x x x x x x x x x x x x

t t x x x V x x x x x x V x x x V

  

    

        

        
 (1.17) 

§2. Розв’язування варіаційних задач. 
Оскільки розв’язки всіх трьох варіаційних задач майже однотипні, тому розгля-

немо методику аналітичного розв’язування цих задач на прикладі задачі 3. 
Варіаційну задачу (1.15) можна представити в еквівалентній формі: 

 
1 2(2)

0

min.
t

M dt                                                    (2.1) 

У варіаційному численні умовою мінімуму функціоналу є рівняння Ейлера – Пуа-
ссона [11], яке для виразу (2.1) буде мати наступний вигляд: 

       
(2) (4) (6) (8)2 2 2 2(2) (2) (2) (2)

(2) (4) (6) (8)
0.

M M M M

x x x x

                                     
         

Використовуючи правило диференціювання складної функції та підставляючи яв-
ний вираз (1.16), отримаємо: 

       (2) (4) (6) (8)(2) (2) (2) (2)
1 2 3 4

(4) (6) (8) (10)
1 2 3 4

2 2 2 2 0

0.

M a M a M a M a

a M a M a M a M

    

    
              (2.2) 
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Отримане рівняння (2.2) є, фактично, лінійним однорідним диференціальним рів-
няння 16-го порядку відносно невідомої функції x . Для його розв’язання знайдемо 
корені характеристичного полінома, який матиме вигляд: 

2 4 6 8 2 4 2 4 6 2
1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( ) ( ) .Q a a a a a a a a                 

Поліном ( )Q  , очевидно, має нуль 4-го порядку 0 0  , а також серію нулів 2-го 

порядку, які визначаються як розвʼязки алгебраїчного рівняння 6-го порядку: 
2 4 6

1 2 3 4 0,a a a a       

в якому для пониження степеня вводимо позначення 2  . В результаті, матимемо 

алгебраїчне рівняння 3-го порядку: 
2 3

1 2 3 4 0,a a a a                                                 (2.3) 

корені якого можна знайти аналітично за методом Кардано або наближено одним із 
чисельних методів, або ж використовуючи один із стандартних прикладних пакетів. 

Якщо вхідні параметри для стрілової системи баштового крана приймають на-

ступні значення: 500 г,0 кm   2кг30 м ,I   м,10H   0,075 рад с,   м,0,15r   
51,65 Н ,10 мc    0,8 с,5 мV   0 м,7x   1 с,5t   Н,5500W   то наближені розв’язки 

рівняння (2.3) набувають таких значень: 1 678,17,    2 3,9041,    3 0,0044954.   

Враховуючи рівність 2  , для коренів характеристичного полінома ( )Q   мо-

жемо записати: 

1,2 1 1

3,4 2 2

5,6 3 3

26,214 ;

1,91759 ;

0,067048 ,

i i

i i

  

  

  

       

       

     

                                     (2.4) 

де 1і    ‒ уявна одиниця. Отже, характеристичний поліном ( )Q   має нуль 4-го 

порядку 0 0   та шість нулів 2-го порядку 1, ,6  , які мають вигляд (2.4). Тоді загаль-

ний розв’язок лінійного однорідного диференціального рівняння (2.2) запишеться 
таким чином: 

               
     3 3

1 2 1 3 4 1 5 6 2 7 8

2 3
2 9 10 11 12 13 14 15 16 1

cos sin cos

sin , 0 .t t

x t C C t t C C t t C C t t C C t

t C C t e C C t e С С t С t С t t t 

  

 

        

          
   (2.5) 

де const, 1, 2 ... ,16.nС n   

Для знаходження коефіцієнтів 1, ,16C   зображення (2.5) підставляємо в крайові 

умови (1.17) вихідної задачі. В результаті прийдемо до системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь 16-го порядку відносно 1, ,16C  , наближений розв’язок якої приймає значення: 

1 0С  , 2 0С  , 3 0С  , 4 0С  , 5 0,033874С  , 6 0,00938С  , 7 0,0026028,С   8С   

0,0021366 , 7
9 2,1988 10С   , 5

10 2,7909 10С   , 7
11 3,3603 10С   , 5

12 4,7415 10 ,С    
7

13 1,1614 10 ,С    6
14 2,97399 10 ,С     15 13028С  , 16 1099,5.С    

Підставивши знайдені 1, ,16C   у (2.5), отримаємо остаточний розв’язок варіаційної 

задачі (2.1), яка, фактично, співпадає з вихідною задачею (1.15). 
В результаті проведених досліджень оптимального режиму руху, отриманого в 

результаті мінімізації середньоквадратичного значення пришвидшення рушійного 
моменту, побудовані графічні залежності переміщення центрів мас візка та вантажу 
(рис. 2), швидкості центрів мас візка та вантажу (рис. 3), прискорення центрів мас 
візка та вантажу (рис. 4), зусилля в тяговій частині візка (рис. 5), рушійного моменту 
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приводу механізму зміни вильоту (рис. 6) та потужності приводу механізму зміни 
вильоту (рис. 7). 

 
Рис. 2 

 
Рис. 3 

 
Рис. 4 
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Рис. 5 

 
Рис. 6 

 
Рис. 7 
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На рис. 2 – 4 наведено графічні залежності переміщень, швидкостей та приско-
рень центрів мас візка (пунктирні криві) та вантажу (суцільні криві). З наведених гра-
фічних залежностей видно, що на ділянці пуску переміщення, швидкість та приско-
рення вантажу змінюються плавно без коливань. Разом з тим, при зміні швидкості та 
прискорення візка спостерігаються низькочастотні коливання, які усуваються при 
переході на ділянку усталеного руху, оскільки в кінці процесу пуску координати  
(рис. 2) та швидкості (рис. 3) візка та вантажу співпадають. 

Зусилля в тяговому елементі візка (рис. 5) та рушійний момент (рис. 6) на валу 
приводного електродвигуна механізму зміни вильоту міняються плавно без коливань. 
При зміні потужності приводного механізму зміни вильоту вантажу (рис. 7) спостері-
гаються низькочастотні коливання, викликані відхиленнями від вертикалі гнучкого 
підвісу з вантажем. Ці коливання також усуваються на ділянці усталеного руху, оскі-
льки тут відсутні відхилення від вертикалі гнучкого підвісу з вантажем. 

Отже, проведена оптимізація режиму зміни вильоту вантажу при усталеному русі 
механізму повороту протягом процесу пуску за критерієм середньоквадратичного 
значення пришвидшення зміни рушійного моменту приводу (варіаційна задача 3) дала 
можливість отримати плавний, без коливань, рух елементів стрілової системи крана. 
Причому високочастотні коливання ланок системи усуваються вже на ділянці пуску 
за рахунок плавної зміни рушійного моменту, а низькочастотні коливання усуваються 
при переході з ділянки пуску на ділянку усталеного руху за рахунок відповідного ви-
бору крайових умов руху візка та вантажу, які не дають можливості відхилятись ван-
тажному канату від вертикалі. 

Аналогічним чином розв’язані варіаційні задачі 1 і 2, на основі яких проведена 
оптимізація режимів зміни вильоту вантажу при використанні як критеріїв оптимізації 
середньоквадратичних значень, відповідно, рушійного моменту приводу та швидкості 
його зміни в часі. В процесі проведеної оптимізації отримані конкретні результати, 
аналогічні тим, що були отримані при розв’язуванні задачі 3. 

§3. Порівняльний аналіз розв’язків варіаційних задач. 

Проведемо співставлення результатів, отриманих при розв’язуванні всіх трьох ва-
ріаційних задач. Наведемо графічні залежності кінематичних характеристик центрів 
мас візка та вантажу при різних оптимальних режимах руху, отриманих при роз-
в’язуванні варіаційних задач: для швидкостей вантажу (рис. 8), швидкостей візка 
(рис. 9), прискорень вантажу (рис. 10), прискорень візка (рис. 11). 

 
Рис. 8 
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З рис. 8 можна бачити, що залежності швидкості вантажу, отримані при розв’язу-
ванні другої та третьої задач, змінюються плавно без коливань і практично є подібни-
ми і майже співпадають. Залежність зміни швидкості вантажу, отримана при розв’я-
зуванні першої задачі, має незначні низькочастотні коливання. На рис. 9 наведено 
швидкості центра мас візка, знайдені при розв’язуванні варіаційних задач. 

 
Рис. 9 

 
Рис. 10 

 
Рис. 11 

 
Залежності, знайдені при розв’язуванні другої та третьої варіаційних задач, змі-

нюються плавно при наявності низькочастотних коливань. При розв’язувані другої 
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задачі амплітуда низькочастотних коливань трохи менша в порівнянні з амплітудою, 
отриманою в третій задачі, однак там спостерігаються незначні високочастотні коли-
вання швидкості візка. Залежність швидкості візка, знайдена в результаті розв’язуван-
ня першої варіаційної задачі, має як низько- так і високочастотну складові коливань. 
Тут амплітуда низькочастотної складової коливань значно перевищує амплітуди ко-
ливань, знайдені при розв’язуванні другої та третьої задач оптимізації. 

Графічні залежності зміни прискорень вантажу (рис. 10), отримані при розв’язу-
ванні другої та третьої варіаційних задач, змінюються плавно без наявності коливань, 
однак їхні максимальні значення (0,32 і 0,38 м/с2, відповідно) значно перевищують 
максимальне значення прискорення вантажу (0,24 м/с2), отримане при розв’язуванні 
першої задачі, де спостерігаються низькочастотні коливання з накладанням незначних 
високочастотних коливань. З гафіків зміни прискорень візка (рис. 11), отриманих при 
розв’язуванні другої та третьої варіаційних задач, видно наявність низькочастотної 
складової коливань. Причому в другій задачі амплітуда цих коливань менша, але 
спостерігається наявність незначної високочастотної складової коливань, чого не 
спостерігається при розв’язуванні третьої задачі. При розв’язуванні першої варіацій-
ної задачі мають місце значні амплітуди як низько, так і високочастотних складових 
коливань прискорень візка. Тут максимальне значення прискорення візка досягає  
1,4 м/с2. Для порівняння відзначимо, що при розв’язуванні другої та третьої задач ці 
прискорення становлять, відповідно, 0,32 та 0,37 м/с2. 

 
Рис. 12 

 
Рис. 13 

З графічних залежностей тягового зусилля (рис. 12), отриманого при розв’язу-
ванні другої та третьої варіаційних задач, спостерігається їхня плавна зміна при мак-
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симальних значеннях 6950 Н та 7100 Н, відповідно, які перевищують відповідне 
значення (6650 Н), отримане при розв’язуванні першої задачі. Однак, при розв’язу-
ванні цієї задачі в тяговому зусилі мають місце як низько- так і високочастотні 
складові коливань. 

З графічних залежностей рушійного моменту (рис. 13), отриманих при розв’язу-
ванні другої та третьої варіаційних задач спостерігається плавна зміна при майже 
однакових максимальних значеннях 1040 Нм, що незначно перевищує максимальне 
значення рушійного моменту 1025 Нм, яке отримане при розв’язуванні першої задачі. 
Однак, в останньому випадку мають місце як низько- так і високочастотні коливання 
рушійного моменту, що знижує надійність роботи механізму зміни вильоту та 
підвищує енергетичні витрати приводу. 

Аналіз графічних залежностей зміни потужності приводу механізму зміни вильо-
ту при усталеному русі механізму повороту (рис. 14) показує, що залежності, отрима-
ні при розв’язуванні другої та третьої варіаційних задач, мають низькочастотні скла-
дові коливань, які усуваються при переході на ділянку усталеного руху. Тут більш 
плавну зміну потужності має залежність, що отримана при розв’язуванні другої зада-
чі. При цьому максимальне значення потужності складає 4760 Вт. При розв’язуванні 
першої варіаційної задачі спостерігаються низько- та високочастотні складові коли-
вань потужності приводного механізму. Тут максимальне значення потужності при-
воду становить 5600 Вт, що на 17,6% перевищує максимальні значення потужності, 
отримані при розв’язуванні другої та третьої задач. 

 

Рис. 14 

Для більш повного аналізу отриманих оптимальних режимів руху механізму зміни 
вильоту при усталеному обертанні крана наведемо максимальні (табл. 1) та середньо-
квадратичні (табл. 2) значення характеристик руху механізму зміни вильоту вантажу. 

З числових значень табл. 1 видно, що максимальні значення швидкостей візка і 
вантажу є однаковими для всіх трьох оптимальних режимів руху і дорівнюють швид-
кості усталеного руху візка та вантажу. Максимальні значення прискорень вантажу 
мало відрізняються при різних оптимальних режимах руху. В той же час, для вантаж-
ного візка максимальне значення прискорення при першому оптимальному режимі 
руху значно перевищує ці ж значення при двох інших режимах руху. Зусилля в тяго-
вому канаті візка приймає найменше значення в першому оптимальному режимі руху, 
але при цьому ж режимі воно має найбільшу швидкість зміни, яка значно перевищує 
цей показник при інших оптимальних режимах. Максимальне значення рушійного 
моменту приводного механізму практично не відрізняється при всіх трьох оптималь-
них режимах руху. В той же час, максимальне значення потужності приводу приймає 
найбільше значення при першому оптимальному режимі руху, а при двох інших ре-
жимах вони майже однакові. 



 121 

Таблиця 1                  

Характеристики Одиниця вимірювання 

Критерій 

(0)
с.к.M  (1)

с.к.M  (2)
с.к.M  

х  м/с 0,85 0,85 0,85 

х  м/с2 0,24 0,34 0,38 

z  м/с 0,85 0,85 0,85 

z  м/с2 1,40 0,32 0,38 

  рад/с 5,93 2,07 2,54 

F  Н 6650 6950 7100 

F  Н/с 5750 1020 1050 

M  Нм 1025 1040 1036 

M  Нм/с 180 150 160 

P  Вт 5800 4760 4780 

 
Аналізуючи дані табл. 2 необхідно відмітити, що найменші середньоквадратичні 

значення швидкостей візка та вантажу спостерігаються при першому оптимальному 
режимі руху. При двох інших режимах руху ці показники майже однакові. Разом з 
тим, середньоквадратичне значення прискорення візка при першому оптимальному 
режимі руху значно перевищує цю характеристику при інших режимах руху. 

Таблиця 2                  

Характеристики Одиниця вимірювання 

Критерій 

(0)
с.к.M  (1)

с.к.M  (2)
с.к.M  

х  м/с 0,508 0,528 0,532 

х  м/с2 0,181 0,201 0,208 

z  м/с 0,472 0,481 0,487 

z  м/с2 0, 527 0,200 0,236 

  рад/с2 3,51 1,33 1,57 

F  Н 6179 6195 6200 

F  Н/с 3355 661 749 

M  Нм 960,6 962,2 962,7 

M  Нм/с 94,89 89,44 96,97 

P  Вт 3010 3019 3047 

 
Середньоквадратичне значення рушійного моменту найменше значення приймає 

при першому режимі руху, але воно мало чим відрізняється від інших оптимальних 
режимів руху. Найменше середньоквадратичне значення швидкості зміни рушійного 
моменту спостерігається при другому оптимальному режимі руху, а найбільше – при 
третьому режимі. При другому оптимальному режимі руху також найменше серед-
ньоквадратичне значення пришвидшення в часі рушійного моменту, яке більш ніж на 
порядок менше цього ж значення при першому режимі руху, що вказує на наявність 
значних коливань при цьому режимі руху. 

При всіх режимах руху середньоквадратичні значення тягового зусилля візка май-
же однакові, але швидкість його зміни в часі найбільша при першому режимі руху, а 
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найменша – при другому. Середньоквадратичне значення пришвидшення зміни тяго-
вого зусилля приймає найменші значення при третьому режимі руху, а найбільші – при 
першому, причому це збільшення майже на два порядки. Середньоквадратичні зна-
чення потужності при різних режимах руху близькі між собою, де найбільше значення 
при третьому оптимальному режимі, а найменше – при першому. 

Висновок. 
В представленій статті наведено результати оптимізації режимів зміни вильоту 

вантажу при усталеному режимі повороту баштового крана з балочною стрілою. Тут 
поставлено три варіаційні задачі оптимізації режимів руху стрілової системи крана, де 
за критерії оптимізації використані середньоквадратичні за час перехідного процесу 
руху величин рушійного моменту приводного механізму, швидкості та пришвидшення 
його зміни в часі. На прикладі аналітичного розв’язування третьої варіаційної задачі 
проілюстровано методику оптимізації режимів спільного руху кранових механізмів. 

В результаті розв’язування поставлених варіаційних задач встановлено переваги 
та недоліки кожного з режимів руху в залежності від обраного критерію оптимізації. 
При розвʼязуванні першої варіаційної задачі зменшуються силові навантаження в тя-
говому елементі візка та приводному механізмі, однак мають місце значні низько- та 
високочастотні коливання елементів приводу та конструкції стрілової системи в про-
цесі пуску (гальмування). 

При розв’язуванні другої варіаційної задачі інколи незначно збільшуються мак-
симальні та середньоквадратичні значення силових навантажень в порівнянні з пер-
шою варіаційною задачею, але майже повністю усуваються низькочастотні коливання 
протягом перехідного процесу і зменшуються енергетичні витрати. 

При розв’язуванні третьої варіаційної задачі підвищується плавність руху механіз-
му зміни вильоту вантажу та повністю усуваються високочастотні коливання ланок 
приводного механізму та конструкції стрілової системи, однак дещо збільшуються 
деякі максимальні та середньоквадратичні значення кінематичних та силових харак-
теристик в порівнянні з результатами другої варіаційної задачі. 

Враховуючи всі позитивні та негативні наслідки оптимізації для механізму зміни 
вильоту вантажу при усталеному повороті крана, доцільно рекомендувати оптималь-
ний режим руху, який визначається в результаті розв’язування другої варіаційної  
задачі. 

 
 
РЕЗЮМЕ. Представлено розв’язування задач оптимізації режиму руху механізму зміни вильо-

ту вантажу баштового крана при усталеному русі механізму повороту. Для цього використано мате-
матичну модель динаміки руху стрілової системи крана, яку зведено до одного лінійного диференці-
ального рівняння шостого порядку, що описує зміну рушійного моменту приводу від координати 
центру мас вантажу та її похідних за часом. Поставлено три варіаційні задачі. Методику аналітично-
го розв’язування задач проілюстровано на прикладі однієї задачі. Отримано три оптимальних за різ-
ними критеріями режими руху механізму зміни вильоту вантажу, кожний з яких має свої переваги та 
недоліки в порівнянні з іншими режимами. Проведено аналіз отриманих результатів та виявлено 
низько- та високочастотні коливання ланок механізму зміни. Встановлені умови, за яких ці коливан-
ня усуваються. 
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