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Abstract. Based on the relations of the three-dimensional linearized theory of stability 

within the framework of the model of a piecewise-homogeneous medium, the near-surface 
buckling is studied in the structure of a layered composite material in the inhomogeneous 
subcritical state associated with the edge effect in the neighborhood of the surface load. The 
case of imperfect contact between layers is considered, which is modeled by a periodic sys-
tem of interlayer cracks in the form of a mathematical cut with stress-free edges. The effect 
of crack size on the decay length of the edge effect, critical loads, and buckling modes are 
studied. For the numerical solution of the problem, the grid method is used based on a modi-
fied variational-difference approach. Within the framework of the computational experi-
ment, the sequential and parallel algorithm of the Cholesky method to solve a system of 
linear algebraic equations and the subspace iteration method to solve the generalized eigen-
value problem are applied. 
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Вступ. 
При експлуатації елементів конструкцій з композитних матеріалів (КМ) силові 

навантаження, як правило, спрямовують вздовж армуючих елементів. При цьому ха-
рактеристики міцності композитів при стиску і розтязі істотно відрізняються, оскіль-
ки у цих випадках реалізуються різні механізми руйнування. Відзначимо, що випадок 
стискаючих навантажень є більш складним для прогнозування. Стискаючі напружен-
ня можуть призвести до втрати несучої здатності та руйнування КМ, як в цілому, так і 
на рівні мікроструктури матеріалу. Одним з можливих механізмів їх руйнування -при 
стиску є втрата стійкості армуючих волокон і шарів [1, 3, 12, 14, 17, 21, 27 – 30]. При 
стиску односпрямованих КМ поверхневим навантаженням вздовж напрямку армуван-
ня цей механізм може мати характер приповерхневої втрати стійкості у структурі КМ 
з формами втрати стійкості, згасаючими при віддаленні від граничної поверхні КМ [1, 
3, 12, 14, 21]. Такий механізм відповідає руйнуванню матеріалу у вигляді зминання 
торців зразків та елементів конструкцій із КМ і його дослідження складає одну із не-
класичних проблем механіки руйнування композитів [20]. 

Отримані у більшості вказаних робіт результати вказують на те, що критичні на-
вантаження і форми втрати стійкості залежать від геометричних та силових факторів, 
пов’язаних із сумісним впливом структури КМ і граничних умов на завантаженій по-
верхні. При таких умовах поверхневого навантаження КМ, коли біля граничної пове-
рхні виникає неоднорідний напружено-деформований стан (область крайового ефек-
ту), якому відповідає суттєва зміна полів напружень і деформацій у межах парамет-
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ра структури КМ (характерного розміру структурної неоднорідності КМ), механізм 
руйнування КМ може пов’язуватися із концентрацією напружень [11] в області кра-
йового ефекту та призводити до виникнення та розвитку дефектів у структурі КМ на 
мікрорівні. При умовах навантаження, коли зміна полів напружень і деформацій від-
бувається на відстанях, які перевищують параметр структури КМ, при певному 
співвідношенні пружних і геометричних властивостей компонентів матеріалу розмір 
зони крайового ефекту може досягати великих значень внаслідок неоднорідності і 
конструктивної анізотропії КМ, яка проявляється на мезо- та макрорівні [5, 13, 24, 26, 
31 – 34] і може суттєвим чином впливати на критичні навантаження і форми втрати 
стійкості в структурі КМ [14]. Наявність внаслідок крайового ефекту біля завантаже-
ної поверхні відмінних від нуля зсувних дотичних напружень також істотно впливає 
на критичні параметри стійкості КМ [27]. Таким чином, дослідження крайових ефектів 
та втрати стійкості у структурі КМ при неоднорідному докритичному станові, обумов-
леному крайовим ефектом, становлять комплексну проблему механіки руйнування і 
відповідні розрахункові моделі для дослідження механізмів руйнування КМ повинні 
враховувати зв’язок між параметрами згасання крайового ефекту та критичними пара-
метрами стійкості КМ [1]. 

Наявність технологічних та експлуатаційних дефектів і недосконалостей в струк-
турі КМ потребує розвитку представлених підходів та моделей для урахування їх 
впливу на втрату стійкості в структурі КМ при неоднорідному докритичному станові, 
пов’язаному з крайовим ефектом біля граничної поверхні. Зокрема, це стосується ви-
падку ослаблення адгезії між компонентами КМ внаслідок таких дефектів, як непро-
клеї та розшарування, тріщини тощо. Так, у роботах [32, 33] показано, що ослаблення 
адгезії при недосконалому контакті між шарами КМ призводить до зменшення швид-
кості згасання і, відповідно, до збільшення розмірів області неоднорідного напруже-
но-деформованого стану. Вплив цього фактору на критичні параметри стійкості КМ 
потребує дослідження. Одним із найбільш точних підходів при розгляді вказаної про-
блеми є застосування тривимірної лінеаризованої теорії стійкості деформованих тіл 
(ТЛТСДТ) [2, 18] в рамках моделі кусково-однорідного середовища. На основі такого 
підходу вплив недосконалості міжшарового контакту на втрату стійкості у внутрішній 
структурі КМ досліджено, зокрема, в роботах [22, 23, 30]. Результати, які стосуються 
приповерхневої втрати стійкості в структурі КМ за наявності недосконалого контакту 
між компонентами КМ, практично відсутні. 

При моделюванні недосконалого контакту між компонентами КМ найбільш по-
ширеним підходом є застосування моделей типу моделі пружинного шару (spring-
layer model) [15, 32], коли вздовж усієї лінії контакту задається пропорційний зв’язок 
між стрибком переміщень і тангенціальними зусиллями в області контакту. Інший 
підхід полягає у застосуванні на ділянках лінії контакту компонентів КМ граничних 
умов, які відповідають ідеальному з’єднанню шарів та дефектам міжшарової адгезії 
різної природи [22, 23, 30]. Дефекти, зокрема, можуть представлятися або тріщинами 
з вільними від зусиль берегами, або «дефектами із зв’язаними берегами», які відпові-
дають умовам проковзування, коли умова неперервності зберігається лише для нор-
мальних компонент переміщень і напружень [10]. 

У статті представлена розрахункова модель для дослідження крайового ефекту в 
околі поверхневого навантаження шаруватого КМ і приповерхневої втрати стійкості в 
структурі КМ при недосконалому контакті між шарами КМ, який моделюється систе-
мою міжшарових макротріщин з вільними від напружень берегами. Макротріщинами 
вважаються тріщини, довжина яких є порівняною або перевищує товщину армуючих 
шарів КМ. Досліджено вплив розміру тріщин на довжину згасання крайового ефекту, 
критичні навантаження та форми втрати стійкості в структурі КМ. Як репрезентатив-
ний елемент КМ використана багатошарова розрахункова область з граничними умо-
вами на її бічних сторонах, які відповідають умовам симетрії [1]. Для чисельного 
розв’язку задач застосовано метод сіток на основі модифікованого варіаційно-різни-
цевого підходу [6]. При чисельному моделюванні розглянутої у даній роботі задачі 
в рамках обчислювального експерименту застосовано паралельне програмне забез-
печення для розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь методом Холецького 
та часткової узагальненої алгебраїчної проблеми власних значень для розріджених 
симетричних матриць методом ітерацій на підпросторі [9]. 
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§1. Розрахункова модель для дослідження крайового ефекту і приповерхневої 
втрати стійкості в структурі шаруватого КМ. 

У даній роботі розглядається композитний матеріал, який у континуальному на-
ближенні моделюється ортотропним матеріалом і знаходиться під дією стискаючого 
поверхневого навантаження вздовж напрямку розташування шарів (нормально до тор-
цевої поверхні). Дослідження механізму руйнування КМ базується на наступній  
Загальній концепції, яка у роботі [20] сформульована наступним чином: «Початковим 
етапом (стартом) руйнування при зминанні торців є приповерхнева втрата стійкості 
біля завантаженого торця. При аналізі подальшого розвитку механізму руйнування, 
що розглядається, необхідно враховувати його можливу взаємодію з іншими механіз-
мами руйнування. Теоретичною границею міцності при приповерхневому руйнуванні 
біля завантаженого нормальним стиском торця (руйнування при зминанні торців) є 
величина критичного навантаження і величина критичного вкорочення в рамках за-
стосованого варіанту ТЛТСДТ». За наявністю міжшарових тріщин поряд із втратою 
стійкості в структурі КМ при стиску вздовж тріщин може мати місце такий механізм 
руйнування як локальна втрата стійкості стану рівноваги матеріалу, який оточує трі-
щини [3]. При дослідженні руйнування КМ вказані механізми доцільно розглядати 
одночасно. 

Основні характеристики розрахункової моделі, які відповідають Загальній кон-
цепції та визначають постановку задач визначення критичних параметрів стійкості 
КМ при неоднорідному докритичному станові, пов’язаному із крайовим ефектом у 
околі поверхневого навантаження, можна сформулювати наступним чином. 

– Матеріали армуючих компонентів і матриці моделюються лінійно-пружними 
ізотропними тілами; таке моделювання можна вважати прийнятним при порівняно 
короткостроковій дії зовнішнього навантаження при помірних температурах. 

– Застосовується другий варіант теорії малих докритичних деформацій тривимір-
ної лінеаризованої теорії стійкості [2, 18], коли початковий стан визначається за гео-
метрично лінійною теорією; такий підхід вважається прийнятним для порівняно жор-
стких армованих композитних матеріалів, які переважно руйнуються при порівняно 
малих деформаціях. 

– Розглядається навантаження зовнішніми «мертвими» навантаженнями, у зв’язку 
з чим виконуються достатні умови застосовності статичного методу ТЛТСДТ (метод 
Ейлера); усі дослідження виконуються із застосуванням статичного методу (біфурка-
ційний підхід). 

– На границі поділу наповнювача і матриці приймаються умови ідеального конта-
кту (неперервності векторів напружень і переміщень) або недосконалого контакту у 
вигляді міжшарових тріщин, як при визначенні докритичного стану, так і при дослід-
женні задач стійкості. Крайні оцінки у разі недосконалого контакту відповідають іде-
альному з’єднанню шарів КМ і контакту з ідеальним проковзуванням шарів [23], коли 
умова неперервності зберігається лише для нормальних компонент переміщень і на-
пружень («perfectly lubricated interfaces» [10]). 

– Усі дослідження виконуються в рамках плоскої деформації, коли розглядається 
поздовжній переріз шаруватих матеріалів. 

– При визначенні представницького елементу КМ у разі періодичної системи ар-
муючих елементів на бічних сторонах відповідної розрахункової області можуть за-
стосовуватись умови періодичності або симетрії щодо граничних умов для задач ста-
тики та стійкості; в разі умов симетрії відповідні розміри розрахункової області по-
винні встановлюватись на основі обчислювального експерименту для визначення тих 
геометричних характеристик розрахункової області, при яких залежність досліджува-
них параметрів докритичного стану та стійкості від розмірів області набуває сталого 
характеру із задовільною для проведення розрахунків точністю. 

– Розв’язки задач стійкості для представницького елемента КМ при граничних 
умовах, які відповідають умовам симетрії (а не умовам періодичності), призводять до 
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більш високих значень критичних навантажень і форм втрати стійкості, які відпові-
дають т. зв. «односпрямованим» формам втрати стійкості (unidirectional buckling) [19].  

– Область неоднорідного докритичного стану для представницького елемента КМ 
характеризується параметрами згасання крайового ефекту, до яких відноситься мак-
симальна довжина згасання крайового ефекту, геометрія області та розподіл полів 
напружень і деформацій у зоні крайового ефекту; ці параметри визначаються із засто-
суванням кількісного критерію згасання крайового ефекту [13, 26]. 

– Область неоднорідного докритичного стану для представницького елемента КМ 
при граничних умовах, які відповідають умовам симетрії (змішані граничні умови на 
бічних сторонах розрахункової області) має менші розміри у порівнянні із випадком 
вільних від напружень бічних сторін [13]. 

– Збільшення періоду поверхневого навантаження при розвантаженні армуючих 
шарів у порівнянні з параметром структури КМ призводить до збільшення зони кра-
йового ефекту, збільшення довжини хвилі приповерхневої втрати стійкості та змен-
шення її амплітуди біля граничної поверхні і відповідного зменшення критичних на-
вантажень [1]. 
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Рис. 1 

На рис. 1, a представлено шаруватий КМ із недосконалим контактом між шарами 
та умови його навантаження при дослідженні статичних крайових ефектів у околі по-
верхневого навантаження та приповерхневої втрати стійкості. На рис. 1, б показано 
представницький елемент матеріалу, де сим. 1, сим. 2, сим. 3 – осі симетрії 1 0x  , 

1 1x l , 2 2x l . 

§2. Постановка задачі. 
Розглянемо задачу визначення параметрів згасання крайового ефекту і задачу 

стійкості для двокомпонентного КМ регулярної структури за наявності недосконалого 
контакту між шарами (рис. 1, а) для схеми навантаження, яка відповідає одновісному 
стиску шарів наповнювача в напрямку осі 2Ox  поверхневим навантаженням постійної 

інтенсивності 0.p  Таке навантаження призводить до неоднорідного напружено-

деформованого стану в околі навантаження (статичного крайового ефекту) і має на-
ступний вигляд: 
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В (2.1) a mh h h   – параметр структури шаруватого КМ; ,  a mh h  –товщина ша-

ру наповнювача (армуючого шару) і шару зв’язуючого (матриці), відповідно. Припус-
каємо, що на нескінченності навантаження до армуючих шарів прикладається за та-
кою ж схемою. Уздовж осі 3O x  навантаження не змінюється. Виходячи з умов симе-

трії навантаження і регулярності структури КМ, задачі розв’язуємо для представни-
цького елемента матеріалу, якому відповідає розрахункова область скінченних розмі-
рів. На підставі результатів роботи [1] розмір цієї області в напрямку осі 1Ox  відпові-

дає періоду b  поверхневого навантаження і складає 1 2 8  l b h  . Розмір у напрямку 

2Ox  встановлюється за результатами обчислювального експерименту і відповідає 

умові сталого значення параметрів згасання крайового ефекту при подальшому зрос-
танні вказаного розміру. Зазначена розрахункова область показана на рис. 1, б. Вва-
жаємо, що для такої геометрії розрахункової області і умов навантаження згасання 
крайового ефекту набуває сталого характеру щодо подальшого збільшення періоду 
навантаження і отримані результати будуть відповідати КМ, який моделюється напівне-
скінченною областю. Крайні шари представницького елемента є армуючими шарами.  

Розрахункова схема для визначення зони (довжини згасання) крайового ефекту 
включає двовимірну (плоска деформація) крайову задачу теорії пружності кусково-
однорідних тіл і кількісний критерій визначення крайового ефекту із застосуванням 
функції згасання напружень [1, 26]. Крайовий ефект досліджується при самоврівно-
важеному навантаженні, яке отримується шляхом суперпозиції поверхневого наван-
таження і нормальних напружень для сталого напружено-деформованого стану при 
згасанні крайового ефекту. Припускаючи, що матеріал наповнювача є досить жорст-
ким відносно зв’язуючого при дослідженні стійкості застосовуватимемо другий варі-
ант теорії малих докритичних деформацій [2, 18]. Поверхневе навантаження вважаємо 
«мертвим», що забезпечує виконання достатніх умов застосовності статичного методу 
дослідження стійкості. При використанні статичного методу задача стійкості зводить-
ся до узагальненої задачі на власні значення, в якій мінімальне власне значення   

визначає критичне навантаження, а відповідна власна функція 1 2( )u , uu =  – форму 

втрати стійкості. Задачу розглядаємо в двовимірній постановці для випадку плоскої 
деформації в площині 1 2x Ox . Недосконалий контакт між шарами моделюється між-

шаровими тріщинами у вигляді математичних розрізів з вільними від напружень бе-
регами. 

Напружено-деформований стан із урахуванням симетрії навантаження визначаємо 
із наступних основних співвідношень лінійної теорії пружності для області 

  1 2 1 1 2 2, | 0 ; 0x x x l x l      : 

рівняння рівноваги 
0
, 0ij i   x  ;                                                       (2.2) 

граничні умови 

0 0
21 20 0u    , 1 1 2 20 x l x l    ; 

0 0
12 10 0u    ,    1 1 1 2 20 0x x l x l      ;                        (2.3) 

0 0
22 21 0p    , 1 1 20 0x l x    ; 

умови ідеального контакту на границі між компонентами КМ 

0 0
1 0; 0i iu        ;                                                (2.4) 
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умови недосконалого контакту на ділянках границі між центральним армуючим 
шаром і матрицею, які відповідають наявності на границі поділу компонентів КМ ма-
тематичних розрізів із вільними від напружень сторонами 

   
1 10; 0;a m
i i                                                    (2.5) 

співвідношення між компонентами напружень ij , деформацій ij  і переміщень 

iu  в межах компонента КМ 

 0 0 02 1ij ij ik kk ij ijA G       ;   0 0 01
( )

2ij i, j j,iu u   , i j ,                      (2.6) 

де  

11 22
(1 )

(1 )(1 2 )

E
A A


 


 

 
;   12 (1 )(1 2 )

E
A


 


 

;   
 2 1

E
G





,                (2.7) 

ijA , E , G ,   – модулі пружності, модуль Юнга, модуль зсуву, коефіцієнт Пуассона 

компонентів КМ. 
Границю зони   і довжину згасання   крайового ефекту з точністю %  ви-

значаємо із наступних співвідношень [26]: 

 1 2, xx x


    ;    
1 2

2
,
max

x x
x





 ,                                    (2.8) 

де функція згасання напружень  1 2,x x  визначається співвідношенням 

     0 0 0
22 уст 1 уст100 / , 0x p x      .                                (2.9) 

Функція  1 2,x x  характеризує зміну нормальних напружень в зоні крайового 

ефекту у порівнянні із значенням самоврівноваженого навантаження на границі 2 0x   

розрахункової області. В (2.9)  0
уст 22 1 2,x l   – усталене нормальне напруження на 

границі 2 2x l  розрахункової області у напрямку згасання крайового ефекту. 

Основні співвідношення ТЛТСДТ для визначення критичних параметрів стійкості 
КМ мають такий вигляд: 

рівняння в збуреннях 
0

,( ) 0,  ij in j,n iu x    ;                                         (2.10) 

граничні умови 
0

12 22 1 2 2( ) 0 0,u u     ,   1 1 2 20 x l x l    ; 

0
1 12 11 2 10 ( ) 0,u u     ,      1 1 1 2 20 0x x l x l      ;            (2.11) 

2 2( ) 0j j,pu   ,   1 1 20 0x l x    ; 

умови ідеального контакту між шарами 

0
1 1 , 0,  0j n j n ju u         ;                                   (2.12) 

умови недосконалого контакту на ділянках границі між центральним армуючим 
шаром і матрицею, які відповідають наявності на границі поділу компонентів КМ ма-
тематичних розрізів із вільними від напружень сторонами 

     0
,1 1 0;a a a

j nj n u          0
,1 1 0m m m

j nj n u   .                         (2.13) 
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Співвідношення між збуреннями напружень ij , деформацій ij  і переміщень iu  

у межах компонента КМ мають вигляд (2.6), (2.7). 
Критичне навантаження визначається наступним чином: 

 
1 1

кр 1 1 1
0   

min /
x l

p l p x dx
 

  = 0min ap h h ,                      (2.14) 

де min   – мінімальне за модулем власне число задачі (2.10) – (2.13). Вигляд спів-

відношення (2.14) відображає той факт, що стискаюче навантаження прикладене тіль-
ки до армуючих шарів. 

Позначення в (2.10) – (2.13) є загальноприйнятими і індекси змінюються від 1 до 2 
( ,  – знаки логічного множення і додавання). Верхнім індексом «0» позначені компо-
ненти напружень для докритичного стану, які визначаються шляхом розв’язання задачі 
(2.2) – (2.7). Індекс, що позначає приналежність до шару КМ, у співвідношеннях (2.10) – 
(2.13) для зручності опущений; у співвідношеннях (2.5), (2.13) позначення «(а)» для 
верхнього індексу відноситься до армуючого шару, позначення «(m)»– до матриці. У 

співвідношеннях (2.4), (2.12)      0 0f x f x f x       – стрибок функції  f x . 

§3. Результати розв’язку задачі. 
3.1 Аналіз впливу недосконалого контакту на згасання крайового ефекту. Резуль-

тати отримані для розрахункової моделі, представленої на рис. 1, б. Розрахунки були про-
ведені для наступних механічних та геометричних характеристик КМ: відношення моду-

лів Юнга армуючих шарів і матриці 1 100,  1000a mE E  ; коефіцієнти Пуассона 

0,3a m   ; довжини макротріщин складали ,  2 ,  3a h h h , де a mh h h  . Розмір 

розрахункової області у напрямку осі 2Ox , визначений за результатами обчислюваль-

ного експерименту, становив 2 120 160l l h  . 

На рис. 2 показано поведінку функції згасання напружень    *
2 20, 0,x x h   , 

заданою співвідношенням (2.9), у армуючому шарі для діапазонів згасання крайового 
ефекту 5 20%    (рис. 2, а, в) і 1 5%    (рис. 2, б, г): (а), (б) – для / 100a mE E  ; 

(в), (г) – для / 1000a mE E  . Довжина   згасання крайового ефекту, для якої значен-

ня нормального напруження при згасанні крайового ефекту складає   відсотків від 

значення самоврівноваженого поверхневого навантаження, визначається як така, що 

дорівнює відповідному значенню *
2x . На рис. 2, а, в криві 1 відповідають ідеальному 

контакту, криві 2, 4 – недосконалому контакту при довжині тріщин 2а h  і 3а h . 
На рис. 2, б, г криві 1 відповідають ідеальному контакту, криві 2 – недосконалому 
контакту при довжині тріщин 3а h . Наведені залежності для більш сприйнятливої 
візуалізації результатів представлені згладженими кривими шляхом їх інтерполяції. 
Вихідні залежності показані тільки на рис. 2, а, в для значення 2а h  (суцільні лінії – 
криві 3). 

Із наведеної графічної інформації видно, що при ослабленні адгезії внаслідок ная-
вності тріщин і збільшенні їх розміру довжина згасання крайового ефекту   зростає. 

Так, довжина згасання крайового ефекту 5%   при ідеальному і недосконалому 

( 3а h ) контакті відповідно складає: 17, 4h  і 19, 47h  для / 100a mE E  ; 42h  і 43,4h  

для / 1000a mE E  .  

Збільшення відношення /a mE E  призводить до збільшення розмірів області зга-

сання крайового ефекту як при ідеальному контакті, так і при недосконалому, але у 
разі більш жорстких армуючих шарів таке збільшення є менш значним. 
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Рис. 2 

Отримані результати дозволяють зробити наступні висновки. 
Моделювання недосконалого контакту шляхом застосування граничних умов на 

ділянках контакту компонентів КМ, які відповідають дефектам міжшарової адгезії у 
вигляді макротріщин з вільними від зусиль берегами, дозволяє досліджувати вплив 
ослаблення адгезії на швидкість згасання крайового ефекту. 

Наявність недосконалого контакту і послаблення адгезії при збільшенні розміру 
макротріщин призводить до збільшення довжини згасання крайового ефекту та більш 
повільного його згасання. 

3.2. Аналіз впливу недосконалого контакту на критичні навантаження і фор-
ми втрати стійкості. Результати отримані для розрахункової моделі, представленої 
на рис. 1, б. Розрахунки були проведені для наступних механічних та геометричних 

характеристик КМ: відношення модулів Юнга армуючих шарів і матриці 1
a mE E   

50,  100,  500 ; коефіцієнти Пуассона 0,3a m   ; довжини макротріщин складали 

,  2 ,  3a h h h . Розмір розрахункової області у напрямку осі 2Ox  становив 2l   

120 160l h  . 

На рис. 3, 4 представлено форми втрати стійкості    * * max
2 1 2 2 1 2 2/ 2, 2, /u l x u l x h u  

в перерізі 1 1 2x l  середнього армуючого шару представницького елементу КМ, де 
max
2u – максимальне значення збурення переміщень в зазначеному перерізі. Графіки 

відображають залежність форм втрати стійкості від розміру a  макротріщин та відно-
шення /a mE E  модулів Юнга армуючого шару та матриці. На рис. 3 показані припо-

верхневі форми втрати стійкості в середньому армуючому шарі представницького 
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елементу КМ при ідеальному контакті (а), за наявністю міжшарових тріщин розміру 
 = 2a h  (б), за наявністю міжшарових тріщин розміру = 3a h  (в) для різних значень 

/a mE E : 1 – 50; 2 – 100; 3 – 500. На рис. 4 показано приповерхневі форми втрати стій-

кості у середньому армуючому шарі представницького елементу КМ для значень 
/a mE E  = 100 (а) та /a mE E  = 500 (б) при різних умовах на контакті: 1 – ідеальний кон-

такт;  2 – ряд міжшарових тріщин розміру a h ;  3 – розміру 2a h . 

-0.5

-0.3

-0.1

0.1

0 10 20 30

1
2

3

      

-0.5

-0.3

-0.1

0.1

0 10 20 30

2
3

1

  
                                          а                                                               б 

 
в 
 

Рис. 3 

‐0.3

‐0.2

‐0.1

0.0

0.1

0 5 10 15 20 25 30

   * *
2 1 2/ 2,u l x

*
2x

2

3

1

     

‐0.3

‐0.2

‐0.1

0.0

0.1

0 5 10 15 20 25 30

 * *
2 1 2/ 2,u l x

  *
2x

1

2
3

 
                                          а                                                                б 

Рис. 4 



 93 

Форми втрати стійкості мають хвилеподібний характер із згасаючою амплітудою 
при віддаленні від завантаженої граничної поверхні КМ. За наявністю тріщин та при 
збільшенні їх довжини таке згасання відбувається повільніше та проявляється у більш 
значній мірі для випадку більш жорстких армуючих шарів. 

На рис. 5 показана залежність критичних навантажень для випадку ідеального ко-
нтакту та недосконалого контакту між армуючими шарами та матрицею від величини 
відношення /a mE E  для різних значень розміру a  макротріщин: 1 – ідеальний кон-

такт; 2 – ряд міжшарових тріщин розміру = a h , 3  – = 2a h , 4  – = 3a h . 

Наявність недосконалого кон-
такту між шарами КМ і збільшення 
розміру тріщин призводить до зме-
ншення критичних навантажень та 
впливає більшою мірою на критич-
ні навантаження у порівнянні з іде-
альним контактом при більш висо-
ких значеннях відношення /a mE E . 

Порівняльний аналіз результа-
тів визначення параметрів згасання 
крайового ефекту і критичних па-
раметрів стійкості вказує на те, що 
наявність неідеального контак-ту і 
збільшення розміру тріщин призво-
дить до збільшення області неодно-
рідного напруженого стану в околі 
поверхневого навантаження та відповідного зростання довжини згасання форм втрати 
стійкості при зростанні їх амплітуди. 

§4. Чисельний розв’язок та обчислювальний алгоритм. 
Задачі визначення докритичного стану на основі співвідношень (2.2) – (2.7) і за-

дача визначення критичних параметрів стійкості КМ (2.10) – (2.14) розв’язані мето-
дом сіток з використанням концепції базової схеми. При такому підході різницева 
схема для розрахункової області будується в кожному сітковому вузлі як певна сума 
значень базової схеми, що представляє собою різницеву схему, отриману варіаційно-
різницевим способом на шаблоні комірки різницевої сітки [6]. 

При чисельному розв’язку задачі методом сіток в розрахунковій області   вво-
диться нерівномірна різницева сітка, що складається з множини   внутрішніх і мно-
жини   граничних вузлів та вузлів на контакті компонентів КМ, і задачам (2.2) – 

(2.7), (2.10) – (2.13) ставляться у відповідність задача на розв’язок системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь (СЛАР) та алгебраїчна задача на власні значення із розріджени-
ми симетричними додатно визначеними матрицями. Ці задачі мають наступний ви-
гляд: 

0 ,  Au x    ;                                                     (4.1) 

,  Au Bu x   .                                                   (4.2) 

У (4.1), (4.2) 0u , u  – вектори-стовпці значень переміщень і збурень у вузлах різни-
цевої сітки  ; Ф  – вектор-стовпець значень масової сили у вузлах   та значень пове-
рхневої сили і заданих переміщень у вузлах x   відповідно до граничних умов (2.3), 

(2.11), умов ідеального контакту між шарами КМ (2.4), (2.12) і умов недосконалого кон-
такту (2.5), (2.13). Матриці ,  А В  для врахування граничних умов у переміщеннях від-
повідним чином корегуються [6]. Недосконалому контакту між шарами КМ відпові-
дають однорідні граничні умови, задані у напруженнях, для кожного компонента КМ. 
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Відповідно до концепції базових схем [6] матриці A, B та вектор правої частини 
  задач (4.1), (4.2) отримуються шляхом підсумовування матриць ,  q qA B  та векторів 

q , що відповідають різницевим схемам на комірці різницевої сітки  , по усім ко-
міркам 1,q Q : 

     1 22 2 2 21 1 1

,  ;  ,  ; , , .
Q Q Q Tq q q q q q qq q q

ij ij
q q q

A A A A B B B B Ф Ф Ф Ф Ф
   

         (4.3) 

Вирази для різницевих операторів та відповідних матриць алгебраїчних задач 
представлені в [14, 16]. Для розв’язку дискретних задач застосовано чисельні методи 
відповідно до методики, представленої в роботах [4, 16]. В даному випадку для визна-
чення початкового стану при розв’язанні системи лінійних алгебраїчних рівнянь було 
застосовано прямий метод Холецького, а для визначення критичних параметрів стій-
кості при розв’язанні узагальненої задачі на власні значення застосовано метод ітеру-
вання підпростору. В рамках обчислювального експерименту застосовані послідовні 
[7] та паралельні [9] алгоритми вказаних методів. 

Алгоритм чисельного дослідження докритичного стану та стійкості армованих 
КМ розроблений для проведення розрахунків у обчислювальному середовищі, яке 
включає локальний ПК та суперкомп’ютер, об’єднаних мережею Internet. На рис. 6 
представлені компоненти обчислювального середовища для проведення розрахунків в 
рамках обчислювального експерименту. Такими компонентами є проблемно-орієнто-
ваний комплекс програм [4] для проведення обчислень на локальному ПК та підготов-
ки даних і обробки результатів обчислень на суперкомп’ютері CКІТ [8], SSH-клієнти 
для виділення обчислювальних ресурсів (PuTTY [35]) та обміну даними (WinSCP 
[36]) між локальним ПК та суперкомп’ютером, спеціальне та прикладне програмне 
забезпечення [9] для проведення паралельних обчислень на суперкомп’ютері. 

Рис. 6 

На локальному ПК формується дискретна модель та в рамках обчислювального 
експерименту досліджується практична збіжність розв’язку дискретних задач, визна-
чаються потрібні обчислювальні ресурси щодо застосування традиційних або парале-
льних комп’ютерів для отримання розв’язків з необхідною точністю. За результатами 
обчислювального експерименту на локальному ПК розв’язуються задачі невеликої 
розмірності на основі послідовних алгоритмів розв’язку СЛАР і алгебраїчної задачі на 
власні значення та здійснюється препроцесінг даних для їх передачі на відповідний 
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обчислювальний вузол суперкомп’ютера для проведення обчислень на основі парале-
льних алгоритмів. 

Таким чином, обчислювальний алгоритм розв’язання задачі визначення початко-
вого стану і параметрів згасання крайового ефекту (2.2) – (2.9) та задачі стійкості 
(2.10) – (2.14) у зазначеному обчислювальному середовищі включає наступні етапи: 

побудова дискретної задачі (4.1), (4.2) у частині формування матриці A та вектору 
Ф відповідно до співвідношення (4.3) та препроцесінг даних щодо необхідного фор-
мату представлення матриці A та вектору Ф для їх передачі на суперкомп’ютер для 
паралельних обчислень; 

розв’язування системи алгебраїчних рівнянь, яка відповідає різницевій задачі (4.1) 
на основі послідовного або паралельного алгоритму методу Холецького; 

обчислення компонент напружень 0
ij  і параметрів згасання крайового ефекту на 

основі отриманих значень компонент переміщень 0
iu  відповідно до дискретного ана-

логу співвідношень (2.6) – (2.9), побудова дискретної моделі у частині формування 
матриці В відповідно до співвідношення (4.3) та препроцесінг даних щодо необхідно-
го формату представлення матриці В для паралельних обчислень; 

розв’язання алгебраїчної задачі на власні значення, яка відповідає різницевій за-
дачі (4.2) на основі послідовного або паралельного алгоритму методу ітерування під-
простору та обчислення критичних навантажень відповідно до співвідношення (2.14). 

У даній роботі розрахунки проводились на обчислювальному вузлі супер-
комп’ютера СКІТ [8] (один обчислювальний вузол, два восьмиядерних процесора се-
рії Xeon E5 2600, 2 GPU Tesla M2075). Оцінка ефективності застосованого алгоритму 
є порівняною із результатами для чисельного дослідження стійкості КМ, армованих 
короткими волокнами [16, 25]. 

Висновки. 
Отримані результати проведених розрахунків дозволяють зробити наступні висновки. 
Розрахункова схема на основі ТЛТСДТ і моделі кусково-однорідного середовища, 

коли як представницький елемент КМ використовується багатошарова розрахункова 
область з граничними умовами на її бічних сторонах, які відповідають умовам симет-
рії, дозволяє досліджувати механізм руйнування при зминанні торців зразків і елемен-
тів конструкцій з КМ шаруватої структури з урахуванням недосконалого контакту 
між шарами. 

Моделювання недосконалого контакту шляхом застосування граничних умов на 
ділянках контакту компонентів КМ, які відповідають дефектам міжшарової адгезії у 
вигляді макротріщин з вільними від напружень берегами, дозволяє досліджувати 
вплив ослаблення адгезії на швидкість згасання крайового ефекту, критичні наванта-
ження та форми втрати стійкості у структурі КМ. 

Ослаблення міжшарової адгезіі за наявністю міжшарових тріщин та при збіль-
шенні їх довжини призводить до зменшення швидкості згасання крайового ефекту, 
зростання амплітуди форм втрати стійкості у околі поверхневого навантаження та 
повільнішого їх згасання при віддаленні від поверхні і такий вплив проявляється бі-
льшою мірою для випадку більш жорстких армуючих шарів. 

Ослаблення міжшарової адгезіі за наявністю міжшарових тріщин та при збіль-
шенні їх довжини призводить до зменшення критичних навантажень та впливає біль-
шою мірою на таке зменшення для випадку більш жорстких армуючих шарів. 

Таким чином, ослаблення міжшарової адгезії призводить до збільшення впливу 
неоднорідного докритичного стану на критичні параметри стійкості КМ, зменшення 
міцності КМ та їх руйнуванню внаслідок такого механізму, як приповерхнева втрата 
стійкості у структурі КМ при зменшених значеннях критичних навантажень. 

При математичному моделюванні задач стійкості армованих КМ застосування па-
ралельних алгоритмів розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь та алгебраїч-
них задач на власні значення на базі суперкомп’ютерних технологій забезпечує мож-
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ливість отримання з необхідною точністю розв’язку дискретних задач великої розмір-
ності при ефективному використанні обчислювальних ресурсів. 

 

Наукові дослідження, результати яких опубліковано в даній статті, виконано за 
рахунок коштів конкурсної бюджетної програми «Математичне моделювання у між-
дисциплінарних дослідженнях процесів та систем на основі інтелектуальних супер-
комп’ютерних, грід- і хмарних технологій» (КПКВК 6541030). 

 
 
РЕЗЮМЕ.  На основі співвідношень тривимірної лінеаризованої теорії стійкості в рамках мо-

делі кусково-однорідного середовища досліджено приповерхневу втрату стійкості у структурі шару-
ватого композитного матеріалу при неоднорідному докритичному стані, пов’язаному із крайовим 
ефектом у околі поверхневого навантаження. Розглянуто випадок недосконалого контакту між ша-
рами, який моделюється періодичною системою міжшарових тріщин у вигляді математичного розрі-
зу з вільними від напружень берегами. Досліджено вплив розміру тріщин на довжину згасання на-
пружень, критичні навантаження та форми втрати стійкості. Для чисельного розв’язку задачі викори-
стано метод сіток на основі модифікованого варіаційно-різницевого підходу. В рамках обчислюваль-
ного експерименту застосовані послідовний і паралельний алгоритми методу Холецького для 
розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь і методу ітерування підпростору для розв’язання 
узагальненої задачі на власні значення.  

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: шаруватий композитний матеріал, поверхневе навантаження, недоско-

налий контакт, крайовий ефект, форма втрати стійкості, критичне навантаження, тривимірна лінеари-
зована теорія стійкості, метод сіток, паралельні обчислення. 
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