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Abstract. A solution of the stress state problem for the transversely isotropic plate with 
a circular hole, on the surface of which the concentrated splitting force (force tending to 
stretch or compress the plate along a thickness), is obtained. The method of expanding the 
unknown functions into the Fourier series of the Legendre polynomials by the thickness 
coordinate is used. The stress state of the plate near the hole is analyzed. 
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Вступ. 
Дослідженню концентрації напружень біля отворів, порожнин та включень в ізо-

тропних та трансверсально-ізотропних пластинах приділяється достатньо уваги [4, 5, 
13 – 16]. При розв’язанні відповідних граничних задач використовуються різні підхо-
ди та методи. Широкого застосування здобув метод розвинення шуканих величин в 
ряди за ортогональною системою базисних функцій [1 – 3, 6, 8, 9]. Методом розкладу 
компонент напружень та переміщень в ряди Фур’є за поліномами Лежандра в [11] 
знайдено розв’язок задачі про напружений стан трансверсально-ізотропної пластини з 
некруговою циліндричною порожниною при чистому зсуві на нескінченності, а в ро-
боті [12] розглянуто аналогічну задачу при заданому на нескінченності скручуваль-
ному моменті. В роботі [10] проведено аналіз розподілу напружень в пластині з не-
круговою порожниною, на поверхні якої задано розщеплювальну силу (урівноважена 
по товщині пара сил, що розтягує або стискає пластину). 

У даній роботі продовжено дослідження, розпочаті в [10], та розглянуто задачу 
про напружено-деформований стан трансверсально-ізотропної пластини з круговим 
отвором, на поверхні якого задана зосереджена розщеплювальна сила. 

§1. Постановка задачі і метод розв’язку. 
Нехай необмежена трансверсально-ізотропна пластина постійної товщини 2h  

( consth  ), що займає область  ,S h h     тривимірного простору 3R , віднесена 

до декартової системи координат ix  ( 1, 2, 3)i  . Вважатимемо, що 1x  та 2x  відпові-

дають серединній площині S , яка співпадає з площиною ізотропії, а  3 , .x h h   
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Пластина послаблена круговою цилін-
дричною порожниною радіуса R , на 
поверхні  ,R h h     якої задана 

зосереджена розщеплювальна сила, 
тобто врівноважена по товщині пара 
сил, що здатна розтягнути і розщепити 
таким чином пластину по серединній 
площині S , або ж стиснути її (рис. 1). 

Для розв’язування задачі скорис-
таємося методом розкладу невідомих 

функцій в ряди Фур’є за поліномами Лежандра ( )kP   [1, 6, 8]. Представимо компоне-

нти вектора переміщень 1 2 3( , , )ju x x x  і тензора напружень 1 2 3( , , )ij x x x  у вигляді 

скінченного ряду 
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де 1 2( , )x x x S  ,  1
3 1;1h x    ;    ( ), ( )k k

j iju x x  – коефіцієнти розкладу, які на-

зиватимемо моментами; N – довільне натуральне число. Відносно моментів напру-

жень   ( )k
ij x  як функцій двох незалежних змінних отримаємо систему рівнянь [3] 
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в якій / ; ( 1) 2,x K k        символ  K  означає цілу частину числа ;K  ( )k
jX – віль-

ні члени, що визначаються значеннями напружень 3 j  , 3 j  , заданими на граничних 

площинах 3 3,x h x h   , відповідно, тобто 
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Тут і надалі прийнято звичайну умову додавання відносно індексів, що повторю-
ються, причому латинські букви набувають значень 1, 2, 3, а грецькі – 1, 2. 

Для повноти задачі до рівнянь рівноваги (1.2) необхідно приєднати рівняння ста-

ну, що зв’язують моменти напружень  k
ij  та деформацій  k

ij . В загальному вигляді 

співвідношення пружності для анізотропного тіла записуються таким чином [3]: 
   kk
ij ijlm lmc  ,                                                      (1.3) 

де  k
lm – деформації виду 
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а ijlmc – тензор модулів пружності, що задовольняє умовам симетрії [7]. 

Рівняння (1.2), (1.3) з відповідними граничними умовами на бічній поверхні утво-
рюють замкнену систему рівнянь для визначення всіх невідомих функцій. Для транс-
версально-ізотропного тіла з площиною ізотропії, що збігається з S , вона розпада-
ється на дві групи рівнянь, якими описуються симетричне і кососиметричне (відносно 

 
Рис. 1 
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площини S ) деформування пластини. Так, при симетричному деформуванні для на-
ближення 2 1N n   ( 0,1, ... , )n     система рівнянь (1.2) набуває вигляду 
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а рівняння стану (1.3) записуються таким чином: 

       2 2 2 2
11 12 1311 11 22 33 ;k k k kc c c              2 2 2
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Тут моменти деформацій  
3

m
j  визначаються формулами 
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   2 2k ke u   , 11 12 66, ,...,c c c – пружні постійні. 

Підставляючи значення моментів (1.5) в рівняння (1.4) і припускаючи, що гранич-

ні площини 3x h   вільні від зовнішніх зусиль 3 3( 0)j j    , отримаємо однорідну 

систему рівнянь відносно моментів компонент вектора переміщень 
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де  – оператор Лапласа; 

  44
2

13

, 0

,
k
s

c s k

c k s n


  
   

;      13
2 1

44

, 0

,
k
s

c s k

с k s n
 

  
   

; 

 
2 1
k
s   і  

2
k
s – константи виду 

   
 2 1

(s 1) 2 1 , 0

( 1) 2 1 ,
k
s

s s k

k k k s n
 

    
   

;       
 2

s 2 1 , 0

2 1 ,
k
s

s s k

k k k s n


   
  

. 

Увівши змінні 1 2 1 2;z x ix z x ix    , запишемо рівняння даної системи в ком-

плексній формі. Помножимо друге  2   рівняння (1.6) на число i  та складемо з 

першим  1  . В результаті матимемо рівність 
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в якій      2 22
1 2

k kku u iu   ;    2 22Re( )k k
ze u  ; оператор Лапласа   і частинні похід-

ні /z z    , /z z     визначаються формулами 4 z z    ; 1 22 z x i x       ; 

1 22 z x i x       . 

Вигляд третього рівняння (1.6) залишається незмінним. 
Загальний аналітичний розв’язок даної системи представляється таким чином [3]: 
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де ( ), ( )z z  – довільні голоморфні функції; lV  і s – метагармонічні функції, що 

задовольняють рівнянням 2 0l l lV k h V   ; 2 0s s sh     , в яких параметри lk  і 

s  представляють корені відповідних характеристичних рівнянь: 
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 Приймаючи до уваги розв’язок (1.7), запишемо визначальні рівняння (1.5) у ви-

гляді формул 
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і внесемо в них значення даного розв’язку. Внаслідок цього отримаємо вирази для мо-
ментів напружень 
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h d V 


    1, 2, ... , ;k n           (1.8) 

         
2 22

2 2 2 2 2
11 22 12 2 2

1 1

2 4 4
z z

n n
k k k k kl s

sl
l s

V
i h a ih b

  
 

 
   

 
  ; 

       2
2 1 2 1 2 1 2 1

13 23
1 1

2 2
z z

n n
k k k kl s

sl
l s

V
i p i q

    

 

 
  

       0,1,...,k n . 

Тут постійні  2 ,k
ld   2

3
k

ld  та  2 1 ,k
lp    2 1k

sq   набувають таких значень: 

       2 2 2 11312 66

66 66

4 1
;

2

n
k k s

ll l l
s k

k cc c
d k a c

c c





            2 2 2 13313

3
66 66

4 1
;

2

n
k k s

ll l l
s k

k cc
d k a c

c c





    

       2 1 2 1 214

166

2 4 3 ;
2

n
k k s

l l l
s k

c
p c k a

c
 

 

 
   

 
        2 1 244

166

4 3
.

2

n
k l

s s
l k

k c
q b

c


 


   

§2. Граничні умови. 

Знайдемо вигляд граничних умов на контурі lS  області S . Нехай на поверхні 

 ,l lS h h      заданий вектор напружень l ll ls lnP l s n    
  

, де ll , ls , ln – 

проекції вектора lP


 на напрямки векторів , , .l s n
  

 Тут l


– орт нормалі до поверхні 

l  в точках ,lx S s


– орт дотичної до кривої lS  і n


 – орт нормалі до площини 

,S  причому n l s 
 

. У відповідності до формул (1.1) приймемо вектор lP


 у вигляді 

     
0

.
N

k
l kl

k

P P x P 


 
 

 

В скалярній формі матимемо такі рівності 

     
0

N
k

lj klj
k

x P  


    , ,j l s n .                                   (2.1) 

Із оберненої до (2.1) формули визначаємо моменти напружень 

       3 3
1 1

,
2

h
k

lj klj
h

x k x x P dx
h

  


   
   . 

Для пластини з круговою порожниною радіуса R  при симетричному (відносно 
площини S ) деформуванні функції (2.1) в циліндричній системі координат 3, ,r x  

набувають вигляду 

       2
3 2

0

, , ,
n

k
r kr

k

R x R P     


      ,r  ; 

       2 1
3 2 13

0

, , , .
n

k
rn kr

k

R x R P    



                                  (2.2) 

Вважатимемо, що на поверхні порожнини задано значення розщеплювальної сили 

 3ˆ ,ln rn x    і виконуються такі умови 

 3, , 0;rr R x      3, , 0;r R x        3 3ˆ, , , ,rn rnR x x                  (2.3) 

де 
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    2
3ˆ , cos m

rn x q     . 

Тут const;q     – непарна функція поперечної координати 3 ,x h   зокрема, 

( )   , або ж 2( ) (1 );      m – натуральне число. Очевидно, функція  3ˆ ,rn x   

представляє врівноважену пару сил, що при додатних значеннях q  розтягує пластину 

по товщині і спроможна, таким чином, розщепити її по серединній площині S , а при 
від’ємних значеннях q  – стиснути пластину. При 1m   розщеплювальна сила ˆrn  

зосереджується в околі точок 0   і    (рис. 1). 
Користуючись представленнями (2.2), запишемо граничні умови (2.3) так 

     2
2

0

, 0
n

k
kr

k

R P  


   ,r  ;          2 1
2 1 33

0

ˆ, ,
n

k
k rnr

k

R P x    



 . 

Звідси способом, аналогічним вищенаведеному, визначаємо крайові умови на гра-
ниці S  області S , тобто 

   2 , 0k
r R      , ;r           2 1 2 1

3 ˆ,k k
rnr R       ( 0, ... , ).k n          (2.4) 

Тут  2 1ˆ ( )k
rn   – відома функція 

       2 1 2 1 2 12
2

0

ˆ cos cos2
m

k k km
rn l

l

q q l      


     , 

в якій коефіцієнти 2l  при m =5 набувають значень 0 63 / 256  , 2 105 / 256  , … , 

10 1 / 512  , а постійні  2 1k  визначаються формулою 

       2 1
2 1 3

1
4 3 .

2

h
k

k
h

k P dx
h

 




     

Нехай     – лінійна функція. Тоді 

   1
2

0

ˆ cos 2l
m

rn l
l

q   


  ;     2 1ˆ 0k
rn    0k  .                           (2.5) 

Якщо    21      – поліном третього степеню, то 

   1
2

0

2
ˆ cos2

5

m

rn l
l

q l   


  ;     3
2

0

2
ˆ cos2 ;

5

m

rn l
l

q l   


        2 1ˆ 0k
rn    1k  . 

В полярній системі координат моменти напружень знаходимо із формул перетворення 
            2 2 2 2 22 2

11 22 122 2k k k k kk i
rr ri e i

           ; 

                2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 12
11 22 3 3 13 23;k k k k k k kk i

rr r i e i
                 .       (2.6) 

Звідси з урахуванням рівностей (2.4) отримуємо вигляд граничних умов на кон-
турі кругового отвору 

               2 2 2 2 2 22 2
11 22 11 22 122 2 0;k k k k k kk i

rr ri e i
              

          2 1 2 1 2 1 2 1
3 13 23Re .k k k ki

rnr e i            


                         (2.7) 
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Для необмеженої пластини з круговим отвором голоморфні функції ( ),z  ( )z  

приймемо у вигляді 

 
1

;n
n

n

z a z






      
1

,n
n

n

z b z






                                        (2.8) 

де na  і nb – довільні постійні. Вигляд метагармонічних функцій lV  і s  залежить від 

значень коренів характеристичних рівнянь, котрі можуть бути як дійсними, так і ком-
плексними. Нехай для функцій потенційного типу lV  маємо 1 12 1 ( )n n n   дійсних 

додатних і 12( )n n  комплексно-спряжених коренів. Тоді 

   l in
l n n l

n

V B K x e 



  , 1[1, 2 1]l n  ; 

     1
2 2 ;l in

l n n l
n

V C H x e 



         2

2 1 2 1
l in

l n n l
n

V D H x e 


 


    1( [ 1, ]).l n n     (2.9) 

Тут  n lK x – модифіковані функції Бесселя;    1
2n lH x  і    2

2 1n lH x  – цилінд-

ричні функції Ханкеля першого і другого роду; r R  ; 1
l lx Rh æ ; 1

2 2l lx Rh æ ; 

2 1 2l lx x  ; l læ k ; 2 2l læ k  ;  l
nB ,  l

nC ,  l
nD – довільні постійні, причому ( )l

nB   

( ),l
nB      1

nl l
n nC D   ,      1

nl l
n nD C   . 

Корені характеристичного рівняння вихрової частини розв’язку s  – дійсні та до-

датні, тому 

    ,s in
s n n s

n

B K y e  



                                            (2.10) 

де 1
s sy Rh n , s sn  . 

Підставляючи значення функцій (2.8) – (2.10) в (1.8) і враховуючи граничні умови 
(2.5), (2.7), отримаємо алгебраїчну систему рівнянь відносно невідомих констант. Ви-
значивши введені функції і, згідно формул (1.7), (1.8), відповідні моменти, знаходимо, 
посилаючись на (1.1), компоненти тензора напружень і вектора переміщень. Так, зок-

рема, дотичні напруження 3 і нормальні переміщення 3u визначаються формулами 
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3 3
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, cos2
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k k l

l
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Тут    2 1,2
3

k lT   і    2 1,2
3

k lu  – складові, що містять циліндричні функції 

   2 1,2
3

k lT    

                   2 1 2 1 1 1
1 2 1 1 2 1 1 2 2 22 1 3 2 2 1 2 1

l k l k
l l l læ p K x K x æ p H x H x      
   

          
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0
k – символ Кронекера;  l

j – постійні, які знаходять із розв’язків алгебраїчних рів-

нянь при виконанні граничних умов. 

§3. Результати числових досліджень. 

Проведено дослідження напруженого стану трансверсально-ізотропної пластини з 
круговим отвором, на поверхні якого задано зосереджену розщеплювальну силу, тоб-
то, врівноважену пару дотичних сил, що розтягує або стискає по товщині пластину і 
спроможна, таким чином, розщепити її по серединній площині, або ж стиснути. Чис-
лові розрахунки проведено для пластини з коефіцієнтами Пуассона 0,3  ; 0,25    
і відношенням модулів пружності / 0,75E E  ; / G 2,5E   . На рис. 2 наведено криві 
зміни колових / q  і нормальних поперечних 33 / q  напружень на контурі отвору 

1   в точці 0   на серединній 0   (суцільна крива) і граничній 1   (пунктир-
на крива) площинах в залежності від зміни відносної товщини пластини /R h . 

 
Як видно, із збільшенням параметра R h  напруження на серединній площині зро-

стають, а на граничній – знижуються. Криві на рис. 3 характеризують залежність до-
тичних напружень 3 q  в точці 1, 12     і нормального переміщення 3Gu qh  

в точці 1, 0    від параметра .R h  Тут штрих-пунктирні лінії відносяться до 

площини 0,5.   

На рис. 4 і 5 показано криві зміни наведених вище напружень і переміщення у від-
повідних точках в залежності від відношення модулів пружності E E  в площині ізот-

ропії і нормальній до неї площині, відповідно. 

     
а                                                                 б 

Рис. 2 

 
а                                                                б 

Рис. 3 
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а                                                                б 

Рис. 5 

    

а                                                                  б 

 

 

 

 

 

 

 

в 
Рис. 6 

   
а                                                                  б 

Рис. 4 
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На рис.6 показаний розподіл напружень / q ; 33 / q  і переміщення 3 /Gu qh  

по контуру отвору на граничній площині 1  . Криві знайдені при відношеннях мо-

дулів пружності / 1,25E E   ; / G 2,5E   і відносній товщині / 1,4R h  . 
При тих самих значеннях пружних констант на рис. 7 представлені криві зміни 

поперечних напружень 33 / q ; 3 / q  і переміщення 3 /Gu qh  по товщині пластини. 

Нормальні напруження 33  і переміщення 3u  змінюються на відрізку 1,06; 0   , 

а дотичні напруження 3  – на відрізку 1,06;   /12.   
 

        
а                                                         б 

    
в 

Рис. 7 

        
а                                                                   б 

Рис. 8 
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а                                                                   б 

 

в 

Рис. 9 
 
Криві на рис. 8 і 9 характеризують затухання напружень і переміщень при відда-

ленні від контуру отвору. Виходячи із їх максимальних значень, колові напруження 
/ q , знайдені на лінії 0, 1   , а нормальні поперечні 33 / q  – на лінії 

0, 0    (рис. 8). Таким же чином побудовано криві на рис. 9. Дотичні напружен-

ня 3 /r q  і переміщення 3 /Gu qh  змінюються на лінії 0,   1,   а напруження 

3 /q – на лінії /12,   0,5.   

Висновки. 
Дано постановку і знайдено розв’язок задачі про напружений стан трансверсаль-

но-ізотропної пластини з круговим отвором, на поверхні якого задано значення зосе-
редженої розщеплювальної сили. Під розщеплювальною силою розуміємо врівнова-
жену пару сил, що спроможна розщепити (стиснути) пластину по товщині. Проведено 
аналіз напруженого стану в околі отвору в залежності від відносної товщини плас-
тини та пружних постійних матеріалу. 

 
 
Р Е З Ю М Е . Методом розкладу шуканих функцій в ряди Фур’є за поліномами Лежандра отри-

мано розв’язок задачі про напружений стан необмеженої трансверсально-ізотропної пластини, 
ослабленої круговим отвором, на поверхні якого задана розщеплювальна сила. Проведено аналіз 
розподілу напружень в околі отвору. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: трансверсально-ізотропна пластина, напружений стан, круговий отвір, зо-

середжена розщеплювальна сила. 
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