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Abstract. The tension and shear of an elastic piecewise homogeneous strip with a semi-

infinite crack on the interphase are considered. The friction contact of the crack faces is tak-
en into account near the crack tip. When applying the Wiener – Hopf method, the system of 
integral equations is reduced to the infinite system of algebraic equations. The distributions 
of normal and tangential stresses are found on both the crack line and its continuation as 
well as the shear stress intensity factor. 
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Вступ. 

Розв’язки задач про рівновагу пружних тіл із міжфазними тріщинами, тобто трі-
щинами, які містяться на межі поділу середовищ із різних матеріалів, характеризують-
ся сингулярною осциляцією напружень і обмеженою за амплітудою осциляцією пере-
міщень в околі вершин тріщини [26]. Осцилюючі розв’язки не можна вважати фізично 
допустимими, оскільки вони вказують на взаємне проникнення середовищ поблизу 
вершин тріщини. У працях Комніноу [13 – 15], огляд яких наведено в [4], для знаход-
ження коректних розв’язків запропоновано вводити області контакту берегів тріщини 
поблизу її вершин. Згідно з моделлю Комніноу вивчено широке коло задач про на-
пружено-деформований стан необмеженого кусково-однорідного середовища з між-
фазними тріщинами [1, 3, 9 – 12, 16 – 20, 24]. 

Далі у межах моделі Комніноу розв’язано задачу для міжфазної напівнескінченної 
тріщини у пружній кусково-однорідній смузі. Закриту напівнескінченну тріщину в 
кусково-однорідній смузі розглянуто раніше [21, 23]. 

§1. Постановка задачі. 

Нехай кусково-однорідна смуга складена з двох різнорідних смуг 1 0h y   , 

20 y h   ( x    ); 1G , 2G  – їх модулі зсуву та 1 , 2  –  коефіцієнти Пуассона, 

відповідно (рис.). Складові смуги на час-
тині 0 x    своєї спільної межі 0y   

жорстко з’єднані, а на іншій її частині 
0x    кусково-однорідна смуга має 

напівнескінченну тріщину. Грані 1y h  , 

2y h  загальної смуги з’єднані з жорст-

кими стінками, до яких прикладені розтя-
гувальне та зсувне рівномірно розподіле-
ні навантаження інтенсивностей p  і q . 
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Згідно з моделлю Комніноу вважаємо, що береги тріщини 0y    в околі 0l x    

вершини тріщини контактують. При цьому враховуємо сили тертя в контакті за зако-
ном Амонтона. Довжина l  області контакту берегів тріщини заздалегідь невідома та 
підлягає визначенню. 

Крайові умови задачі мають вигляд 

(1) (2)

0 0y yy y
u u

 
    ( l x    ); 

(1) (2) (1) (2)
0 00 0 0 0xy xy y yy y y y

     
   
       ( 0l x   ); 

(1)

0
0y y



 ;   (2)

0
0y y



 ;   (1)

0
0xy y



 ;   (2)

0
0xy y



    ( x l    );        (1.1) 

(1) (2)

0 0x xy y
u u

 
 ;   (1) (2)

0 0y yy y
 

 
 ;   (1) (2)

0 0xy xyy y
 

 
   ( 0 x   ); 

1

(1) 0x y h
u


 ;   

1

(1) 0y y h
u


 ;   

2

(2)
2x y h

u 


 ;   
2

(2)
1y y h

u 


   ( x    ), 

де 1 , 2   нормальне та тангенціальне відносні зміщення стінок; 0   коефіцієнт 

тертя. Друга крайова умова вказує на проковзування верхнього берега тріщини відно-
сно нижнього у напрямку до її вершини, що справедливо за умови [4] 

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 )G G    .                                               (1.2) 

Відносні зміщення стінок виражаємо через інтенсивності навантаження з умов на не-
скінченності [23]: 

1 1 2 2
1

1 1 2 2

1 2 1 2
1 1 2

h h p
G G

   
      

;   1 2
2

1 2
2

h h
q

G G
    

 
.                          (1.3) 

§2. Система інтегральних рівнянь задачі. 

Загальний розв’язок рівнянь рівноваги для кожної із пружних смуг у місцевій сис-

темі координат j jx Oy  ( ( 1) j
jx x  , ( 1) j

jy y  ) представимо інтегралами Фур’є: 

( ) ( , ) ji xj
x j ju u y e dx

 






   ;   ( ) ( , ) ji xj
y j ju v y e d

 






  ;                    
(2.1)

 

( )1 ( , )
2

ji xj
y j j

j
y e d

G
   






  ;   ( )1 ( , )
2

ji xj
xy j j

j
y e dxG

   






      ( 1, 2j  ). 

У роботі [23] знайдено, що трансформанти переміщень зв’язані з трансформанта-
ми напружень на одній із граней смуги ( 0),y   якщо на іншій її грані ( )jy h  відсут-

ні переміщення, співвідношеннями 
2 ( ) ( ) ( )

1 21 22( , 0) ( ) ( ) ( , 0) ( ) ( , 0)j j j
j j j j j jiu h h i h              ;             (2.2) 

( ) ( ) ( )
1 11 12( , 0) ( ) ( ) ( , 0) ( ) ( , 0)j j j

j j j j j jv h h i h               ( 1, 2j  ). 

При цьому 
( )
11 ( ) 2(1 )[(3 4 )sh2 2 ]j

j j         ; 

( ) ( ) 2 2
12 21( ) ( ) 2 [(3 4 )(1 2 )sh ]j j

j ji              ;                         (2.3) 
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( )
22 ( ) 2(1 )[(3 4 )sh2 2 ]j

j j         ; 

( ) 2 2
1 ( ) (3 4 )(ch2 1) 2 8(1 )j

j j              ( 1, 2j  ). 

Згідно з крайовими умовами (1.1) напруження y , xy  неперервно продовжувані 

через межу поділу матеріалів ( 0y  ), тобто 

2 2 1 1( , 0) ( , 0)G G     ;   2 2 1 1( , 0) ( , 0)G G      .                 (2.4) 

Шість лінійних співвідношень (2.2), (2.4) зв’язують вісім трансформант перемі-
щень та напружень на лінії 0y  , що дає можливість виразити ці трансформанти че-
рез дві з них або дві будь-які їхні лінійні комбінації. 

Введемо дві невідомі функції 

(1) (1)
1 0 01

1( ) ( )
2 xy y y

g x
G

  


    ( 0 x   );   (1) (2)
2 0
( ) ( )y y y

g x u u


    ( x l    )  (2.5) 

та їхні трансформанти Фур’є 

1 1 1 0 1
0

1( ) ( ) ( , 0) ( , 0)
2

i xa g x e dx i     



    ; 

2 2 1 2
1( ) ( ) ( , 0) ( , 0)

2

l
i xa g x e dx v v  







   .                          
(2.6)

 

При цьому 1( ) 0g x   ( 0x   ), 2 ( ) 0g x   ( l x    ) згідно з першими двома 

крайовими умовами (1.1). 
Врахувавши поведінку на нескінченності функцій 1( )g x , 2 ( )g x , подамо їх у виг-

ляді 

0
1

1
( ) ( )

q p
g x g x

G





  ,  ( ) 0g   ;    2 1( ) ( )g x g x   ,   ( ) 0g   . 

Звідси, згідно з (2.6), матимемо [8] 

0
1

1 0

1( ) ( ) ( )
2 2

i xq p ia g x e dx
G

    




     

   ;                          
(2.7)

 

1
2

1( ) ( ) ( )
2 2

l
i xia g x e dx    






    
   , 

де ( )   – дельта-функція Дірака. 

Для знаходження невідомих функцій 1( )g x , 2 ( )g x  використаємо другу та третю 

крайові умови (1.1), які на відміну від інших залишаються поки не виконаними. Для 
цього стрибок тангенціальних переміщень та нормальні напруження на лінії поділу 
матеріалів 

   (1) (2)
2 1

0
( , 0) ( , 0) i x

x x
y

u u u u e dx
  







     ; 

1(1)
101

1 ( , 0)
2

i x
y y

e d
G

   







  , 

виразивши за допомогою співвідношень (2.2), (2.4) різницю трансформант 2 ( , 0)u    

1( , 0)u    і трансформанту 1( , 0)   через дві комбінації трансформант напружень 

та переміщень із (2.6) і врахувавши (1.3), (2.7), перетворимо до вигляду 
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 (1) (2) 11 1
1 1

1 0

( )1 1 i x
x x

y

K h
u u e d

h i
   




 

 
      

 
  

( ) ( )2 12 1
11 1

0

( ) 1( ) ( )
2 2

i x l i x rK h
e d g r dr K h e d

i
       

  
   


 

      

( )
12 1

1( ) ( )
2

l
i x rg r dr K h e d 

 
 


 

   ; 

(1) ( )1 21 1 2 22 1

01 1

( ) ( )1
2 2 2 2

i x i x l
y y

K h K hp
e d e d

G G i i
         

 
  


 

      

( ) ( )
21 1 22 1

0

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

l
i x r i x rg r dr K h e d g r dr K h e d     

   
   

 
  

     ; 

0
1

1

q p
G
 

 ;   1
2

1h
  ;    1 11(0) 2 1K Gh    ;                      (2.8) 

11
( )

( )
( )

K
   


;   1
12

( )
( )

( )
K

  


;   12
21

( )
( )

( )
K

   


;   1
22

( )
( )

( )
K

  





; 

(1) (2) 2 (2) (1)
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )h G h             

(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)
11 22 22 11 12 21 21 12( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G h h h h                     ; 

(1) (2) (2) (1)
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )h G h           ;    2

1

h
h

h
 ;    1

2

G
G

G
 ; 

(1) (2) (2) (1)
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )h G h           ;  (1) (2) (2) (1)

12 12 1 12 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )h G h           ; 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2 211 22 12 21

( )
1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) (3 4 ) (ch2 1) 2

( )

j j j j
j

jj

           



    


; 

( ) ( ) ( )
01 21 22( ) ( ) ( 1) ( )j j j j         ;   ( ) ( ) ( )

011 12( ) ( ) ( 1) ( )j j j j           ( 1, 2j  ). 

Задовольнивши першими двома виразами із (2.8) другу та третю крайові умови 
(1.1) і виконавши заміни 

1x h  ;   1r h ;   
1h
  ;    

1

lb
h

 ,                                    (2.9) 

відносно нових невідомих функцій 

1 1( ) ( )g h   ;   2 1
1

1( ) ( )g h
h

   ,                                 (2.10) 

отримуємо систему інтегральних рівнянь 

1 11 1 12 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

L k d k d f           
 



         ( 0    ); 
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2 21 1 22 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

L k d k d f           
 



         ( b    ); 

( )1( ) ( )
2

i
mj mjk K e d     


 



   ,   , 1, 2m j  ;                    (2.11) 

( )11 2 12
1 1 1

( ) ( )1( )
2

i i bK K
f e d e d

i i
           

 
  

 

 
    

 
  ; 

( )1 21 2 22
2

1

( ) ( )
( )

2 2 2
i i bK Kp

f e d e d
G i i

          

 
  

 

     . 

Перетворивши інтеграли із правих частин рівнянь (2.11) за теорією лишків, дістанемо 

1 2 1
1 2

1

( ) ( )
( )

( )

k
k

s b
sk k

k k k

is is is e
f e

s is
   






  


  
 ;                              

(2.12)
 

1 12 2 1
2

1

( ) ( )
( )

( )

k
k

s b
sk k k

k kk

is is is e
f e

is is
  





 
   , 

де ks , ks  ( 1, 2, ...k  )  корені рівняння ( ) 0is   із півплощин Re 0s  , Re 0s  , 

відповідно. 

§3. Розв’язання системи інтегральних рівнянь. 

Для розв’язання системи інтегральних рівнянь (2.11) застосуємо метод Вінера  
Гопфа [7, 25]. Продовжимо рівняння (2.11) на всю числову вісь, поклавши 1( ) 0   , 

якщо 0   , і 2 ( ) 0   , якщо b     , та застосуємо до них інтегральне пе-

ретворення Фур’є. Ввівши до розгляду невідомі функції 

1 1
0

1( ) ( )
2

izz e d  



   ;    2 2( ) ( )

2

bizb
izez e d  








   ; 

0

1 1
1( ) ( )
2

izz L e d 






   ;    2( ) ( )
2

izb
iz

b

ez L e d 







    ,             
(3.1)

 

аналітичні відповідно у півплощинах Im z c ( 0c  ) і Im z c ( 0c  ) комплекс-
ної площини, отримаємо систему функціональних рівнянь 

11 1 12 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )izbK z z e K z z z F z         ; 

21 1 22 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )izbe K z z K z z z F z         

( Re z    , Imc z c   );                                        (3.2) 

1 2 1
1 1 2
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( ) ( )1 1( ) ( )
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ks b
iz k k k

kk k k

is is is e
F z f e d

s izs is
     
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 




  
      

 ; 

1 12 2 1
2 2

1

( ) ( ) 1( ) ( )
( )2

kb s bizb
iz k k k

k k kk

is e is iseF z f e d
is is s iz

    


 




 
     ; 

1
1

2




 ;   2
2

2




 . 

Тут функція 1 ( )F z  є аналітичною у півплощині Im z c , а функція 2 ( )F z   у пів-

площині Im z c . 
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Після факторизації коефіцієнтів 

11 1 11 11( ) ( ) ( )K z K z K z   ;   22 2 22 22( ) ( ) ( )K z K z K z   ; 

1
1 2

2 22
1 2

1 2 1 2
(0)

1 1
K Gh

   

       
; 

1

11
1

( ) 1 1
n nn

iz izK z
s






         
 ;   

1

11
1

( ) 1 1
n nn

iz izK z
s






      
  

 ;            (3.3) 

1

22
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( ) 1 1
n nn

iz izK z
s






          
 ;   

1

22
1

( ) 1 1
n nn

iz izK z
s






       
   

 , 

де ( )jjK z  і ( )jjK z  ( 1, 2j  )  функції, які є аналітичні та не обертаються в нуль у 

півплощинах Im z c  і Im z c , відповідно; n , n  ( 1, 2, ...n  )  корені рівнянь 

( ) 0is  , 1( ) 0is   із півплощини Re 0s  ; систему рівнянь (3.2) запишемо у вигляді 

1 1
1 11 1 12 2

11 11 11

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

izb z F zeK z z K z z
K z K z K z


   

  


     ;                      
(3.4)

 

21 2
2 22 2 1

22 22 22

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
izb K z F zz

K z z e z
K z K z K z




  
  

        ( Imc z c   ). 

Другі доданки і праві частини рівнянь (3.4) подамо різницею аналітичних у пів-

площинах Im z c , Im z c  функцій: 
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( ) ( )

( )
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   .                       
(3.5)

 

Розглянувши інтеграли типу Коші [2], густинами яких слугують ліві частини рівнос-
тей (3.5), і перетворивши інтеграли у ряди за теорією лишків, знаходимо 
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111
1 1 1 2
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isK z ef z
iz s izis is K is
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 ;                      (3.6) 

12 22
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1 22
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kk k k k

is K zef z
s iz izis is K is

  
 





 


 . 

В результаті за принципом аналітичного продовження [6] отримуємо: 

1 1
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1 11

( ) ( )
( )

( )

f z z
z

K z




 





  ;   1 11 1 1( ) ( ) ( ) ( )z K z f z z        ; 

2 2
2

2 22

( ) ( )
( )

( )

z f z
z

K z




 





  ;    22 2 2( ) ( ) ( ) ( )z K z f z z        .             (3.7) 
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Із умови обмеженості напружень y  у точці x l  , 0y   із першої рівності 

(3.7), на підставі оцінок [23] 
1

1 ( ) ( )f z O z  ;    1
1 ( ) ( )z O z  ;   11( ) ~ ( )K z A iz    ,  z  ; 

2[( 1) 2]11

1 11

nC n

nn

ss
A e e


   




  



 
  ;    0

1 1 arctg th
2

    ;              (3.8) 

1 2 1

2 2 1

(3 4 )1 ln
2 (3 4 )

G G
G G

  
 


 

   ( 0 1 2  , 0  ), 

де C   стала Ейлера  Маскероні, і тауберової теореми [7], випливає умова 

2 2lim [ ( ) ( )] 0
z

z z f z 


  .                                       (3.9) 

Поклавши у першій рівності (3.7) nz is , у третій  nz is  ( 1, 2, ...n  ), відносно 

невідомих 

1
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1 1( )k k
k

z is
s

     ;    2
2

1 1

1 1( )k k
k
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s


 

         ( 1, 2, ...k  )           (3.10) 

отримаємо нескінченну систему алгебраїчних рівнянь 
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
    ( 1, 2, ...n  )             (3.11) 

з такими коефіцієнтами: 
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1
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n
g

s
 
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      ( , 1, 2, ...k n  ). 

Система рівнянь (3.11) є регулярною системою типу Пуанкаре  Коха (з експо-
ненціально спадними за k  коефіцієнтами) і розв’язується методами редукції, послі-

довних наближень або у рядах за степенями малого параметра 2 1be    [1, 5]. 
Додаткова умова (3.9) до системи рівнянь (3.11), яку запишемо у вигляді 

2
2

11
k k

k

z
  


 


 ,                                                    (3.13) 

слугує для визначення межі 1x l h b     області контакту берегів тріщини. 

§4. Напруження на лінії поділу матеріалів. 
Знайдемо розподіли напружень в області контакту берегів тріщини та на лінії про-

довження тріщини, використавши заміни (2.5), (2.10), подання для нормальних напру-
жень із (2.8) і обернене перетворення Фур’є першої рівності (3.1). Перетворивши від-
повідні інтеграли з урахуванням розв’язку (3.7) системи функціональних рівнянь (3.2) 
у ряди за теорією лишків, отримаємо: 
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00

1

( ) ( )
2( )

2 ( ) ( )
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i zp
q q p K i e

i s
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(4.1)
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(1) 12 1
0 110

1 1

( ) 2
( ) ( )

2 ( )
kk k m m

y ky k k m kk m

i zp
q p K i e

i s
         

  


  

 
         

    ( 0 x   ); 

(1) (2) (2) (1)
11 11 1 11 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )h G h           . 

Асимптотичну поведінку дотичних напружень на продовженні тріщини поблизу її 
вершини ( 0y  , 0x  ) знайдемо, застосовуючи тауберову теорему [7] до першої 
рівності (3.1) з урахуванням оцінок (3.8) і умови (3.9). Врахувавши також при цьому 
скінченність нормальних напружень [4, 20], отримаємо коефіцієнт інтенсивності на-
пружень (КІН) 

(1) 0
II 100 1

lim (2 ) 2 (2 )
(1 )

xy k kyx k

q p
K x z h

A
    




 

 

 
   

   
 .                  (4.2) 

Аналогічно до [23] КІН запишемо також у вигляді 
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  
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d
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       
       

 
 


 

  ;                         (4.3) 

1 (1) (2) (2) (1)
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )j j

j j ji h G h              
   ( 1, 2j  ). 

Через коефіцієнт IIK  розподіли напружень та переміщень всередині смуги поблизу 

вершини тріщини визначаються за відомими формулами [4, 22]. 

§5. Результати обчислень. 

У таблиці наведено відносні розміри області контакту 1b l h  і нормалізовані 

КІН 1 2 1
II 1 II(2 )K q h K       у випадку абсолютно жорсткої верхньої смуги 

( 2 1G G   , 1 1 3  ) за різних відношень інтенсивностей q p  зсувного та розтягу-

вального навантажень. Зі збільшенням розтягувального навантаження p  ( constq  ) 

відносний розмір b  області контакту зменшується, а КІН IIK  зростає. При цьому для 

1q p   розмір області контакту l  на декілька порядків менший від характерного 

розміру задачі 1h . Подібна властивість має місце також для міжфазної тріщини у не-

обмеженому кусково-однорідному середовищі [4]. Однак, на відміну від випадку не-
обмеженого середовища, у розглядуваній задачі відносний розмір b  залишається по-
рівняно малим і для 1q p  . 

 
q p  1000 100 10 5 2 1 0,5 0,2 

b  0,153 0,148 0,110 0,081 0,039 0,017 0,006 0,0007 

IIK  2,706 2,711 2,758 2,812 2,980 3,273 3,877 5,766 

Висновки. 
Із застосуванням методу Вінера  Гопфа знайдено аналітичний розв’язок контакт-

ної задачі для міжфазної напівнескінченної тріщини у пружній кусково-однорідній 
смузі. Встановлено, що розмір області контакту берегів тріщини поблизу її вершини 
разом із коефіцієнтом інтенсивності напружень суттєво залежать від відношення ін-
тенсивностей зсувного та розтягувального навантажень. Якісний характер цих залеж-
ностей такий самий, як і для міжфазної тріщини у необмеженому кусково-однорідно-
му середовищі. 
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РЕЗЮМЕ.  Розглянуто розтяг і зсув пружної кусково-однорідної смуги з напівнескінченною 
тріщиною на межі поділу матеріалів. Враховано фрикційний контакт берегів тріщини поблизу її вер-
шини. Із застосуванням методу Вінера – Гопфа систему інтегральних рівнянь задачі зведено до не-
скінченної системи алгебраїчних рівнянь. Знайдено розподіли нормальних і дотичних напружень на 
лінії тріщини та її продовженні, а також коефіцієнт інтенсивності зсувних напружень. 
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