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Abstract. The control law of the eccentric wheel rotation which asymptotically 

stabilizes an equilibrium of the Translational Oscillator with a Rotating Actuator (TORA) is 
proposed. A nonlinear dependence of the force on displacement that occurs during the de-
formation of the elastic elements of the model on displacement is taken into account because 
in some cases the disregard of nonlinearity can lead to the loss of correctness of the model. 
It is shown that such control is robust, and the way of estimating the region of robustness in 
the space of the system parameters of the mechanical system is suggested. The obtained 
results are illustrated by an example of the real system. 
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Вступ. 
Супутники з подвійним обертанням є одним з основних типів безпілотних кос-

мічних апаратів. Наближено такий супутник можна представити у вигляді двох твер-
дих тіл, платформи та ротора, що з’єднані жорстким валом. Після доставки на орбіту 
супутник рухається без взаємного обертання його частин одна відносно іншої, як одне 
тверде тіло. Задача полягає в тому, щоб забезпечити необертання платформи, напри-
клад, для проведення досліджень чи фотозйомки в заданому напрямку. Для цього еле-
ктродвигун, що розташований на платформі, обертає за допомогою валу ротор у на-
прямку, який співпадає із напрямком початкового обертання. Таким чином, кутова 
швидкість платформи прямує до нуля, а момент імпульсу ротора стає рівним початко-
вому моменту системи. Однак відомо [4, 9], що внаслідок такого маневру супутник 
може «перекинутись» через збільшення кута нутації чи швидкість обертання ротора 
почне необмежено зростати. Це може призвести до значного відхилення руху косміч-
ного апарату від бажаного. В роботі [17] для дослідження цих негативних режимів 
було запропоновано використовувати механічну модель, що отримала назву TORA, 
яка має схожу математичну природу з моделлю супутника із подвійним обертанням. 
Відзначимо, що окрім застосування до вивчення поведінки космічних апаратів, сама 
модель TORA є цікавою для теоретичного дослідження. Зокрема, в роботі [3] запро-
поновано використовувати TORA як модель механізму, призначеного для активного 
гасіння вібрації обертанням ексцентрикового маховика [18]. 

Аналіз літератури показав, що здебільшого розглядається лінійна залежність си-
ли, яка виникає при деформації пружини, від зміщення. Це добре узгоджується з тим, 
що при невеликих амплітудах зміщення та деформаціях неушкодженого матеріалу 
нелінійні ефекти, які традиційно пов’язують із слабким ангармонізмом міжатомного 
потенціалу, проявляються несуттєво і їх вплив може не враховуватись. Однак, відомо 
[2], що для великих амплітуд зміщення та при наявності дефектів мікроструктури ма-
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теріалів вплив нелінійних ефектів може стати суттєвим. Тому аналіз динаміки механі-
чних систем та побудова математичних моделей, які враховують нелінійність сил, що 
виникають при деформації пружних елементів цих систем, становить значний інтерес. 
Зокрема тому, що неврахування цього ефекту може зменшити адекватність моделі та 
привести до розбіжностей між реальною та прогнозованою поведінкою системи, що 
моделюється [6]. У Додатку проілюстровано подібну розбіжність. Виходячи зі слабкої 
вивченості моделі TORA при врахуванні нелінійності сили, що виникає при деформа-
ції пружини, від зміщення, процедура побудови керування, яке забезпечує бажану 
динаміку такої моделі, становить значний інтерес і є новою. 

TORA може бути віднесений до класу т.зв. малоприводних механічних систем 
(ММС) (англ. underactuated mechanical system), які характеризуються тим, що кіль-
кість входів керування в них менша кількості змінних, яка описує поведінку системи. 
Системи такого класу широко використовуються при конструюванні різноманітних 
роботів, аерокосмічних та морських апаратів [10, 11], оскільки мають переваги в 
меншому споживанні енергії і меншій вартості у порівнянні з механічними системами 
з більшою кількістю входів керування. В роботі [10] також можна знайти список ро-
біт, присвячених основним підходам до побудови керування TORA. Згадаємо також 
роботи [12, 16], де за допомогою перетворення змінних початкова система диференці-
альних рівнянь, яка описує поведінку TORA, зводиться до т.зв. «каскадного вигляду». 
З умови глобальної асимптотичної стійкості нульового стану рівноваги цієї системи 
отримано закон керування, що забезпечує такий же тип стійкості TORA. Відзначимо 
надзвичайно громіздкий вигляд отриманого закону керування, що ускладнює його 
застосування на практиці. 

Ефективним методом побудови закону керування для нелінійних систем є метод 
динамічного керування по поверхні (ДКП) (англ. Dynamic Surface Control) [14, 15]. 
Однією з його особливостей є те, що керування, побудоване з його допомогою, забез-
печує прямування траєкторій системи диференціальних рівнянь, що досліджується, не 
до рівноважних значень змінних, а до деяких наперед заданих траєкторій, прямування 
яких до рівноважних значень змінних постулюється. Також особливістю даного мето-
ду є застосування фільтрів, які дозволяють уникнути наростання складності елементів 
системи диференціальних рівнянь, в тому числі й закону керування, хоча й збільшу-
ють її розмірність. Крім того, оскільки часові константи фільтрів можуть бути вибрані 
фіксованими, але як завгодно малими додатними числами, то початкова система ди-
ференціальних рівнянь природнім чином може бути представлена у вигляді швидко-
повільної системи. Подібний підхід до побудови керування TORA частково реалізо-
вано в роботі [13]. Слід відзначити, що повністю вирішити питання із громіздкістю 
керування не вдалося. Також вибір параметрів керування й часових констант фільтрів 
відбувається лише, виходячи із загальних рекомендацій, на інтуітивному рівні. 

Головні цілі даної роботи полягають в наступному: 
1) розвинути метод ДКП побудови керування для ММС шляхом специфічного ви-

бору параметрів і констант фільтрів, що дозволить уникнути зростання порядку до-
поміжної системи, а також явища значного ускладнення вигляду як допоміжної сис-
теми диференціальних рівнянь, так і закону керування, т. зв. явища «вибуху членів» 
(англ. explosion of terms); 

2) побудувати закон обертання електродвигуна, який забезпечить асимптотичну 
стійкість стану рівноваги математичної моделі TORA при врахуванні нелінійної зале-
жності сили, що виникає при деформації пружини, від зміщення для всіх початкових 
значень змінних відносно деякої області, яку також буде визначено, а також наявності 
неточностей в параметрах моделі; 

3) побудувати в явному вигляді функцію Ляпунова, яка дозволяє отримати дове-
дення щодо бажаних динамічних характеристик моделі, що досліджується, при запро-
понованому керуванні, не розділяючи відповідну систему диференціальних рівнянь 
на «швидку» та «повільну» підсистеми; 

4) довести робастність керування та визначити область робастності у просторі па-
раметрів моделі. 
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1. Постановка задачі. 
Розглянемо конструкцію TORA. Основою моделі є прикріплений до стіни за до-

помогою пружини візок, центр мас якого може рухатися у вертикальній площині 
XOY вздовж горизонтальної осі OX. На візку розташовано маховик, який несе точко-
ву масу і є симетричним відносно центру. Вісь обертання маховика перпендикулярна 
до площини руху візка, навколо якої він може обертатися в ту чи іншу сторону. Ма-
ховик приводиться в рух електродвигуном, статор якого жорстко скріплений з візком, 
а вісь ротора жорстко скріплена з віссю маховика. 

На рис. 1 зображено схему TORA, де 1q  

– горизонтальне зміщення центру маховика 
C  від його положення рівноваги O ; 2q  – 

кут відхилення точкової маси від вертикалі. 
Керування TORA відбувається за допомогою 
обертання ексцентрикового маховика, яке 
задається електродвигуном, тому керуючим 
параметром в системі вважаємо момент елек-
тромагнітних сил, що прикладені до ротора зі 
сторони статора. Задача керування полягає у 
стабілізації TORA в його положенні рівнова-
ги 1 = 0q , 2 = 0q . 

2. Рівняння руху. 
Введемо позначення: m  – точкова маса; M  – маса візка, двигуна і маховика; r  – 

відстань між центром маховика і точковою масою; J  – момент інерції маховика;   – 
момент електромагнітних сил, які прикладені до ротора електродвигуна зі сторони 
статора. Жорсткість K  пружини вважаємо нелінійно залежною від зміщення: 

3
1 1 2 1=K K q K q , де 1K  і 2K  – коефіцієнти жорсткості. 

Використовуючи метод Лагранжа, отримаємо рівняння руху TORA [12] 

 2 3
1 2 2 2 2 1 1 2 1

2
2 2 1 2

( ) cos( ) sin( ) = 0;

( ) cos( ) sin( ) = ,

M m q mr q q q q K q K q

I mr q mr q q mgr q

    

   

  

 
                      (1) 

де g  – прискорення вільного падіння. Відзначимо, що в ряді робіт, напр. [16], рівнян-
ня руху TORA розглядались без доданку 2sin( )mgr q , що відповідає знаходженню 
супутника на орбіті. Однак, в даній роботі рівняння руху розглядаються без цього 
припущення, що дозволяє використовувати отримані результати як для супутника, так 
і для моделі активного гасіння вібрацій, на чому було зроблено акцент у вступі. 

Вважаємо, що параметри моделі задані неточно, тобто вони неперервно залежать 
від числового векторного параметра, який належить замкненій множині. Під «параме-
трами моделі» розуміються числові величини, від яких залежать коефіцієнти системи 
диференціальних рівнянь (1). В такому випадку систему диференціальних рівнянь (1) 
будемо розглядати у вигляді  

   
 

2 3
1 2 2 2 2 1 1 2 1

2
2 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) cos( ) sin( ) ( ) ( ) = 0;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos( ) ( ) ( )sin( ) = ,

M p m p q m p r p q q q q K p q K p q

I p m p r p q m p r p q q m p gr p q

    

   

  

 
     (2) 

де np P R  , n N . 

Зауваження 1. Вважаємо, що область P  містить тільки допустимі значення па-
раметрів. Допустимими вважаємо ті значення параметрів, при яких не виникає проти-
річ із фізичною природою величин, що входять до складу моделі, тобто з невід’єм-
ністю мас, довжин, осьових моментів інерції, коефіцієнтів жорсткості, тощо. 

 
Рис. 1 
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Нехай 1( )
=

( ) ( )

K p
t

M p m p



 – узагальнений час. Тоді, позначивши [8],  

 1 1 2 2
1
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= ; = ;
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M p m p M p m p
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p p

K p M p m pI p m p r p M p m p
 



 
 

отримаємо безрозмірну систему диференціальних рівнянь (диференціювання ведеться за 
узагальненим часом  ), яка, очевидно, еквівалентна системі диференціальних рівнянь (2):  
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1 1 1 2 2 2 2

2 2 1 22
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( ) ( ) sin( ) cos( ) = 0;
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( )cos( ) sin( ) = ,
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q q p q p q q q q

m p gr p M p m p
q p q q q

K p I p m p r p

 

 

   


 



    

 
                (3) 

Відзначимо, що далі, якщо не вказано іншого,  
  
 

 означає диференціювання за узага-

льненим часом  . Легко бачити, що 0 < ( ) < 1p , 0 < ( )p  і вирази під коренями до-

датні для всіх .p P  
Слідуючи [12], використаємо перетворення керування та координат за такими 

правилами:  

2 1 2 2 1 1 2= ( , ) ( , , , ); = ( )sin( );p q u p q q q q p q         

2 1 2 2 3 2 4 2= ( ) cos( ); = ; = ,q p q q q q                                       (4) 

де 
2 2

2 2( , ) = 1 ( ) ( ) 0;cosp q p q    

2 2
1 2 2 2 2 2 2 1( , , , ) = ( ) sin( )cos( ) ( ) cos( )p q q q p q q q p q q        

 
 

3
2 2 12

1

( ) ( ) ( ) ( )
sin( ) ( ) ( )cos( ) .

( ) ( ) ( ) ( )

m p gr p M p m p
q p p q q

K p I p m p r p
 


 


  

Тоді система диференціальних рівнянь (3) буде мати наступний вигляд:  

   31 2 2 1 3 1 3 3 4 4= ; = ( )sin( ) ( ) ( )sin( ) ; = ; = .p p p u                               (5) 

Зауваження 2. Відображення, яке задається перетворенням координат (4) є дифе-
оморфізмом. Це випливає з того, що воно, очевидно, бієктивне, гладке, так як частин-
ні похідні відповідних функцій неперервні на всій області існування і якобіан цього 
відображення  

2

2 2 2

1 0 ( )cos( ) 0

0 1 ( ) sin( ) ( ) cos( )
det = 1

0 0 1 0

0 0 0 1

p q

p q q p q


 

 
  
 
 
 


  для всіх  2

2 2( , , )q q p R P  . 

Так як в стані рівноваги TORA 1 = 0q , 2 = 0q  і швидкості 1q , 2q  також рівні 0 , то 
задача стабілізації цього стану рівноваги керуванням   еквівалентна задачі побудови 
керування u , яке забезпечить асимптотичну стійкість стану рівноваги 1 = 0 , 2 = 0 , 

3 = 0 , 4 = 0  системи диференціальних рівнянь (5). 
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3. Побудова керування. 
Для побудови керування застосуємо метод ДКП, що був запропонований в [15]. 

Нехай 3  – бажана траекторія, до якої прямує змінна 3  при керуванні u . Позначимо 

величину 1S  наступним чином:  

1 3 3= ,S                                                            (6) 

де 3  – результат застосування фільтра до 3 , тобто  

1 3 3 3 3 3= ; (0) = (0),                                                    (7) 

де 1  – довільна додатна як завгодно мала константа. Продиференціювавши (6) за 

узагальненим часом отримаємо, враховуючи (5), що  

1 3 3 4 3= = ,S         

звідки випливає, що якщо змінна 4  асимптотично прямує до  

4 1 1 3= ,c S                                                            (8) 

де 1 > 0c  деяка константа, то величина 1S  асимптотично прямує до 0  незалежно від 

свого початкового значення. 
Діючи аналогічно, позначимо величину 2S  наступним чином:  

2 4 4= ,S                                                              (9) 

де 4  – результат застосування фільтра до 4 , тобто  

2 4 4 4 4 4= ; (0) = (0),                                               (10) 

де 2  – довільна додатна як завгодно мала константа. Продиференціювавши (9) за 

узагальненим часом отримаємо, враховуючи (5), що  

2 4 4 4= = .S u       

Обравши керування  

2 2 4= ,u c S                                                           (11) 

де 2 > 0c  – деяка константа, забезпечимо асимптотичне прямування до нуля величини 

2S  при довільному її початковому значенні. 

Нехай  

1 3 3=z                                                              (12) 

та  

2 4 4=z                                                              (13) 

 – похибки фільтрів. Тоді з (6) та (12) отримаємо, що  

1 1 3 3 3 3 3 3= = .S z                                                 (14) 

Аналогічно, з (9) та (13) отримаємо, що  

2 2 4 4 4 4 4 4= = .S z                                                 (15) 

Враховуючи співвідношення (7), (8), (12) та (14) і вибираючи 1 1= 1/c  , перетво-

римо (15) наступним чином:  

1 1
2 2 4 4 4 1 1 3 4 4 3 3

1 1 1

1
= = = = ( ).

S z
S z c S       

  
                         (16) 
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Тоді, вибираючи 2 2= 1/c   і враховуючи (10), (13), (16), з (11) отримаємо вираз 

для керування:  

3 32 4
2 2 4 2 2 2 2

2 2 2 1 2 1 2

1
= = = ( ) = .

z
u c S c S S z

 
      

        
                  (17) 

Таким чином, оскільки 1  і 2  можуть бути довільними додатними як завгодно 

малими константами, то система диференціальних рівнянь (5) при керуванні (17) є 
різнотемповою і має наступний вигляд: 

   31 2 2 1 3 1 3

3 34
3 4 4

2 1 2 1 2

= ; = ( )sin( ) ( ) ( )sin( ) ;

= ; = .

p p p         
   

    

   

  

 
 

                  (18) 

Нехай 
2 2 4
1 2 1

3 3 1 2 2= ( , , ) = arctan 1 ( )
2 2 4

p p
       

 
    
 
 

  . Тоді керування (17) 

має вигляд 
2 2 4

34 1 2 1
2

2 1 2 1 2

1
= arctan 1 ( ) ,

2 2 4
u p

    
    

 
      
 
 

                 (19) 

а система диференціальних рівнянь (18) –  

   31 2 2 1 3 1 3

2 2 4
34 1 2 1

3 4 4 2
2 1 2 1 2

= ; = ( )sin( ) ( ) ( )sin( ) ;

1
= ; = arctan 1 ( ) .

2 2 4

p p p

p

         

       
    

   

 
      
 
 

 

 
           (20) 

Зауважимо, що при іншому виборі 3  отримаємо інший вигляд керування (17). 

Заміною змінних  

3 3 1 2
1 2 3 3 1 2 4

1

( , , )
= ; = ; = ( , , ); =

p
x y p

           



 

               (21) 

система диференціальних рівнянь (20) може бути представлена у вигляді  

   33 3

3
3 2

1 2 1 11

= ; = ( )sin( ( , , )) ( ) ( )sin( ( , , )) ;

( , , )1 1
= ( , , ); = ,

x y y x p x y p p x p x y p

x y p
x y p

      

     
   

     

 
       

 

  
  

   (22) 

де 

   
2 2 4

3
3 3

3 2 2 4 2 2 4

1 ( ) ( )sin( ) ( ) ( )sin( )2 2 4( , , ) =
3

1 ( ) 1 ( )2 2 4 2 2 4

x y x
p x p p x p

x y p
x y x x y xp p

       


 


        


      


   

  
2

2 23 2
3 332 2 4

( ) sin( )1
1 ( ) 3 3 ( ) sin( ) ( ) ( )sin

2
1 ( )

2 2 4

p y
p x p x p

x y x
p
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Зауваження 3. Відображення, яке задається перетворенням координат (21), є ди-
феоморфізмом. Це випливає з того, що воно, очевидно, бієктивне, гладке, так як час-
тинні похідні відповідних функцій неперервні в усій області існування, зокрема 

 2
1 2 1

2 2 4 2 2 4
1 1 1 11 2 1 1 2 1

1 ( ) 1
= ; = ;

2 1 3 ( ) 1 ( )
2 2 4 2 2 4

p

p p

    
         

  


   
       

 

 

2 4
1 1

2 2 4 2 2 4
2 2 1 21 2 1 1 2 1

1 ( ) 12 4= , =

1 3 ( ) 1 ( )
2 2 4 2 2 4

p

p p

   
         

   


   
       

 

 

неперервні функції для всіх 2
1 2( , , )p R P     і якобіан цього відображення  

1 2

2 2 1

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0det = 1

1
1

 
 
 
  

 
 
 
  
   
  
    

  для всіх 2
1 2( , , )p R P    . 

4. Дослідження стійкості. 

Розглянемо скалярну функцію 4( , , , , ) : nV x y p R R R    , (0, 0, 0, 0, ) = 0V p  

наступного вигляду: 

 
2 22
1

1( , , , , ) = ln ( , , ) ,
2 2

V x y p V x y p
                                 (23) 

де 
2 2 4

1
2

( )
( , , ) = 1 ( )

2 2 4 ( , , )

x y x A p xy
V x y p p

V x y p
    ; 

   22 2 2

1 ( )
( ) = ;

2 3
1 ( ) 1 ( ) ( ) 2 3 ( ) 6 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

2

p
A p

p p p p p p p p p



             
 

2 2 4

2
3 3

( , , ) = 1 3 ( )
2 2 4

x y x
V x y p p   . 

Легко бачити, що для всіх p  з P  має місце оцінка 0 < ( ) < 1/ 4A p , тому 

1( , , ) 1V x y p   для всіх 2( , , )x y p R P  , причому рівність досягається лише при 

= = 0x y . Отже, функція (23) приймає невід’ємні значення в усіх точках простору 
4R P , причому рівність нулю досягається лише при = = = = 0x y   , тобто функ-

ція (23) додатно визначена. 
Знайдемо похідну функції (23) за узагальненим часом   в силу системи диферен-

ціальних рівнянь (22). 

(22)
( , , , , ) / =dV x y p d    
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3
3

3
2 2 2

1
1

( )( ) 3 ( )
( ) ( )

2( , , ) ( ( , , ))
= =

( , , )

A p xy xy xx yy p x x
xx yy p x x A p xy

V x y p V x y p

V x y p



  

  
   

 

      

   

 2
3 3 3

1

1
= ( ) sin( ) ( ) ( ) sin( ) 3 3 ( ) sin( )

( , , )
p y p p y x p x

V x y p
               

    


2 2

2 2
3

2 2

( ) ( )
( ) ( )sin

( , , ) ( , , )

A p y A p x
p

V x y p V x y p
        

3 3
3 3

2 2

( ) ( )sin( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin

( , , ) ( , , )

A p p x p A p p x

V x y p V x y p

       
  

 
 

 2 2 2 2
3 3

2

( ) ( ) 3 ( ) sin( ) 3 ( ) ( )sin

( , , )

A p p x x p x p

V x y p

         
 

 
 

 2 2 22
3 3

3
2 2

1 ( ) 3 3 ( ) sin( ) ( ) ( )sin3 ( ) ( )
sin( )

2 ( , , ) ( , , )

p x p x pp A p xy

V x y p V x y p

        
     
   
 

  

 
  

22
3 3 3

2 3
1 3 3 3

( , , ) ( ) sin( ) ( ) sin( )

( , , ) ( , , ) 2 ( ( , , ))

V x y p x p p y

V x y p y V x y p V x y p

        


      
 

 
 

 2 2 2 3 33 3 3

3 3

( ) 3 ( )sin( ) 3 ( ) ( )sin ( ) ( ) ( )sin
( , , ) ( , , )

p x x x p p p p

V x y p V x y p

                
  

  
 

2 2 2 2
3 3 3

3 3

( ) ( ) sin( ) 3 3 ( ) sin( ) ( ) ( )sin
2 ( , , ) ( , , )

p p y x p x p

V x y p V x y p

                
    

  
         (24) 

2
2 2 1 3 3 3
1 2 3

2 1 3 3 3

( , , ) ( ) sin( ) ( ) sin( )1 1

( , , ) ( , , ) 2 ( ( , , ))

V x y p x p p y

V x y p y V x y p V x y p

         
 

 

            

 
 

 2 2 2 3 33 3 3

3 3

( ) 3 ( )sin( ) 3 ( ) ( )sin ( ) ( ) ( )sin
( , , ) ( , , )

p x x x p p p p

V x y p V x y p

                
  

  
 

2 2 2 2
3 3 3

3 3

( ) ( ) sin( ) 3 3 ( ) sin( ) ( ) ( )sin ,
2 ( , , ) ( , , )

p p y x p x p

V x y p V x y p

                
    

  
 

де позначено 
2 2 4

3( , , ) = 1 ( )
2 2 4

x y x
V x y p p   . 

Враховуючи, що згідно формули Лагранжа про скінченні прирости 

3 3 3 3
2

3

ˆ ˆsin( ) sin( ) cos( ) cos( ) ,
( , , )

y

V x y p y
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де ̂  – деяка точка з R , з (24) випливає, що 

2
3

(22)
2

11 3

ˆcos( )( , , , , )
| ( ) ( )

( , , )( , , ) ( , , )

ydV x y p y
p p

d V x y pV x y p V x y p y

     


    
  


 

 2 2 2 2
3 3

2
11 3

3 3 ( ) sin( ) ( ) ( )sin 1 ( )

( , , )( , , ) ( , , )

x p x p p y

V x y pV x y p V x y p y

            
 

 
 

2 2

3
2

2 2 2 3

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ( ) cos( )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

A p y A p x A p p xy
p y

V x y p V x y p V x y p V x y p y

        


  

 2 2 2 2
3 33

2 2

( ) ( ) 3 ( ) sin( ) 3 ( ) ( )sinˆ( ) ( ) cos( )

( , , ) ( , , )

A p p x x p x pA p p x

V x y p V x y p

             
  

 
 

3 32 2
3 3 3

2
22 3

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos( ) ( )sin sin

( , , )( , , ) ( , , )

A p p p xy A p p p x

V x y pV x y p V x y p y

            
  



  
 

 2 2 22
3 33

2 2

1 ( ) 3 3 ( ) sin( ) ( ) ( )sin3 ( ) ( ) sin( )

2 ( , , ) ( , , )

p x p x pp A p xy

V x y p V x y p

                 
 

 

 
 

2
2 2
1

1 2 1

1 1  
  

 
    

 
 

2
3 3

2 2
3 3 33 3

ˆ( , , ) ( ) cos( )( )

( , , ) ( , , ) ( , , )( , , ) ( , , )

V x y p px p y

V x y p y V x y p V x y pV x y p V x y p y

         
 


 

 2 2 2 3 23 3 3

2
3 3 3

( ) 3 ( )sin( ) 3 ( ) ( )sin ( ) ( ) ( )sin
( , , ) ( , , ) ( , , )

p x x x p p p p y

V x y p V x y p V x y p y

                
  



  
 

3 2 22
3 3 3

3
3 3

ˆ( ) ( ) cos( ) ( ) ( ) sin( )sin

( , , ) 2 ( ( , , ))

p p p y

V x y p V x y p

            
  

  
 

2 2
3 3

3 3 3

( ) ( ) sin( ) 3 ( ) sin( )3

2 ( , , ) ( , , ) ( , , )

p p y p xx

V x y p V x y p V x y p

        
  



 
 

2 2 2
3 3 3

2
33 3

ˆ( ) sin( ) ( ) sin( ) cos( )

( , , )( , , ) ( , , )

p y p

V x y pV x y p V x y p y

               
 

  
 

1 3 3
2 2

3 3 33 3

ˆ( , , ) ( ) cos( )( )

( , , ) ( , , ) ( , , )( , , ) ( , , )

V x y p px p y

V x y p y V x y p V x y pV x y p V x y p y
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2 2 32 2
3 3 3

2
3 3 3

( ) ( 3 ( )sin( ) 3 ( ) ( )) ( ) ( ) ( )sin sin

( , , ) ( , , ) ( , , )

p x x x p p p p y

V x y p V x y p V x y p y

                
  



  
 

3 22
3 3 3

3
3 3

ˆ( ) ( ) cos( ) ( ) ( ) sin( )sin

( , , ) 2 ( ( , , ))

p p p y

V x y p V x y p

            
  

  
               (25) 

2 2
3 3

3 3 3

( ) ( ) sin( ) 3 ( ) sin( )3

2 ( , , ) ( , , ) ( , , )

p p y p xx

V x y p V x y p V x y p

        
  



 
 

2 2
3 3 3

2
33 3

ˆ( ) sin( ) ( ) sin( ) cos( )
.

( , , )( , , ) ( , , )

p y p

V x y pV x y p V x y p y

              
 

  
 

Так як  

2 2 2
3 33 3 ( )sin( ) ( ) ( ) 0sinx x p p            для всіх 3( , , , )x y p R P   ; 

2 2 2
3 33 ( )sin( ) 3 ( ) ( ) 0sinx x p p            для всіх 3( , , , )x y p R P   ; 

3ˆ| cos( ) | 1    для всіх 3ˆ( , , , )x y p R P   ; 

3| sin( ) | 1    для всіх 3( , , , )x y p R P   ;  

21 ( , , )V x y p  2
31 ( , , )V x y p y  31 ( , , ) 1V x y p   для всіх 2( , , )x y p R P  ; 

2 ( , , ) 2 3x V x y p   для всіх 2( , , )x y p R P  ; 

 2 2 2
3 3 2

2 3

1 ( ) 3 3 ( ) sin( ) ( ) ( ) ( , , )sin

1 ( ) 2 3 ( ) 6 ( ) ( ) для всіх ( , , , ) ;

p x p x p V x y p

p p p p x y p R P

      

     

     

     

 
 

2 2 2
3 3 33 ( )sin( ) 3 ( ) ( ) ( , , )sinx x p p V x y p            

22 ( ) 3 2 ( ) 3 ( )p p p      для всіх 2( , , )x y p R P  ; 

3 ( , , ) 2y V x y p   для всіх 2( , , )x y p R P  ; 

3 ( , , ) 2x V x y p   для всіх 2( , , )x y p R P  ; 

2
3 3( , , ) ( , , ) 2V x y p V x y p y   для всіх 2( , , )x y p R P  ;  

2

3

2
( , , )

y

V x y p
  для всіх 2( , , )x y p R P  ,  

то з (25) отримаємо наступну оцінку: 
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2

2
(22) 11 3

( , , , , ) | || |
( ) ( )

( , , )( , , ) ( , , )

dV x y p y y
p p

d V x y pV x y p V x y p y

   


    
  

 

 2 2 2 2
3 3

11 2

3 3 ( ) sin( ) ( ) ( )sin 1 ( )

( , , )( , , ) ( , , )

x p x p A p x

V x y pV x y p V x y p

         
   



 
 

   2 2

2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) | || | 1 ( ) ( ) ( ) ( ) | || |
| || |

( , , ) ( , , )

p p A p p x y p p A p p x
y

V x y p V x y p

      
 

 
     

 
2

2

2

3
( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 2 3 ( ) 6 ( ) ( )

( , , ) 2

y
p A p p A p p p p p p

V x y p
      

 
         

 

 2 2 2
1

2 1

1 1 2
1 ( ) ( ) 3 2 3 ( ) ( ) 3 2 ( ) 3 ( ) | || |

( )
p p p p p p x

p
        

  

   
                  

 

3 3 2

3 1

( ) | || | 1
2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

( , , )2

p y
p p p p p

V x y p

       


  
         
   

         (26) 

  2
1

2
1 ( ) ( ) 3 2 3 ( ) ( ) 3 2 ( ) 3 ( ) | || |

( )
p p p p p p x

p
       



  
            

 

 3 3
1 1

3

( ) | || |
2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) | || |

( , , )2

p y
p p p p p

V x y p

                
 

  

для всіх 4( , , , , ) .x y p R P     

Скориставшись нерівністю 
2

2 2 ,
2 2

a b
az bz z

a
      яка вірна для всіх , ,a b z R , 

> 0a  та співвідношеннями 

2 2 2
23 3

1

3 3 ( )sin( ) ( ) ( ) 6sin 3 2 ( ) ( );
( , , ) ( )

x x p p
p p

V x y p p

     
 


   

  
 

 

2
3

1

( , , )
3;

( , , )

V x y p y

V x y p


    

2
2

2
1

( , , ) 2 1 ( )
;

( , , ) 1 ( ) / 3

V x y p A p

V x y p A p

 



 

1

3

( , , ) ( )
1 ;

( , , ) 3

V x y p A p

V x y p
     2

3

( , , )
3,

( , , )

V x y p

V x y p
  

які справджуються для всіх 2( , , )x y p R P  , із (26) отримаємо наступну оцінку: 

2 2

(22) 1 2 1 2

( , , , , ) ( ) ( )

16 ( , , ) ( , , ) 16 ( , , ) ( , , )

dV x y p A p x p y

d V x y p V x y p V x y p V x y p
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2 1 2

2

2

2 ( , , ) ( , , )

( )

2
1 ( ) 3 2 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 3 2 3 ( )

( )

V x y p V x y p

A p

p p p p p p
p



     



 



  
            

 

2
2

1

( ) 1 1 1
2 3 ( ) 1 1 2 ( ) ( ) ( )

23 2

A p
p p p B p  



            
    

                 (27) 

 

2 2 1 2
1

2

2

4 ( , , ) ( , , )

( )

2
1 ( ) 3 2 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 3 2 3 ( )

( )

V x y p V x y p

A p

p p p p p p
p

 

     



 



  
            

 

 
 

232
2

1 1 2

( ) 2 ( ) ( )( ) 1 1 1
4 3 ( ) 1 1 2 ( ) ( )

2 1/ ( )3 2

p p pA p
p p p

B p

  
  

  

                
 

для всіх 4( , , , , )x y p R P    , де  

 23 2 2( ) = ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )B p p p p A p p p p          

23 6
( ) ( ) 3 2 ( ) ( )

2 ( )
p p p p

p
   



 
     

 
 

 

2 2 2

2

( ) 2 1 ( ) 1 ( ) / 3

3
2 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 2 3 ( ) 6 ( ) ( )

2

p A p A p

p A p p A p p p p p p



      

  


 
      

 

 

і величина 1 > 0  вважається такою, що 11 / ( ) > 0B p   для всіх p  з P . Крім того, 

згідно вибору величини ( )A p , очевидно, що для всіх p  з P  

 23
( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 2 3 ( ) 6 ( ) ( ) > 0

2
p A p p A p p p p p p           . 

Сформулюємо і доведемо теорему, яка містить основний результат даної роботи. 
Теорема. Для всіх значень параметра p  з області P  існують такі значення конс-

тант фільтрів *
1 > 0 , *

2 > 0 , що для всіх *
1 1<  , *

2 2<   нульовий стан рівноваги сис-

теми диференціальних рівнянь (22) асимптотично стійкий для всіх початкових зна-
чень змінних з області  



   

4

2/3
2 2

1 1 2 1 2

= ( , , , ) | ( , , , , )

ln 1 ( ) / 3 2 1 ( ) min{ ( , ), ( , , )} ,

x y R V x y p

A p A p M p M p

   

  

  

       
  

 

де  
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2 22 2 4 2
1

2

( )
( , , , , ) = ln 1 ( ) ;

2 2 4 2 2( , , )

x y x A p xy
V x y p p

V x y p

   
 
       

 
 

2 2 4

2
3 3

( , , ) = 1 3 ( ) ;
2 2 4

x y x
V x y p p    

   22 2 2

( )
( ) = ;

3
2 1 ( ) 1 ( ) ( ) 2 3 ( ) 6 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

2

p
A p

p p p p p p p p p



        
 
       

 

 

 
1 1 2

2

( )
( , ) =

2
2 1 ( ) 3 2 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 3 2 3 ( )

( )

A p
M p

p p p p p p
p



     



  
          

 

2
2

1

1 1 ( ) 1
( ) 2 3 ( ) 1 1 2 ( ) ( ) ;

2 3 2

A p
B p p p p  



               
     

 

 
2 1 2 2

2

( )
( , , ) =

2
4 1 ( ) 3 2 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 3 2 3 ( )

( )

A p
M p

p p p p p p
p

 

     



  
          

 

 
 

232
2

2 1 1

( ) 2 ( ) ( )1 1 ( ) 1
4 3 ( ) 1 1 2 ( ) ( ) ;

2 1/ ( )3 2

p p pA p
p p p

B p

  
  

  

                 

 

3( ) = ( ) 2 ( ) ( )B p p p p     

 22 2 23 6
( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 3 2 ( ) ( )

2 ( )
A p p p p p p p p

p
      



 
       

 
 

   

 

2 2 2

2

( ) 2 1 ( ) 1 ( ) / 3
.

3
2 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 2 3 ( ) 6 ( ) ( )

2

p A p A p

p A p p A p p p p p p



      

  


 
      

 

 

Доведення. Виберемо довільне значення параметра *p  з області P  і величину 
*
1 > 0  таким чином, щоб виконувалось співвідношення 

   * * 2 * 2 *
1 1( , ) = 2 1 ( ) 1 ( ) / 3M p A p A p    .  

Тоді для довільного значення константи фільтра *
1 1ˆ0     величину *

2 > 0  ви-

беремо таким чином, щоб виконувалось співвідношення 

   * * 2 * 2 *
2 1 2ˆ( , , ) 2 1 ( ) 1 ( ) / 3M p A p A p      . 
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Вибравши довільне значення константи фільтра *
2 2ˆ0    , розглянемо систему ди-

ференціальних рівнянь (22) при значенні параметра *p  та значеннях констант фільт-

рів 1 2ˆ ˆ,  . 

Функція ( , , , , )V x y p  , як було показано вище, додатно визначена для всіх p  з 

області P  на 4R , тобто додатно визначеною на 4R  є функція *( , , , , )V x y p  . Лег-

ко бачити, що *
1̂1 / ( ) 0B p   , тому для похідної функції *( , , , , )V x y p   по уза-

гальненому часу   в силу системи диференціальних рівнянь (22) виконується оцінка 
(27), з якої випливає, що вказана похідна від’ємна в області  

 4 * * * *
1 1 2 1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ( , , , ) | ( , , ) ( , , ) min{ ( , ), ( , , )}x y R V x y p V x y p M p M p        , 

де, очевидно,  
* * *

1 1 1 1ˆ( , ) ( , ) 0M p M p    і * * *
2 1 2 2 1 2ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) 0M p M p     . 

Так як 

   * * 2 * 2 *
2 1( , , ) ( , , ) 2 1 ( ) 1 ( ) / 3V x y p V x y p A p A p     для всіх 2( , )x y R , 

то в області 1  повністю міститься область  

 4 *
2 1= ( , , , ) | ( , , )x y R V x y p   

   
2/3

2 * 2 * * *
1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ1 ( ) / 3 2 1 ( ) min{ ( , ), ( , , )}A p A p M p M p  

       
  

. 

Дійсно, нехай ( , , , )x y      – довільна точка з області 2 . Тоді, очевидно,  

     3/2* 2 * 2 * * *
1 1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ( , , ) 1 ( ) / 3 2 1 ( ) min{ ( , ), ( , , )}V x y p A p A p M p M p        

і 

   * 2 * 2 * *
2 1( , , ) 2 1 ( ) 1 ( ) / 3 ( , , )V x y p A p A p V x y p       . 

Перемножаючи ці нерівності, отримаємо, що  

* * * *
1 2 1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) min{ ( , ), ( , , )}V x y p V x y p M p M p      ,  

тобто точка ( , , , )x y      міститься в області 1  і область 2 1  . 

Міркуючи аналогічно, з урахуванням того, що функція ln( ) : \ {0}R R   моно-

тонно зростаюча і 

   2 * 2 * *
1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ1 ( ) / 3 2 1 ( ) min{ ( , ), ( , , )} > 1A p A p M p M p     , 

легко показати, що область  
2 22

4 * 1
3 1

ˆ
= ( , , , ) | ln( ( , , ))

2 2
x y R V x y p

  
    


 

   
2/3

2 * 2 * * *
1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆln 1 ( ) / 3 2 1 ( ) min{ ( , ), ( , , )}A p A p M p M p  

       
  

 

повністю міститься в області 2 . 
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Дійсно, нехай ( , , , )x y         – довільна точка з області 3 . Тоді, очевидно,  

2 22
* * 1

1 1
ˆ

ln( ( , , )) ln( ( , , ))
2 2

V x y p V x y p
 

   
         

   
2/3

2 * 2 * * *
1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆln 1 ( ) / 3 2 1 ( ) min{ ( , ), ( , , )}A p A p M p M p   

    
 

, 

або  

   
2/3

* 2 * 2 * * *
1 1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ( , , ) 1 ( ) / 3 2 1 ( ) min{ ( , ), ( , , )} ,V x y p A p A p M p M p   

    
 

    

тобто точка ( , , , )x y         міститься в області 2  і область 3 2  . 

Таким чином, область 3  повністю міститься в області 1 , в якій функція 
*( , , , , )V x y p   додатно визначена, а її похідна за узагальненим часом   в силу сис-

теми диференціальних рівнянь (22) від’ємно визначена. Це значить [1, 5], що нульо-
вий стан рівноваги системи диференціальних рівнянь (22) асимптотично стійкий для 

всіх початкових значень змінних з області 3 . Оскільки *p  – довільне значення па-

раметра з області P , а *
1 1ˆ0     і *

2 2ˆ0     довільні значення констант фільтрів з 

указаних інтервалів, то теорема повністю доведена. 
Зауваження 4. Доведена теорема для всіх значень параметра p  з області P  пос-

тулює наявність значень констант фільтрів *
1 > 0 , *

2 > 0  таких, що для всіх 
*

1 10 < <   і *
2 20 < <   нульовий стан рівноваги системи диференціальних рівнянь 

(22) асимптотично стійкий для всіх початкових значень змінних з області  . 

Нехай для деякого значення параметра *p  з області P  обрано константи 
*

1 1ˆ (0, )  , *
2 2ˆ (0, )  . Оскільки відображення, що задається перетворенням коорди-

нат (21), як було показано, є дифеоморфізмом, то, очевидно, керування (19) асимпто-
тично стабілізує нульовий стан рівноваги системи диференціальних рівнянь (5) для 
всіх початкових значень змінних з області  , яка отримується з області   при пере-
ході від координат ( , , , )x y    до координат 1 2 3 4( , , , )     за формулами (21) при 

зафіксованому значенні параметра *p  і вибраних значеннях констант 1̂ , 2̂ . 

Оскільки відображення, що задається перетворенням координат (4), як було пока-
зано, також є дифеоморфізмом, то враховуючи (4) та переходячи до розмірних вели-
чин, очевидно, керування  

   
* * * 2 *

1* 2 * 2
2* *

( ) ( ) ( ) ( )
( ) = 1 ( ) ( )cos

( ) ( )

K p I p m p r p
p p q

M p m p



  

 

* *
2 2 2

* 2 2 4
2 1 21 *1 2 1

1 ( ) ( )
arctan

ˆ ˆ ˆ( )
1 ( )

2 2 4

dq qM p m p

dtK p
p


     

  
  

        
        

 

 2 * * * 2
2

2 2*
1

( ) ( ) ( )
sin( )cos( )

( )

p M p m p dq
q q

dtK p
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* * * ** *
*

1 2 2* * 2 * * * * 2 *
1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) cos( ) sin( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m p gr p M p m pM p m p
p q q q

I p m p r p K p I p m p r p



  

 
 

3
* *

* * 3
1 2* * 2 *

( ) ( )
( ) ( ) cos( ) ,

( ) ( ) ( )

M p m p
p p q q

I p m p r p
 

   
   

                           (28) 

де  
* *

*
1 1 2* * 2 *

( ) ( )
= ( )sin( ),

( ) ( ) ( )

M p m p
q p q

I p m p r p
 




 

 
* * * *

*1 2
2 2** * * 2 *

11

( ) ( ) ( ) ( )
= ( ) cos( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

dq dqM p m p M p m p
p q

dt dtK pK p I p m p r p
  




 

асимптотично стабілізує нульовий стан рівноваги системи диференціальних рівнянь 

(1) для всіх початкових значень змінних з області  , яка отримується з області   
при переході від координат 1 2 3 4( , , , )     до розмірних фазових координат за форму-

лами  
* *

*
1 1 2* * 2 *

( ) ( )
= ( )sin( );

( ) ( ) ( )

M p m p
q p q

I p m p r p
 




   
* *

2
4 *

1

( ) ( )
=

( )

M p m p dq

dtK p
 

; 

 
* * * *

*1 2
2 2** * * 2 *

11

( ) ( ) ( ) ( )
= ( ) cos( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

dq dqM p m p M p m p
p q

dt dtK pK p I p m p r p
  




; 3 2= q  

при зафіксованому значенні параметра *p  і вибраних значеннях констант 1̂ , 2̂ . 

Зауваження 5. Нехай для значення параметра *p  з області P  обрано константи 
*

1 1ˆ   (0, )  , *
2 2ˆ (0, )   відповідно до зауваження 4, тобто побудовано керування ви-

гляду (28), яке асимптотично стабілізує нульовий стан рівноваги системи диференці-

альних рівнянь (1) для всіх початкових значень змінних з області  . При виконанні 
нерівностей  

1 1 2 2
1 1

ˆ ˆ< ( ( )); < ( ( )),min min
p P p P

p p   
 

                                         (29) 

де 1( )p , 2 ( )p  визначаються з 

   2 * 2 *
1 1( ( ), ) = 2 1 ( ) 1 ( ) / 3M p p A p A p    ; 

   2 * 2 *
2 1 2ˆ( ( ), ( ), ) 2 1 ( ) 1 ( ) / 3M p p p A p A p      ,  

1P P , *
1p P , керування ( )p , очевидно, буде асимптотично стабілізувати нульо-

вий стан рівноваги системи диференціальних рівнянь (1) для всіх початкових значень 

змінних з області  , при відповідному значенні параметра 1p P  і вибраних значен-

нях констант 1̂ , 2̂ . 

Таким чином, нерівності (29) можуть бути використані для визначення області 1P  

робастності керування ( )p . 
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5. Приклад. 
Проілюструємо отримані результати на прикладі конкретної моделі. Нехай пара-

метри моделі такі: = 10M кг; = 1m кг; = 9,8g м/с 2 ; = 1r м; = 1I кг м 2 ; 1 = 5K Н/м; 

2 = 2K Н/м 3 . Вважаємо, що значення величин є точними, тобто не залежать від пара-

метра. Тоді = 0,068A  та із співвідношення    * 2 2
1 1( ) = 2 1 1 / 3M A A     ви-

значимо величину * 3
1 = 3,38 10  . Виберемо 3 *

1 1ˆ 2 10     і зі співвідношення 

   * 2 2
2 1 2ˆ( , ) 2 1 1 / 3M A A       визначимо величину * 3

2 = 1, 258 10  . Вибере-

мо 3 *
2 2ˆ 1 10     і обрахуємо величини 1 1̂( ) 2,953M    і 2 1 2ˆ ˆ( , ) 2,958M    . Згідно 

теореми і зауваження 4, керування   вигляду (28), де коефіцієнти є незалежними від 
параметра, асимптотично стабілізує нульовий стан рівноваги системи диференціаль-
них рівнянь (1) для всіх початкових значень змінних з області  

 4
1 1 2 2= ( , , , ) | ( , , , ) 0,355 ,q dq dt q dq dt R V x y       

де 
2 22 2 4 22 2 4
1̂3 3

( , , , ) ln 1 1 3
2 2 42 2 4 2 2

x y x x y x
V x y Axy

    
  
           

    
; 

1 2
1 2 22 2

11

= sin( ); = cos( );
( )

dq dqM m M m M m
x q q y q

dt K dtI mr K I mr
   

 
 

 

2 2 4
2

2
1

= arctan 1 ; = .
2 2 4

dqM mx y x
q y

K dt
  

      
 
 

 

Еволюція змінних 1q  і 2q , їх швидкостей 1dq dt  і 2dq dt  та керування   при поча-

ткових значеннях 1 = 0,38q м; 1 1dq dt  м/с; 2 = 0q ; 2 = 11dq dt  с 1 , які потрапляють в 

область  , показана на рис. 2. Як бачимо, керування   вирішує поставлену задачу. 
 

   
                          а                                           b                                          c 

    
                                                        d                                           e 

Рис. 2 
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Припустимо, наприклад, що маса m  задана неточно. В цьому випадку вважаємо її 

величиною залежною від параметра: ( ) = (1 )m p p . Тоді * = 0p  і величини 
3

1̂ 2 10    та 3
2ˆ 1 10    обрано вище відповідно цьому значенню параметра. Оче-

видно, що область допустимих значень параметра = { | > 1}P p R p  . Визначимо 

область 1P  зміни параметра p , при всіх значеннях параметра з якої керування ( )p  

вигляду (28) асимптотично стабілізуватиме нульовий стан рівноваги моделі для всіх 

початкових значень змінних з області   при відповідному значенні параметра p  і 

вибраних значеннях констант 1̂ , 2̂ . Згідно співвідношень (29) такою областю може 

бути інтервал [ 0,7; 2,3] , тобто 1 = { | 0,7 2,3}P p R p    . Як бачимо, 1P P . То-

ді область  4
1 1 2 2= ( , , , ) | ( , , , , )q dq dt q dq dt R V x y p     

   
2/3

2 2
1 1 2 1 2ˆ ˆ ˆln 1 ( ) / 3 2 1 ( ) min{ ( , ), ( , , )} ,A p A p M p M p  

       
  

  

де 

2 22 2 4 22 2 4
1

( , , , , )

ˆ3 3
ln 1 ( ) ( ) 1 3 ( ) ;

2 2 42 2 4 2 2

V x y p

x y x x y x
p A p xy p

 

  



                  

 

1 22

( )
= ( )sin( );

( )

M m p
x q p q

I m p r





   
2 2 4

2= arctan 1 ( ) ;
2 2 4

x y x
q y p 

 
    
 
 

 

 
1 2

2
2 11

( ) ( )
= ( ) cos( );

( )

dq dqM m p M m p
y p q

dt K dtK I m p r
 




   2

1

( )
= .

M m p dq

K dt
 

 

Виберемо значення параметра = 2p  з області 1P . Тоді (2) = 0,087A ; 1 1̂( , 2)M    

2,08 ; 2 1 2ˆ ˆ( , , 2) = 2,089M    і область  

 4
1 1 2 2= ( , , , ) | ( , , , , 2) 0,121 .q dq dt q dq dt R V x y      

      

                         a                                           b                                           c 

       
                                                d                                          e 

Рис. 3 
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Еволюція змінних 1q  і 2q , їх швидкостей 1dq dt  і 2dq dt  та керування (2)  ви-

гляду (28), де залежними від параметра є величини m ,   та  , при початкових зна-

ченнях 1 = 0, 27q м; 1 = 0м сdq dt ; 2 = 0q ; 1
2 = с0dq dt  , які потрапляють в область 

 , показана на рис. 3. Як бачимо, керування вирішує поставлену задачу. 

Додаток.  
Наведемо приклад, який демонструє важливість врахування нелінійної залежності 

сили, яка виникає при деформації пружини, від зміщення. Нехай параметри моделі: 

= 10кгM ; = 5m кг; = 9,8g м/с 2 ; = 1r м; = 1I кг  м 2 ; 1 = 5K Н/м; 2 = 2K Н/м 3 . 

         
                            a                                             b                                            c 

      
                                                d                                            e 

Рис. 4 
На рис. 4 представлено динаміку моделі TORA при запропонованих параметрах 

моделі, а на рис. 5 – припускаючи, що параметр 2K , який відповідає за нелінійні чле-

ни залежності сили, яка виникає при деформації пружини, від зміщення, рівний нулю. 
Керування   в обох випадках має вигляд (28) із незалежними від параметра коефіці-
єнтами, де 1̂ 1   і 2ˆ 0,1  . Початкові значення змінних однакові: 1 = 1q м, 

1 = 5dq dt м/с; 2 =q  ; 2 = 5dq dt с 1 . 

   
                         a                                            b                                          c 

       
                                               d                                            e 

Рис. 5 
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Висновок. 
В роботі отримано закон обертання електродвигуна, який забезпечує асимптотич-

не прямування траекторії руху моделі TORA із врахуванням нелінійної залежності 
сили, яка виникає при деформації пружини, що входить до складу моделі, від зміщен-
ня, до положення рівноваги. Нелінійність сили пружності пружини значно ускладнює 
задачу побудови керування. Також складності додає те, що деякі параметри моделі 
можуть бути задані неточно і певним чином залежати від деякого числового парамет-
ра (вимагається лише неперервність цієї залежності та «допустимість» значень пара-
метрів в контексті зауваження 1), область зміни якого наперед невідома. Проте, засто-
сування техніки ДКП дозволяє отримати бажане керування. Запропоновано розвиток 
методу ДКП, який полягає у специфічному виборі параметрів і констант фільтрів. Це 
дозволяє уникнути зростання порядку допоміжної системи, а також явища значного 
ускладнення вигляду як допоміжної системи диференціальних рівнянь, так і закону 
керування, т. зв. «explosion of terms», внаслідок того, що потрібно диференціювати за 
часом в силу системи (можливо декілька раз) певну, часто нелінійну, функцію, див. 
[7,12]. В даному випадку ця функція входить в закон керування без диференціювання. 
Це, в свою чергу, спрощує доведення того факту, що отримане керування вирішує 
поставлену задачу керування методом функцій Ляпунова. Оскільки відсутні регулярні 
методи побудови функцій для більшості нелінійних систем диференціальних рівнянь, 
то в більшості випадків побудова в явному вигляді бажаної функції Ляпунова для та-
кої системи являє собою складну задачу. Зниження порядку системи диференціальних 
рівнянь та спрощення її вигляду дозволили в даному випадку отримати в явному ви-
гляді відповідну функцію та з її допомогою довести, що запропоноване керування 
вирішує поставлену задачу керування. Також доведена робастність такого керування 
та визначена область робастності у просторі параметрів системи. Отримані результати 
проілюстровані на прикладі конкретної механічної моделі. 

Таким чином, головні досягнення даної роботи полягають в наступному: 
1) розвинуто метод ДКП побудови керування для ММС шляхом специфічного ви-

бору параметрів і констант фільтрів, що дозволяє уникнути зростання порядку допо-
міжної системи, а також явища значного ускладнення вигляду як допоміжної системи 
диференціальних рівнянь, так і закону керування, т. зв. «explosion of terms»; 

2) побудовано закон обертання електродвигуна, який забезпечує асимптотичне 
прямування траекторії руху моделі TORA до стану рівноваги, враховуючи нелінійну 
залежність сили, що виникає при деформації пружини, від зміщення, а також наяв-
ність неточностей в параметрах моделі; 

3) побудовано в явному вигляді функцію Ляпунова, яка дозволяє довести бажані 
динамічні характеристики моделі, що досліджується, при запропонованому керуванні, 
не розділяючи відповідну систему диференціальних рівнянь на «швидку» та «повіль-
ну» підсистеми та отримано оцінку області збіжності у просторі початкових значень 
моделі; 

4) доведена робастність керування та визначена область робастності у просторі 
параметрів моделі; 

5) розроблено чисельно-аналітичний підхід для аналізу механічних систем, що 
можуть бути використані для моделювання поведінки супутника із подвійним обер-
танням та застосовуватись для активного гасіння вібрацій. 

 
Частина роботи виконана за рахунок коштів бюджетної програми НАН України за 

КПКВК 6541230 «Підтримка розвитку пріоритетних напрямів наукових досліджень». 
 
 
РЕЗЮМЕ.  Запропоновано керування обертанням ексцентрикового колеса, що асимптотично 

стабілізує стан рівноваги Translational Oscillator with Rotating Actuator (TORA). Враховується нелі-
нійна залежність сили, що виникає при деформації пружних елементів моделі від зміщення, оскільки 
в деяких випадках ігнорування нелінійності може призвести до втрати коректності моделі. Показано, 
що таке керування є робастним і запропоновано спосіб оцінки області робастності в просторі параме-
трів механічної системи. Отримані результати проілюстровано на прикладі реальної моделі. 
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КЛЮЧОВІ СЛОВА: поступальний осцилятор з обертовим приводом, малоприводна механіч-
на система, динамічне керування по поверхні, ковзаюча поверхня, фільтр низьких частот, швидко-
повільна система. 
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