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Abstract. With the help of a system of stochastic differential equations, a model of 

random small oscillations of a mathematical pendulum under the influence of impacts of fast 
particles with a small mass is constructed. Equations are given for the steady-state values of 
the initial moments of the first and second order of random oscillations about an adjacent 
angle.  
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Вступ. 
Останнім часом все більший інтерес у спеціалістів викликають механічні системи, 

які перебувають під випадковими впливами, що обумовлено їх очевидною практич-
ною спрямованістю. В [4] розглядалась задача про рух симетричного гіроскопу під 
дією сили тяжіння і випадкових впливів, які утворюють послідовність дискретних 
втручань випадку, а саме, в деякі випадкові моменти часу параметри системи «перес-
трибують» в деякі випадкові значення у фазовому просторі. Для вивчення динамічної 
системи було побудовано ймовірнісну модель, що описується марківським процесом, 
який в свою чергу є розв’язком диференціального рівняння з випадковими парамет-
рами. Далі розглядалась асимптотична ситуація, коли дискретне втручання випадку 
стає більш рідкісним і, зрештою, зникає зовсім на нескінченності. В роботі це забез-
печується заміною перехідної функції марківського процесу функцією, яка залежить 
від малого параметру і вивчається поведінка системи при одночасному узгодженому 
прямуванні параметра до нуля, а часу – до нескінченності. Такі асимптотичні випадки 
розглядались, наприклад, в [14, 18].  

Із множини випадкових процесів, які лежать в основі моделей таких систем, виді-
ляється клас марківських процесів [19, 21]. Вони являють собою природнє ймовірніс-
не узагальнення динамічних систем, які зазнають випадкових впливів, незалежних у 
різні моменти часу. Як фізичні та механічні системи при правильному виборі фазово-
го простору перетворюються в динамічні (це означає, що стан системи в даний мо-
мент визначає її еволюцію в майбутньому), так і довільний випадковий процес може 
при відповідному виборі фазового простору перетворюватися в марківський (подаль-
ша еволюція залежить тільки від останнього стану системи). 

Прикладні задачі сучасної математики, зокрема проблеми стабілізації систем уп-
равління, побудови оптимального управління спонукають до використання систем 
диференціальних і різницевих рівнянь, що залежать від випадкових процесів.  
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Динамічні системи, що залежать від скінченнозначного випадкового процесу, діс-
тали назву систем з випадковими станами і вивчались в працях [1, 6, 11] та ін. Загалом 
розглядався випадок, коли випадковий процес був марківським. 

Для дослідження стійкості розв’язків стохастичних систем в роботах [3, 6 – 8, 16, 
17] та ін. застосовувався метод функцій Ляпунова, який для детермінованих систем 
розвивався в роботах [2, 3, 5, 6, 9, 12, 13] та ін. 

Досвід показує, що найбільш вдале дослідження динамічної системи можна зро-
бити тоді, коли вона має як прообраз визначену фізичну модель. Таку модель завжди 
легко подати, наприклад, коли порядок досліджуваної системи дорівнює двом. У на-
шому випадку це модель коливання маятника під дією випадкових імпульсів, для ана-
лізу якої використовуються моментні рівняння першого і другого роду. 

Крім того, одним з ефективніших методів дослідження динамічних систем є ме-
тод функцій Ляпунова [20, 22, 23], для побудови яких існують різні прийоми. Для ко-
жної системи диференціальних рівнянь будь-яка додатно визначена функція   може 
бути функцією Ляпунова. Вдало побудована функція Ляпунова для конкретної нелі-
нійної системи автоматичного керування дає змогу розв’язати цілий комплекс задач, 
що мають важливе прикладне значення. До таких задач належать: оцінювання зміни 
регульованої величини, оцінювання часу, за який відбувається перехідний процес (ча-
су регулювання), оцінювання інтегральних критеріїв якості регулювання і т. ін. 

Наприклад, енергетичний метод побудови функції Ляпунова використовується з 
моменту зародження аналітичної механіки [10]. Для консервативної системи відшуку-
ється як функція узагальнених координат повна енергія H , що дорівнює сумі кінети-
чної та потенціальної енергій цієї системи. Потім у систему вводяться елементи, що 
відповідають поглинанню чи розсіюванню механічної енергії, і для цієї системи знай-
дена функція H  буде, відповідно, функцією Ляпунова  . 

Розглянемо диференціальне рівняння  

)( ( ) 0,x g x f x       де (0) (0) 0g f  . 

Воно еквівалентне системі 

, ( ) ( )x y y f x g y     . 

Це рівняння з погляду механіки описує коливання матеріальної точки під дією не-
лінійної відновлюваної сили ( )f x  у середовищі з опором, що лінійно залежить від 

швидкості y . 

Приймаючи масу матеріальної точки за одиницю, можемо записати повну енергію 
у вигляді  

2

0

( )
2

xy
f x dx    , 

де перший доданок відповідає кінетичній енергії, а другий доданок – потенціальній 
енергії. 

Якщо б опір середовища був відсутній ( ( ) 0g y  ), то система допускала б перший 

інтеграл const  , що відповідає закону збереження енергії. Але оскільки через наяв-
ність опору механічна енергія в процесі коливання переходить у теплову енергію, то 
функція   має спадати вздовж траєкторії системи. Отримаємо, що ( )g y y   . 

Якщо виконується умова ( ) 0g y y   при 0y  , то маємо 0  . Щоб функція   

була визначена додатною, необхідно поставити вимогу виконання нерівності 
( ) 0f x x  . 

Функції Ляпунова широко використовуються й у теорії оптимального керування. 
В роботі для моделювання випадкових малих коливань математичного маятника 

під дією ударів швидких частинок із малою масою використовується система стохас-
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тичних диференціальних рівнянь. Знайдено рівняння для усталених значень початко-
вих моментів першого та другого порядку випадкових коливань маятника біля суміж-
ного кута. 

1. Моментні рівняння для випадкового розв’язку системи стохастичних лінійних 
диференціальних рівнянь з коефіцієнтами, які залежать від марківського процесу. 

Спочатку розглянемо ( )X t  – векторний випадковий процес із простору mR , 

що є розв’язком рівняння 

1

( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ) ( ), (0) ,
r

j j
j

dX t A t t X t dt B t t X t dW t X  


                    (1) 

де ( )t  – неперервний справа марківський процес, що приймає скінченне число зна-

чень 1, ..., q  ; ( , ), ( , ), 1,s j sA t B t s q   , неперервні на відрізку [0, ]T  функції; 

1( ), ..., ( )rW t W t  – незалежні між собою скалярні вінерівські процеси, причому величи-

ни 1( ( ), ..., ( ), ( ), )rW t W t t   незалежні. Позначимо через ( ) { ( ) },s sP t P t    

( , ) { ( ) | ( ) }.kj k sP t s P t s       Припустимо, що існують неперервні на відрізку 

[0, ]T  функції ( )kj t  такі, що  

( , ) ( ) ( ),kj kj kjP t h t t h o h                                                (2) 

де kj  – символ Кронекера, 0,h   
( )

0, 0.
o h

h
h

   

Нехай  

      , ,k kF t x P X t x t   ; 

( ) ( , );k k
mR

m t xdF t x     *( ) ( , ),k k
mR

D t xx dF t x   

(* позначає транспонування вектора або матриці). 

Також припустимо, що в момент jt  стрибка процесу ( )t розв’язок рівняння (1) 

має стрибок, який визначається векторним рівнянням 

( 0) ( 0);j ks jX t C X t      det 0ksC     ( , 1,... ).k s q  

Назвемо функції ( ), ( )k km t D t  матрицями частинних середніх та частинних моме-

нтів другого порядку, відповідно. 
Частинні моменти першого порядку ( )km t  ( 1, ... )k q задовольняють рівняння 

 
1

;
( )

( ) ( ) ( ) (0) (0) ,
q

k
k k ks ks s k k

s

dm t
A t m t C m t m P

dt
   


                   (3) 

де ( ) ( , ); ( , )k k ks k sA t A t C C     при ,k s  .kkC E  

Символом   позначаємо математичне сподівання випадкової величини  , яке 

визначається формулою 

( ) .xf x dx
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Одержимо рівняння для частинних других моментних матриць. Зауважимо, що 
( )kD n  задовольняють рівняння 

* *

1 1 1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
q q q

k ks ks s ks ks jks s jks
s s j

D n P n A D n A P n B D n B h
  

      

де ( , , ); ( , , ).ks n k s jks j n k sA E hA t B B t       

Далі перепишемо рівняння ( )kD n  у вигляді 

* *( 1) ( ) ( ) ( ) ( )k kk kk k kk ks ks s ks
s k

D n P n A D n A P n C D n C


     

* *

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
r r

kk jkk k jkk ks jks s jks
j s k j

P n B D n B h P n B D n B h
  

      

* *( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )k n k k n k ks ks s ks
s k

D n hA t D n A t h n C D n C   


     

*

1

( ) ( ) ( ).
r

kk k jkk s jkk
j

D n h h B D n B o h


    

При 0h   одержимо рівняння  

*( )
( ) ( ) ( ) ( )k

k k k k
dD t

A t D t D t A t
dt

    

* *

1 1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ;
q r

ks ks s ks j k k j k
s j

C D t C B t D t B t  
 

                            (4) 

 *(0) ( ) ,k kD P t     

де .kkC E  

Припустимо далі, що стрибки процесу ( )X t  задовольняють умові 

( 0) ( 0) ( 0).j ks j ks jX t C X t H t     

Позначимо через )( ) ( ,  ,ks k sH t H t    при k s  та ( ) 0.ssH t   Нехай вектор фун-

кція ( )ksH t  є неперервною на відрізку [0, ]T . Тоді функції ( )km t  та ( )kD t  

( 1, ... )k q  є розв’язками лінійних диференціальних рівнянь [15] 

    
1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) , (0) (0)

q
k

k k ks k k
s

dm t
A t m t C m t H t P t m Pks s ks sdt

   


     ; 

*( )
( ) ( ) ( ) ( )k

k k k k
dD t

A t D t D t A t
dt

                                           (5) 

* * * * *

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
q q

ks ks s ks ks s ks ks s ks ks ks ks s
s s

C D t C C m t H t H t m t C H t H P t 
 

      ; 

 *(0) ( ) .k kD P t     
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При дослідженні стійкості розв’язків можна використати системи моментних рів-
нянь (3), (4), (5), а також метод функцій Ляпунова. 

2. Постановка задачі. Коливання маятника під дією випадкових імпульсів. 
Можемо застосувати ці формули до аналізу випадкових малих коливань матема-

тичного маятника під дією ударів швидких частинок із малою масою. При цьому мож-
на знехтувати зміною маси маятника і швидкістю руху маятника. Припустимо, що 
при кожному ударі частинки маятник одержує постійний за величиною малий імпульс 
 . Припускаємо, що моменти ударів частинок збігаються з моментами переходу ви-

падкового процесу ( )t  зі стану 2  в стан 1 , а сам випадковий процес ( )t  визначе-

ний системою лінійних диференціальних рівнянь 

1 2
1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( 0); ( ) ( ) ( 0).

dp t dp t
p t p t p t p t

dt dt
                             (6) 

Нехай маятник має масу m , довжину   та коливається під дією сили ваги. Позна-
чимо через   кут відхилення маятника від вертикалі, через s  – шлях, який проходить 

центр ваги маятника (рисунок). 

 
 

Знаходимо, що ,s    s    . Кінетична і потенціальна енергія визначаються 

виразами 
2 2 2

; cos
2 2

s
T m mg

     
   . 

Рівняння Лагранжа має відомий вигляд 
2 sin 0.m mg      

Припускаємо, що коливання маятника досить малі і при цьому покладемо  

sin ;     1 2.g    

Припустимо також, що враховується в’язке тертя, яке вважається малим. Остато-
чно приходимо до рівняння руху математичного маятника 

2 0,b                                                           (7) 

яке описує рух при відсутності імпульсів. 
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У момент t j  удару частинки положення маятника ( )t  не змінюється, а швид-

кість руху змінюється стрибкоподібно за законом  

m s   , 

або 

 ( 0) ( 0) ,j jm t t        

що призводить до умови стрибка координати ( )t  

( 0) ( 0) .j jt t
m

     


                                               (8) 

Запишемо рівняння (7) у вигляді системи рівнянь, припускаючи 

1 2;x x    . 

При цьому приходимо до системи диференціальних рівнянь 

21 2
2 1 2

( ) ( )
( ); ( ) ( ),

dx t dx t
x t x t bx t

dt dt
     

яку запишемо у векторній формі 

2

0 1( )
( ),

dX t
AX t A

bdt 

 
    

.                                     (9) 

У моменти ( 0, 1, 2, ...)t jj   удару частинок згідно рівняння (8) маємо рівності 

( 0) ( 0) ( , 1, 2)j j ksX t X t H k s     ,                                  (10) 

де вектори ksH  визначаються постановкою задачі 

11 12 21 221
;

0
0; 0; 0.

( )
H H H H

m 

 
     

 
                    (11) 

Складемо систему рівнянь вигляду (5) 

1 2
2 1 2 12 2 2 1 2( ); ,

dM dM
AM M M H p t AM M M

dt dt
                       (12) 

де 1 1 2 2,M m M m  . 

Розглянемо усталений рух, коли можна замінити значення ( ) ( 1, 2)kp t k   грани-

чними значеннями, обумовленими рівняннями 1 2 1 20; 1p p p p      . 
При цьому знаходимо значення 

1 2;p p
 

   
 

 
.                                               (13) 

Сталі значення 1 2,M M  визначаються із системи рівнянь 

1 1 2 12 2 1 20; 0.AM M M H AM M M
   
 

      


                (14) 

Складаючи системи рівнянь (14), приходимо до більш простої системи рівнянь 

1
12 12

2

; ;

0
,

1( )

m
AM H M H

m m
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яка має розв’язок 

1 22
;

1
0.m m

m

  
 

   





                                   (15) 

Надалі потрібно знайти 1M . Із другого рівняння (14) знаходимо рівняння 

  11 1
2 1 1 12( ) ; ( ) ( ) .M E A M M A E E A H

    
 

       


        (16) 

З останнього рівняння знаходимо 

1

1 122 22 2

1 1
.

b
M H

bb

  
      


     

             
 

Використовуючи розв’язок виду (15), отримаємо рівносильне рівняння 

  1
12( )1M E A M H

  
 

       
.                            (17) 

Складемо систему диференціальних рівнянь виду (5) 

 * * * *1
1 1 1 2 1 12 12 1 12 12 2

*2
2 2 1 2

;
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ).

dD t
AD t D t A D t D t M H H M H H p s

dt

dD t
AD t D t A D t D t

dt

  

 

      

   
   (18) 

Використовуючи ці системи рівнянь, приходимо до матричного диференціального 
рівняння для матриці других моментів 

1 2

* * * *
1 12 12 1 12 12

( ) ( ) ( );

( )
( ) ( ) .

D t D t D t

dD t
AD t D t A M H H M H H

dt


 

 

       

           (18) 

Представимо симетричну матрицю ( )D t  через елементи ( )d tk  
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Із системи рівнянь (19) знаходимо систему лінійних диференціальних рівнянь 
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Позначимо 
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З рівнянь (20) знаходимо усталені значення других початкових моментів 
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(21) 

З формул (17), (21) знаходимо дисперсію випадкових коливань маятника біля су-
міжного кута 
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                 (22) 

На думку авторів, існуюча література по теорії випадкових процесів достатньо 
складна для застосування до інженерних та інших прикладних задач. Запропонований 
підхід дозволив задачу в ймовірнісній постановці привести до детермінованих функ-
ціональних рівнянь і дістати явні вирази для моментів першого та другого порядку. 

Висновок. 
В даній роботі рівняння для моментів першого і другого порядку випадкових 

розв’язків системи лінійних диференціальних рівнянь, що залежать від скінченнозна-
чного марківського випадкового процесу, за умовою, що одночасно зі стрибками мар-
ківського процесу відбуваються випадкові перетворення розв’язків, застосовуються 
до аналізу випадкових малих коливань математичного маятника під дією ударів шви-
дких частинок із малою масою. Знайдено рівняння для математичного сподівання і 
дисперсії випадкового кута відхилення маятника від вертикалі.  

 
Р Е З Ю М Е .  За допомогою системи стохастичних диференціальних рівнянь побудовано мо-

дель випадкових малих коливань математичного маятника під дією ударів швидких частинок із ма-
лою масою. Знайдено рівняння для усталених значень початкових моментів першого та другого по-
рядку випадкових коливань маятника біля суміжного кута.  

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: ймовірнісна модель, математичний маятник, випадкові сили, стохасти-

чні диференціальні рівняння. 
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