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Abstract. The statement of dynamic problems on the forced oscillations of three-layer 
ellipsoidal shells stiffened by the longitudinal ribs under the action of a non-stationary sur-
face load is given. The main relations for a reinforced three-layer ellipsoidal shell are writ-
ten based on the Timoshenko model, taking into account the geometric nonlinearity. The 
equations of oscillations of this type of shell are derived from the Hamilton – Ostrogradsky 
variational principle. A numerical technique for solving the given problems is developed. It 
is based on the use of the integro-interpolation method of constructing the difference 
schemes for spatial coordinates and an explicit finite difference scheme for time. The regu-
larities of dynamic processes in reinforced and smooth open three-layer ellipsoidal shells 
with rigidly clamped edges, loaded with pulsed uniformly distributed pressure, are investi-
gated. 
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Вступ. 
Дослідження динамічних процесів у підкріплених багатошарових оболонкових 

конструкціях під дією нестаціонарних навантажень виникають в багатьох галузях су-
часної техніки. Багатошарові дискретно підкріплені оболонки являють собою складні 
неоднорідні за товщиною пружні структури. Неоднорідність структури зумовлена як 
багатошаровістю оболонки, так і наявністю підкріплюючих ребер. Найбільшу кіль-
кість досліджень з даної проблеми виконано в напрямку, пов’язаному із розрахунком 
багатошарових оболонок канонічної форми (кругові циліндр і конус, сфера, тощо) [1, 
2, 4, 5, 7, 17 – 23]. Оболонкові структури більш складної форми (циліндр некругового 
перерізу, еліпсоїд, оболонки з серединною поверхнею складної геометрії, тощо) дос-
ліджено в роботах [3, 8 – 13, 24, 25]. Зазначимо, що автори праць [14 – 16] за допомо-
гою розробленої ними чисельної методики виявили закономірності поширення пруж-
них хвиль в одношарових еліпсоїдальних оболонках, підкріплених поздовжніми та 
поперечними ребрами жорсткості. 

Нижче на основі геометрично нелінійної теорії оболонок і стержнів типу Тимошен-
ка дано постановку динамічних задач про вимушені коливання підкріплених поздовж-
німи ребрами тришарових еліпсоїдальних оболонок під дією нестаціонарного розподі-
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леного навантаження. Розроблено чисельний алгоритм розв’язання задач даного класу 
та досліджено динамічну поведінку відкритої тришарової еліпсоїдальної оболонки з 
жорстко затисненими краями, яка підкріплена розміщеними вздовж меридіанів пруж-
ними елементами і навантажена імпульсним рівномірно розподіленим тиском. 

§1. Постановка задачі та основні рівняння. 
Розглянемо еліпсоїдальну оболонку, яка складається з трьох ортотропних шарів 

постійної товщини mh  1 2 3( 1,2,3; ).m h h h h     Віднесемо оболонку до криволі-

нійної ортогональної системи координат 1 2( , , ),z   де координатні лінії 1 2, , z   

напрямлені уздовж меридіану, паралелі та нормалі до серединної поверхні. Вважаємо, 
що оболонка підкріплена поздовжніми ребрами жорсткості, розміщеними вздовж лі-
ній 1,  та знаходиться під дією нестаціонарного поверхневого навантаження.  

Геометрію серединної поверхні оболонки задамо в прямокутній декартовій систе-
мі координат , ,X Y Z  співвідношеннями: 

1 2sin cosX a   ;  1 2sin sinY a   ;   1cosZ b  ,                      (1.1) 

де ,a b  – півосі еліпса. 
Вирази для параметрів Ламе і кривизн серединної поверхні еліпсоїдальної оболо-

нки мають наступний вигляд: 

2 2 2 1/2
1 1 1 2 1(cos sin ) ; sin ;A a k A a       ;k b a  

2 2 2 3/2
1 1 12

(cos sin ) ;
b

k k
a

      2 2 2 1/2
2 1 12

(cos sin ) .
b

k k
a

               (1.2) 

Основні співвідношення для підкріпленої поздовжніми ребрами тришарової еліп-
соїдальної оболонки запишемо на основі варіанту геометрично нелінійної теорії обо-
лонок і стержнів типу Тимошенка в квадратичному наближенні, в якому кінематичні 
та статистичні гіпотези застосовуються до всього пакету шарів оболонки [2]. 

Приймається такий закон зміни переміщень за товщиною еліпсоїдальної оболонки: 

1 1 2 1 1 2 1 1 2( , , ) ( , ) ( , )zu s s z u s s z s s  ; 

2 1 2 2 1 2 2 1 2( , , ) ( , ) ( , )zu s s z u s s z s s  ;                                    (1.3) 

3 1 2 3 1 2( , , ) ( , )zu s s z u s s , 

де 1 2 3 1 2, , , ,u u u    – компоненти узагальненого вектора переміщень оболонки U ; 

1,s 2s  – довжини дуг у меридіональному і коловому напрямках. 

Деформований стан і -го підкріплюючого елемента, напрямленого вздовж лінії 1 , 

визначається через компоненти узагальненого вектора переміщень центрів ваги попе-

речних перерізів ребра 1 2 3 1 2( , , , , )T
i i i i i iU u u u    наступним чином: 

 1 1 1 1 11 , , ( ) ( );yz
i iiu s y z u s z s   

 1 2 1 2 12 , , ( ) ( );yz
i iiu s y z u s z s                                          (1.4) 

 1 3 13 , , ( ).yz
iiu s y z u s  

Вважаємо, що оболонка та підкріплюючі ребра жорстко з’єднані між собою. 
Умови контакту між компонентами узагальненого вектора переміщень центрів ва-

ги поперечних перерізів і -го ребра та компонентами узагальненого вектора перемі-
щень серединної поверхні гладкої еліпсоїдальної оболонки мають вигляд: 
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1 1 1 1 2 1 1 2( ) ( , ) ( , );і і cі іu s u s s h s s   

2 1 2 1 2 2 1 2( ) ( , ) ( , );і і c і іu s u s s h s s                                        (1.5) 

3 1 3 1 2( ) ( , );і іu s u s s  

1 1 1 1 2( ) ( , );і іs s s    2 1 2 1 2( ) ( , ),і іs s s   

де 0,5( )r
cі ih h h   – відстань від серединної поверхні гладкої еліпсоїдальної оболон-

ки до лінії центрів ваги поперечних перерізів і -го ребра; r
ih – висота і -го підкріплю-

ючого ребра; 2is  – координата лінії проектування центрів ваги поперечних перерізів 

і -го ребра на серединну поверхню обшивки.  
Знак «+» відповідає випадку зовнішнього підкріплення оболонки, а знак «–» ви-

бирається у випадку внутрішнього підкріплення. 
Геометричні співвідношення для гладкої тришарової оболонки приймаються у ви-

гляді: 
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Величини зусиль і моментів оболонки виражаються через компоненти її деформа-
ції так: 

11 11 11 12 22T B B   13 11 14 22B B   ;  12 2T S k H  ; 

22 21 11 22 22T B B   23 11 24 22B B   ;  21 1T S k H  ; 

13 13 13T B   ;  23 23 23T B   ;  12 12s sS B K   ; 

13 13 11 1 2T Т Т S    ;  23 23 22 2 1T Т Т S    ;                          (1.7) 

11 11 11 12 22M D D   13 11 14 22D D   ; 

22 21 11 22 22M D D   23 11 24 22D D   ; 

12 21М М H  ;  12 12s sH D K   , 
де 

3
1

11
1 12 211

m
m

m m
m

E h
B

 



 ;  

3
1 21

12
1 12 211

m m
m

m m
m

E h
B


 




 ;  
3

2 12
21

1 12 211

m m
m

m m
m

E h
B


 




 ;  
3

2
22

1 12 211

m
m

m m
m

E h
B

 



 ; 

3

12
1

m
s m

m

B G h


  ;  
2 23

12 1

1

( )
;

2

m
m m

s
m

G z z
K 




    

3

13 13
1

m
m

m

B G h


  ;  
3

23 23
1

m
m

m

B G h


  ; 



 45 

2 23
1 1

13
1 12 21

( )

2(1 )

m
m m

m m
m

E z z
B

 








 ;  

2 23
1 21 1

14
1 12 21

( )

2(1 )

m m
m m

m m
m

E z z
B


 









 ; 

2 23
2 12 1

23
1 12 21

( )

2(1 )

m m
m m

m m
m

E z z
B


 









 ;  

2 23
2 1

24
1 12 21

( )

2(1 )

m
m m

m m
m

E z z
B

 








 ; 

3 33
1 1

11
1 12 21

( )

3(1 )

m
m m

m m
m

E z z
D

 








 ;  

3 33
2 1

22
1 12 21

( )

3(1 )

m
m m

m m
m

E z z
D

 








 ; 

13 13D B ;  23 23D B ;  14 14D B ;  24 24D B ; 

3 33
12 1

1

( )

3

m
m m

s
m

G z z
D 




  ;  

3 33
1 21 1

12
1 12 21

( )

3(1 )

m m
m m
m m

m

E z z
D


 









 ;  

3 33
2 12 1

21
1 12 21

( )

3(1 )

m m
m m
m m

m

E z z
D


 









 . 

Тут 1
mE , 2

mE , 12
mG , 13

mG , 23
mG , 12

m , 21
m – фізико-механічні характеристики матеріалу 

m -го шару оболонки; 1, [ 2; 2]m mz z h h    – координати поверхонь m -го шару. 
Враховуючи умови контакту ребра і оболонки (1.5), отримаємо такі деформаційні 

співвідношення для і -го ребра:  
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                            (1.8) 

1
11

1

;i s








  2
12

1

.i s








 

Вирази зусиль-моментів для і -го ребра мають вигляд: 

11 11і і і іТ E F ;  12 12 ;i i i iT G F   2
13 13 ;i i i i iT k G F                          (1.9) 

11 1 11 ;i i i iM E I    12 12i i сri iM G I  , 

де 1, , , ,і i cri і iF I I E G ,  – геометричні та фізико-механічні характеристики і -го ребра. 
Використовуючи варіаційний принцип Гамільтона – Остроградського [2], отри-

маємо рівняння коливань підкріпленої еліпсоїдальної оболонки. 
Варіаційне рівняння для оболонки з поздовжніми дискретно розміщеними під-

кріплюючими ребрами представимо у вигляді 

 
2

1

( ) 0,
t

t

П К A dt                                                (1.10) 

де 

0
1

;
rN

i
i

П П П


                                                     (1.11) 

0
1

;
rN

i
i

K K K


                                                    (1.12) 

0П , 0K  – потенціальна і кінетична енергії обшивки; iП , iK  – потенціальна і кіне-

тична енергії і -го підкріплюючого ребра; А– робота зовнішніх сил; rN  – кількість 

підкріплюючих ребер. 
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Вирази для величин П  і K із врахуванням формул (1.11), (1.12) мають вигляд 
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Тут m , r
i  – густина матеріалу m -го шару оболонки та і -го підкріплюючого ребра. 

Рівняння коливань неоднорідної за товщиною тришарової еліпсоїдальної оболон-
ки в диференціальній формі мають вигляд: 
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, 

де 3P  – нормальна компонента поверхневого навантаження. 
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Рівняння коливань і -го підкріплюючого ребра представимо так: 
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У виразах для рівнянь коливань дискретно підкріплюючих ребер (1.16) позначен-
ня типу   iS  відповідають сумарній дії величин зусиль – моментів гладкої оболонки 

на і -те підкріплююче ребро. 
Рівняння коливань (1.15) і (1.16) доповнюються відповідними граничними і ну-

льовими початковими умовами. 

§2. Чисельний алгоритм. 
Рівняння неосесиметричних коливань дискретно підкріпленої поздовжніми реб-

рами тришарової еліпсоїдальної оболонки являють собою систему диференціальних 
рівнянь в частинних похідних за змінними 1 2, ,s s t  при наявності просторових роз-

ривів на координатних лініях 1s  в перерізах 2 2 іs s  ( 1,2,..., )ri N . Виходячи з цього, 

алгоритм розв’язання поставленої задачі будується наступним чином: шукається роз-
в’язок в гладкій області тришарової еліпсоїдальної оболонки і окремо на лініях прос-
торових розривів. Чисельний алгоритм розв’язання сформульованої задачі заснований 
на використанні інтегро-інтерполяційного методу побудови різницевих схем за прос-
торовими координатами 1 2,s s  та явної скінченно-різницевої схеми інтегрування за 

часовою координатою t  [6]. 
Перехід від неперервної задачі до її скінченно-різницевого аналогу виконується в 

два етапи:  
– 1-ий етап полягає в скінченно-різницевій апроксимації рівнянь коливань в зу-

силлях-моментах; 
– 2-ий етап апроксимації рівнянь полягає в скінченно-різницевій апроксимації зу-

силь-моментів і відповідних деформацій.  
В області D  зміни координат 1 2,s s  будуються основна з цілими індексами 

1 2( , )l ms s  та допоміжні з дробовими індексами 1 1/2 2( , ),l ms s 1 2 1/2( , ),l ms s   1 1/2( ,ls   

2 1/2 )ms   різницеві сітки. Зазначимо, що різницеві сітки в області D  будуються таким 

чином, щоб точки розривів попадали у вузли з цілими індексами. З використанням 
побудованих різницевих сіток вводяться наступні області:   

 1 1 1/2 1 1 1/2 2 1/2 2 2 1/2,l l m ms s s s s s         ; 

 2 1 1 1 1 2 1/2 2 2 1/2,l l m ms s s s s s        ; 
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 3 1 1 1 1 2 1/2 2 2 1/2,l l m ms s s s s s        ;                             (2.1) 

 4 1 1/2 1 1 1/2 2 1 2 2,l l m ms s s s s s        ; 

 5 1 1/2 1 1 1/2 2 2 2 1,l l m ms s s s s s         

при 1/2 1/2n nt t t   . 
Виконуючи операцію інтегрування рівнянь (1.15) в області 1 , отримаємо насту-

пні різницеві рівняння коливань гладкої оболонки: 

2 1/2, 11 1/2, 2 1/2, 11 1/2, 2 1/2 2 1/2
22 ,

2 1 2 1

1 1
n n

l m l m l m l m l l n
l m

l l

A T A T A A
T

A s A s
       

   
   

 

1 21 , 1/2 1 21 , 1/2
1 13 ,

1 2

1
n n

l l m l l m n
l l m

l

A T A T
k T

A s
 

  
 1 1 , 2 1 ,( ) ( )n n

l m l mtt ttІ u І    ; 

2 1/2 12 1/2, 2 1/2 12 1/2, 2 1/2 2 1/2
21 ,

2 1 2 1

1 1
n n

l l m l l m l l n
l m

l l

A T A T A A
T

A s A s
       

   
   

 

1 22 , 1/2 1 22 , 1/2
2 23 ,

1 2

1
n n

l l m l l m n
l l m

l

A T A T
k T

A s
  

   
  

1 2 , 2 2 ,( ) ( )n n
l m l mtt ttІ u І    ; 

2 1/2 13 1/2, 2 1/2 13 1/2,
1 11 ,

2 1

1
n n

l l m l l m n
l l m

l

A T A T
k T

A s
    

   
  

                     (2.2) 

1 23 , 1/2 1 23 , 1/2
2 22 , 3 ,

1 2

1
n n

l l m l l m n n
l l m l m

l

A T A T
k T P

A s
  

    
  

1 3 ,( )n
l m ttІ u ; 

2 1/2 11 1/2, 2 1/2 11 1/2, 2 1/2 2 1/2
22 ,

2 1 2 1

1 1
n n

l l m l l m l l n
l m

l l

A M A M A A
M

A s A s
       

   
   

 

1 21 , 1/2 1 21 , 1/2
13 ,

1 2

1
n n

l l m l l m n
l m

l

A M A M
T

A s
  

   
  

2 1 , 3 1 ,( ) ( )n n
l m l mtt ttІ u І    ; 

2 1/2 12 1/2, 2 1/2 12 1/2, 2 1/2 2 1/2
21 ,

2 1 2 1

1 1
n n

l l m l l m l l n
l m

l l

A M A M A A
M

A s A s
       

   
   

 

1 22 , 1/2 1 22 , 1/2
23 ,

1 2

1
n n

l l m l l m n
l m

l

A M A M
T

A s
  

   
  

2 2 , 3 2 ,( ) ( )n n
l m l mtt ttІ u І    . 

В отриманих різницевих рівняннях коливань (2.2) компоненти узагальненого век-

тора переміщень гладкої оболонки  1 2 3 1 2, , , ,
T

U u u u    віднесені до вузлів основ-
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ної різницевої сітки (з цілими індексами) за просторовими координатами, а зусилля-
моменти – до вузлів допоміжних різницевих сіток (з дробовими індексами). 

Для отримання узгоджених різницевих величин зусиль-моментів в (2.2) співвід-
ношення (1.7) інтегруються в областях 2 3 4 5, , ,     при 1/2 1/2n nt t t   . 

Наприклад, виконуючи операцію інтегрування рівнянь (1.7) в області 2 , отри-

маємо 

11 1/2, 11 11 1/2, 12 22 1/2, 13 11 1/2, 14 22 1/2,
n n n n n

l m l m l m l m l mT B B B B           ; 

12 1/2, 1/2, 1 1/2 1/2,
n n n

l m l m l l mT S k H     ;  13 1/2, 13 13 1/2,
n n

l m l mT B    ; 

13 1/2, 13 1/2, 11 1/2, 1 1/2, 1/2, 2 1/2, ;n n n n n n
l m l m l m l m l m l mT T T S                              (2.3) 

11 1/2, 11 11 1/2, 12 22 1/2, 13 11 1/2, 14 22 1/2,
n n n n n

l m l m l m l m l mМ D D D D           ; 

1/2, 12 1/2, 12 1/2,
n n n
l m s l m s l mS B K     ;  12 1/2, 1/2, 12 1/2, 12 1/2,

n n n n
l m l m s l m s l mM H D K       . 

Для того, щоб отримати узгоджені величини деформацій в різницевих співвідно-
шеннях виду (2.3), інтегруємо вирази для компонентів деформації (1.6) в областях 

2 , 3 , 4 , 5 , відповідно, при 1/2 1/2n nt t t   .  
В результаті для компонентів деформації оболонки в області 2  отримаємо такі 

різницеві співвідношення:  

1 , 1 1, 2
11 1/2, 1 1/2 3 1/2, 1 1/2,

1

1

2

n n
l m l mn n

l m l l m l m

u u
k u

s
 

   


     
; 

2 1/2, 1/2 2 1/2, 1/2
22 1/2, 2 1/2 1 1/2,

2

n n
l m l mn n

l m l l m

u u
u

s
    

  


  


 

2

2 1/2 3 1/2, 2 1/2,
1

;
2

n
l l m l mk u         

3 , 3 1,
1 1/2, 1 1/2 1 1/2,

1

n n
l m l mn n

l m l l m

u u
k u

s
 

  


 


; 

3 1/2, 1/2 3 1/2, 1/2
2 1/2, 2 1/2 2 1/2,

2

n n
l m l mn n

l m l l m

u u
k u

s
    

  


 


;                      (2.4) 

2 , 2 1,
1 1/2,

1

n n
l m l mn

l m

u u

s
 







;  1 1/2, 1/2 1 1/2, 1/2
2 1/2, 2 1/2 2 1/2,

2

n n
l m l mn n

l m l l m

u u
u

s
    

  


 


; 

1/2, 1 1/2, 2 1/2,
n n n
l m l m l m      ;  13 1/2, 1 1/2, 1 1/2,

n n n
l m l m l m      ; 

1 , 1 1,
11 1/2,

1

n n
l m l mn

l m s

 
 







;  2 1/2, 1/2 2 1/2, 1/2
22 1/2, 2 1/2 1 1/2,

2

n n
l m l mn n

l m l l ms

 
     

  


 


; 

2 , 2 1, 1 1/2, 1/2 1 1/2, 1/2
12 1/2,

1 2

n n n n
l m l m l m l mn

l m s s

   
     


 

  
 

 

2 1/2 2 1/2, 1 1/2 1 1/2, 2 1/2 2 1/2,
n n n

l l m l l m l l mk k           . 
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Аналогічним чином записуються різницеві аналоги геометричних та фізичних 
співвідношень і для інших областей. 

Після виконання операції інтегрування рівнянь (1.16) з використанням явної ап-
роксимації за часовою координатою, отримаємо наступні різницеві рівняння коливань 
і -го підкріплюючого ребра: 

 11 1/2 11 1/2
1 13 1 1

1

( ) ( ) ;
n n

i l i l n n r n n
i l i l i i i l ci lt t t t

T T
k T S F u h

s
        

 

 12 1/2 12 1/2
22 2 2

1

( ) ( ) ;
n n

i l i l n r n n
i i i l ci lt t t t

T T
T F u h

s
       

 

 13 1/2 13 1/2
1 11 23 3

1

( ) ;
n n

i l i l n n r n
i l i l i i i l t t

T T
k T T F u

s
 

  


 

 11 1/2 21 1/2 11 1/2 11 1/2
13 1 13

1 1

n n n n
i l i l i l i ln n n

i l ci i l i l i

M M T T
T h k T H

s s
     

     
   

          (2.5) 

2 1
1 1( ) ( ) ;r n ni

i i ci l ci lt t t t
i

I
F h u h

F
 

  
     

  
 

12 1/2 12 1/2 12 1/2 12 1/2
22

1 1

[ ]
n n n n

i l i l nik ik
ci i

M M Т Т
h M

s s
    

  
 

 

2
2 2( ) ( ) .r n nсri

i i ci l ci lt t t t
i

I
F h u h

F
 

  
     

  
 

В різницевих рівняннях (2.5) компоненти узагальненого вектора переміщень цент-

рів ваги поперечних перерізів і -го ребра 1 2 3 1 2( , , , , )T
i i i i i iU u u u    віднесені до вуз-

лів з цілими індексами за просторовими координатами, а зусилля-моменти – до вузлів 
з дробовими індексами. 

Процедура отримання узгоджених різницевих величин зусиль-моментів і дефор-
мацій підкріплюючих елементів аналогічна описаній вище схемі побудови узгодже-
них різницевих геометричних і фізичних співвідношень для гладкої еліпсоїдальної 
оболонки. 

Зазначимо, що в різницевих рівняннях (2.2) – (2.5) позначення різницевих функ-
цій і різницевих похідних введені згідно [6]. 

§3. Числові результати. 
Досліджено динамічне деформування підкріпленої поздовжніми ребрами тришаро-

вої еліпсоїдальної оболонки з жорстко закріпленими краями в області  10 1D      

1 20 2 2,N N       під дією імпульсного розподіленого нормального навантажен-

ня виду: 

   3 1 2, , sin ( ) ( ) ,
t

P t A t t T
T

        

де A  – амплітуда навантаження; T – тривалість навантаження; ( )t – функція Хеві-
сайда. 

В розрахунках приймалося, що 610A  Па; 650 10T   с. 
Крайові умови мають наступний вигляд: 

   10 2 1 2, , 0NU U     ;     1 20 1 2, , 0NU U     . 
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Прийнято нульові початкові умови для всіх компонентів узагальненого вектора 
переміщень при 0t  , тобто 

         1 1 2 2 1 2 3 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , 0u u u                ; 

         1 1 2 2 1 2 3 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , ,
0

u u u

t t t t t

               
    

    
. 

Розрахунки виконані для наступних геометричних та фізико-механічних парамет-
рів тришарової оболонки: 

10 12

  ;  1 12N
   ;  20 2

   ;  2 2N
  ;  30

а

h
 ; 

1,5;k a b    1 2 3h h h h   ;  1 3h h ;  2 13h h ; 

1 10
1 7 10Е   Па;  1 1

2 1E E ;  2 3 1
1 110Е Е ;  2 2

2 1E E ; 

1 1 2 2 3 3
12 21 12 21 12 21 0,33;             3 3

1 3 2,7 10 кг/м ;      2 3
2 3 10 кг/м .    

Поздовжньо підкріплюючі елементи розміщені вздовж ліній 1  в перерізах 

2 ( 1)
4 4і і
      ; 1,2,3.і   

Геометричні і фізико-механічні параметри підкріплюючих ребер такі: 

4r
ih h ;  24іF h ;  1

1іE E ;  1
12іG G ;  1

r
i  . 

Нижче на рис. 1 – 6 наведенo результати розрахунків на часовому проміжку 
[0;80 ].t T  

На рис. 1 представлена залежність прогину 3u  від часу в точці  21 ;2(   

8) , в якій величина 3u  досягає свого максимального значення на часовому про-

міжку [0;80 ].t T  Крива з індексом 1 відповідає випадку гладкої тришарової оболон-

ки, а крива з індексом 2 відповідає випадку підкріпленої тришарової оболонки. 

 
Рис. 1 



 52

Як видно з наведеного на рис. 1 графічного матеріалу, максимальне значення аб-
солютної величини прогину 3u  для випадку гладкої тришарової еліпсоїдальної обо-

лонки спостерігається в момент часу 37t T  і дорівнює -4
3 7,788 10u   м, а для випа-

дку підкріпленої тришарової еліпсоїдальної оболонки в цей самий момент часу зна-

чення прогину становить -4
3 1,354 10u   м. Для випадку підкріпленої тришарової еліп-

соїдальної оболонки максимальне значення величини прогину 3u  досягається в мо-

мент часу 24t T  і дорівнює -4
3 5,421 10u   м. 

На рис. 2 зображено залежність прогину 3u  від просторової координати 2  в пе-

рерізі 1 2   для випадку гладкої еліпсоїдальної оболонки в різні моменти часу t : 

1 1 ;t T  2 37 ;t T 3 80 .t T  Графіки на цьому рисунку демонструють поведінку проги-

ну з плином часу. Найбільше значення величини прогину в момент часу 80t T  дорі-

внює -4
3 5,247 10u   м, що майже в 1,5 рази менше за найбільше значення величини 

прогину в момент часу 37t T  ( -4
3 7,788 10u   м), яке є найбільшим на всьому дослі-

джуваному часовому проміжку. 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

-5

0

5

t1=1T,  t2=37T,  t3=80T

2, rad

u3104, m

1

1

2

2

2
3

3

3

 
Рис. 2 

 
На рис. 3 наведено залежність величини прогину 3u  від просторової координати 

2  в перерізі 1 2   для випадку підкріпленої еліпсоїдальної оболонки в різні мо-

менти часу t : 1 2 31 ; 24 ; 80 .t T t T t T    На графіку видно, як величина прогину пово-

дить себе з плином часу, як місце розміщення підкріплюючих ребер впливає на вели-
чину прогину. 

Найбільше значення абсолютної величини прогину для підкріпленої еліпсоїдаль-

ної оболонки в момент часу 80t T  дорівнює -4
3 3,133 10u   м, що майже в 1,7 рази 

менше за найбільше значення прогину -4
3 5,421 10u   м на всьому досліджуваному 

часовому проміжку, яке досягається в момент часу 24t T . 
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4
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4
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2
=24T,  t

3
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u
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2

2
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3

3

 
Рис. 3 

 
Для наочності, зобразимо залежності величини прогину для випадків гладкої і під-

кріпленої еліпсоїдальної оболонки на одному графіку в момент часу 24t T  (рис. 4), 
в момент часу 37t T  (рис. 5) і в момент часу 80t T  (рис. 6). На рис. 4 – 6 криві з 
індексом 1 відповідають випадку гладкої тришарової еліпсоїдальної оболонки, а криві 
з індексом 2 – випадку підкріпленої тришарової еліпсоїдальної оболонки. 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

-4

-2

0

2

4

t=24T

2
, rad

u
3104, m

1

1

1

2 2

2

 
Рис. 4 
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Як видно з наведеного на рис. 4 графічного матеріалу, максимальне значення ве-
личини прогину в момент часу 24t T  для випадку гладкої тришарової еліпсоїдаль-

ної оболонки дорівнює -4
3 2,814 10u   м, а для випадку підкріпленої тришарової еліп-

соїдальної оболонки максимальне значення прогину складає -4
3 5,421 10u   м. Отже, в 

момент часу 24t T  максимальний прогин для гладкої еліпсоїдальної оболонки май-
же в 2 рази менший за максимальний прогин підкріпленої еліпсоїдальної оболонки. 

За залежностями, які відображено на рис. 5, можна провести порівняльний аналіз 
величини прогину 3u  для випадку гладкої та підкріпленої тришарової еліпсоїдальної 

оболонки в момент часу 37t T .  

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4
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Рис. 5 
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Рис. 6 

Для випадку гладкої тришарової еліпсоїдальної оболонки максимальний прогин в 

момент часу 37t T  дорівнює -4
3 8,267 10u   м, а для випадку підкріпленої триша-

рової еліпсоїдальної оболонки максимальне значення прогину в той самий момент 
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часу становить -4
3 6,311 10u   м. Отже, в момент часу 37t T  максимальний прогин 

для гладкої еліпсоїдальної оболонки майже в 1,3 рази більший за максимальний про-
гин підкріпленої еліпсоїдальної оболонки. 

З рис. 6 видно, що максимальне значення величини прогину 3u  в момент часу 

80t T  дорівнює -4
3 5,314 10u   м для гладкої тришарової оболонки та -4

3 3,245 10u   м 

для випадку підкріпленої тришарової оболонки. 
Отже, в момент часу 80t T  максимальний прогин для гладкої еліпсоїдальної 

оболонки майже в 1,6 рази перевищує максимальне значення прогину підкріпленої 
еліпсоїдальної оболонки. 

Висновок. 
Таким чином, в даній роботі чисельно розв’язано динамічну задачу про поширен-

ня пружних хвиль в підкріпленій поздовжніми ребрами тришаровій еліпсоїдальній 
оболонці під дією нестаціонарного розподіленого навантаження. Використано геоме-
трично нелінійний варіант теорії оболонок і стержнів типу Тимошенка в квадратич-
ному наближенні. Математична модель тришарової оболонки побудована на основі 
застосування кінематичних та статистичних гіпотез моделі Тимошенка до всього па-
кету шарів еліпсоїдальної оболонки. Дослідження напружено-деформованого стану 
підкріпленої оболонки виконувалося з врахуванням дискретного розміщення ребер. 
Для розв’язання поставленої задачі було використано метод скінченних різниць за 
просторовими і часовою координатами. Наведено конкретні результати чисельного роз-
в’язання початково-крайових задач для підкріпленої поздовжніми ребрами незамк-
неної тришарової еліпсоїдальної оболонки з жорстко затисненими краями під дією ім-
пульсного поверхневого навантаження. В подальшому представляє інтерес дослід-
ження динамічної поведінки багатошарових еліпсоїдальних оболонок, підкріплених 
поздовжніми і поперечним ребрами жорсткості, з врахуванням геометричної нелі-
нійності та деформацій поперечного зсуву.  

Наукові дослідження, результати яких опубліковано в даній статті, виконано за 
рахунок коштів бюджетної програми «Наукова і науково-технічна діяльність науко-
вих установ Національної академії наук України» (КПКВК 6541030). 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Дано постановку динамічних задач про вимушені коливання підкріплених поздовж-

німи ребрами тришарових еліпсоїдальних оболонок під дією нестаціонарного поверхневого наванта-
ження. Основні співвідношення для підкріпленої тришарової еліпсоїдальної оболонки записані на 
основі моделі Тимошенка з врахуванням геометричної нелінійності. Рівняння коливань даного виду 
оболонок отримані з варіаційного принципу Гамільтона – Остроградського. Розроблено чисельну 
методику розв’язання поставлених задач, яка базується на використанні інтегро-інтерполяційного 
методу побудови різницевих схем за просторовими координатами і явної скінченно-різницевої схеми 
за часовою координатою. Досліджено закономірності динамічних процесів у підкріплених і гладких 
відкритих тришарових еліпсоїдальних оболонках з жорстко затисненими краями, навантажених ім-
пульсним рівномірно розподіленим тиском. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА:  тришарові еліпсоїдальні оболонки, підкріплюючі ребра, модель Тимо-

шенка, вимушені коливання, імпульсне навантаження, чисельний розв’язок. 
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