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Abstract. An effect of the distributed and localized axisymmetric impulse loads on the 
three-layer cylindrical shell elements of the rocket airframe is studied. The localized ax-
isymmetric impulse of external loads, which are applied along the guide of the cylindrical 
shell, is an imitation of the explosion of an elongated cumulative charge of instantaneous 
action. The carried out finite-element modeling of the dynamics of transient processes of 
studied elements under such loads makes it possible to choose correctly the physical and 
mechanical parameters of the cylindrical rocket airframe. The studies carried out in this 
work demonstrate a significant effect of the nature of dynamic loads on the transient pro-
cesses in the three-layer cylindrical elements. 
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Вступ. 
Циліндричні оболонки з різними технічними особливостями широко застосову-

ються в авіа-, ракето-, суднобудуванні і багатьох інших галузях техніки і будівництва. 
Тому розвитку теорії і методів розрахунку динаміки і статики таких циліндричних 
елементів конструкцій приділяється велика увага [1 – 3, 8, 20]. В роботах [10 – 12, 21] 
аналітичними методами досліджено поведінку циліндричних оболонок з різними тех-
нічними особливостями. В статтях [15, 16] проаналізовано динамічну поведінку цилі-
ндричного адаптера на пружній основі при локальних навантаженнях. В роботі [17] 
розроблено методику дослідження перехідного процесу вимушених коливань поздо-
вжньо та поперечно армованої циліндричної оболонки під дією навантаження зі змі-
ною в часі частотою та амплітудою. 

Вимоги щодо міцності і ваги, що ставляться до сучасних конструкцій, постійно 
підвищуються, а умови експлуатації виробу стають все більш жорсткими. Необхід-
ність одночасного виконання цілого ряду інколи суперечливих вимог призводить до ідеї 
розробки багатошарових конструкцій, в яких кожен шар виконує тільки одну або краще 
кілька функцій. При цьому шари можуть відрізнятися як за товщиною, так і за фізико-
механічними властивостями, тобто пакет може бути істотно неоднорідним. 

Останнім часом створення нових технологій, об’єктів спеціального призначення і 
т.д. часто призводить до необхідності розробки конструктивних тришарових оболон-
кових елементів із заповнювачем ускладненої геометричної структури. При цьому 
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зазначені елементи піддаються динамічним навантаженням різного виду, в тому числі 
нестаціонарним навантаженням. Для таких оболонок проблеми динамічної поведінки 
вивчені недостатньо [7, 14]. В монографії [4] досліджено динамічні процеси в кон-
структивно неоднорідних оболонкових структурах складної геометрії. Велика увага 
приділяється використанню та розвитку аналітичних, скінченно-різницевих і скінчен-
но-елементних методів розв’язання поставлених задач. Проведені дослідження дозво-
ляють правильно вибрати вид рівнянь і методів їх розв’язання при описі динаміки 
оболонок з конструктивними особливостями і тришарових оболонок з неоднорідним 
заповнювачем. 

При значній відмінності фізико-механічних параметрів шарів доцільно застосову-
вати теорії оболонок з використанням незалежних гіпотез для кожного з шарів. В ре-
зультаті використання легкого заповнювача утворюється спеціальна тришарова струк-
тура з досить великою жорсткістю на згин при вигідному співвідношенні міцності і 
ваги. У даній роботі розглядається відповідальний елемент у вигляді тришарової ци-
ліндричної оболонки симетричної структури з дискретно-симетричним легким армо-
ваним ребрами заповнювачем при комбінованих нестаціонарних навантаженнях. Ар-
муючі елементи розташовані на відстанях, які значно перевищують розміри попереч-
них перерізів армуючих ребер. Властивості матеріалів суміжних шарів достатньо різ-
ні, тому для розрахунків таких оболонкових структур доцільно застосовувати метод 
скінченних елементів. Дослідження динамічних процесів в таких складних тришарових 
структурах при значній зміні їх геометричних і фізичних параметрів представляє знач-
ний інтерес для конструкторських розробок. 

§1. Постановка задачі. 
Тришаровий циліндричний елемент з легким заповнювачем, армованим дискрет-

ними ребрами, являє собою пружну структуру, яка складається з внутрішньої (індекс 
1), зовнішньої (індекс 2) несучих оболонок, легкого заповнювача (індекс )t  і набору 

дискретних ребер (індекс ),j  жорстко з’єднаних з зазначеними несучими оболонка-

ми. Елемент має постійну загальну товщину h  з гладкою серединною поверхнею в 
ортогональній системі координат , .x z  Координатна лінія x на серединній поверхні 

оболонки при 0z   збігається з осьовою лінією; координатна лінія z  є прямою, орто-
гональною до серединної поверхні. Будемо вважати величину z  додатною, якщо точ-
ка перебуває з боку опуклості серединної поверхні (рис. 1). 

 

Рис. 1 
 
Наявність легкого пружного матеріалу в порожнинах між ребрами і несучими обо-

лонками створює дискретну неоднорідність ребристого заповнювача. Напружено-де-
формований стан внутрішньої і зовнішньої несучих оболонок може бути визначений 

через компоненти узагальненого вектора переміщень 1 1 1
1 1 3 1( , , )TU u u   і 2U   
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2 2 2
1 3 1( , , )Tu u   [6]. Поля переміщень для легкого заповнювача визначаються узагаль-

неним вектором переміщень 1 3 1( , , )T
t t t tU u u   згідно моделі, розробленої в роботі 

[9]. Деформований стан армуючих ребер, спрямованих вздовж колової координати, 

будемо визначати узагальненим вектором переміщень 1 3 1( , , ) .j j j T
JU u u   

Використовуючи зсувну теорію оболонок [6], переміщення 1
iu  і 3

iu  в несучих обо-

лонках в напрямку x  (поздовжній), z  (товщина) і t  (час) за малих лінійних перемі-
щень виражаються через наступні залежності: 

1 01 1( , , ) ( , ) ( , );i i i
iu x z t u x t z x t                                          (1.1) 

3 03( , , ) ( , )i iu x z t u x t   ( 1, 2)i  , 

де iz  – вертикальна координата кожної несучої оболонки і вимірюється вгору від се-

рединної поверхні кожної несучої оболонки; 1
i  – кут повороту нормалі до середин-

ної поверхні несучих оболонок. 
Кінематичні залежності для несучих оболонок при малих деформаціях запису-

ються наступним чином: 

11 011 11;i i i
iz k     03

22 ;i

i

u

R
    13 0132 i i    ( 1,2)i  ,                         (1.2) 

де 

0
011 ;

i
i u

x
 




  03
022 ;i

i

u

R
    03

013 1;
i

i iu

x
 

 


  1
11

i
ik

x





  ( 1,2)i  .                 (1.3) 

Тут позначено: 011
i , 022

i , 013
i  – компоненти деформацій серединних поверхонь не-

сучих оболонок. 
Умови жорсткого з’єднання армуючих ребер з циліндричними несучими оболон-

ками записуються по лініях контакту центрів тяжіння ребер з несучими оболонками 
[18, 19] 

1 1 1( ) ( );
2

jj jk jk
j j

H
u u x x                                              (1.4) 

3 3 ( );j jk
ju u x   1 1 ( )j jk

jx      ( 1,2)k  , 

де jx  – координата лінії множин точок проекцій центрів тяжіння поперечних перері-

зів j -го ребра на відповідну серединну поверхню несучої оболонки; 0,5
2

i i
j i

H
h h  ; 

  1, 2ih i  – товщини циліндричних несучих оболонок; 2jH  – відстань від осі j - го 

ребра до поверхні гладких оболонок; товщина легкого заповнювача t jh H .  

Переміщення легкого заповнювача записуються згідно моделі, наведеній в роботі [9]: 

1 0 1

3 03

( , , ) 1 ( , ) ( , );

( , , ) ( , ).

t t tt
t

t

t t

z
u x z t u x t z u x t

R

u x z t u x t

 
   
 



                                  (1.5) 

За малих деформацій кінематичні залежності для легкого заповнювача для шару-
ватих оболонок приймемо у вигляді: 
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0 03 031
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t t tt
t t t t

t t
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z u

x x R z x
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  
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                         (1.6) 

де 0
tu , 1

tu , 03
tu  – компоненти узагальненого векторa переміщень легкого заповнювача. 

Модель, яка передбачає ідеальне сполучення між заповнювачем і несучими обо-
лонками без відриву і проковзування, описується наступним чином [13]: 

1 1
1 0 1

2
03 03

1
( ) ( 1) для 1 ( 0; 2);

2

для 2 ( 1; 2).

t i k i
t i t t

t i
t t

u z z u h i k z h

u u i k z h

         

     

                 (1.7) 

Приймаючи до уваги вирази для поля переміщень для несучих оболонок (1.1), лег-
кого заповнювача (1.5) і умови міжшарової неперервності переміщень (1.7) виведемо 
спрощені умови сумісності: 

1 2 1 2
2 1 2 10 0 0 0

0 2 1 1 1 1 2 1 1 1

1 2
03 03 03

1 1
( ); ( );

2 4 2

1
( ).

2

t t

t t

t

u u u u
u h h u h h

h h

u u u

    
     

 

                (1.8) 

Для армуючих ребер заповнювача зусилля і моменти обчислюються за формулами: 

11 11 ;
j

j j j
F

T dF    13 13 ;
j

j j j
F

Q dF    11 11

j

j j j j
F

M z dF  .                    (1.9) 

Рівняння руху для несучих оболонок і ребристого легкого заповнювача виводять-
ся згідно варіаційного принципу стаціонарності Гамільтона – Остроградського, згідно 
якого: 

2

1

( ) 0,
t

t

К П А dt                                                   (1.10) 

де П  – повна потенціальна енергія пружної системи; К  – повна кінетична енергія 
пружної системи; А  – робота зовнішніх сил; 1t  і 2t  – фіксовані моменти часу. При 

виведенні рівнянь коливань тришарових оболонок з легким заповнювачем незалеж-
ному варіюванню підлягають: компоненти переміщень несучих оболонок і заповню-
вача з легкого матеріалу, а також армуючих ребер жорсткості. 

Вирази для варіацій потенціальної і кінетичної енергії записуються у вигляді: 

2 2

1 1 1 1

; ;
t t

J J
i j t i j t

i j S i j S

П П П П K K K K       
   

                     (1.11) 

 11 11 22 22 13 13 11 11 ;i i i i i i i i i

S

П T E T E T E M к dS                             (1.12) 

 
2

11 11 22 22 13 1 11 11
2

;
t

t t

h
t t t t t t i t t

t t
S h

П T T T M к dz dS    
 
    
  
                (1.13) 

22 22 ;
j

j j j
j

L

П T dL                                                      (1.14) 
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2 32 2
31 1

1 3 12 2 2
;

12

ii i
i i i ii

i i i
S

u hu
К h u u dS

t t t

     
     

             
                        (1.15) 

2 2 2 22
0 031

0 1 032 2 2
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;
12

t

t t

h t tt
t t t tt

t t t t
S h

u h uu
К h u u u dz dS

t t t
    



             
              (1.16) 

22 2
31 1

1 3 12 2 2
.
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jj j
j j j jj j

j j jkr
L

uu
K F u u I dL

t t t


     

     
              
             (1.17) 

В рівняннях (1.15) – (1.17) величини ,j j
krF I  відповідають геометричним характе-

ристикам поперечних армуючих ребер; j  – густина матеріалу армуючого ребра; 

 1,2 ,i i   t  – густини матеріалів несучих оболонок і легкого заповнювача, відповідно. 

Слід зазначити, що при розрахунку потенціальної і кінетичної енергії для легкого 

заповнювача в виразах tП  та tK  інтегрування проводиться за об’ємом, величина 
якого збільшена на величину обсягу армуючих ребер. Але цей факт практично не 
впливає на загальну похибку теорії оболонок, оскільки вміст армуючих ребер в складі 
об’єму легкого заповнювача для тришарових оболонок обертання не перевищує 2 – 
5%. Відзначимо, що метод скінченних елементів добре зарекомендував себе при роз-
рахунках конструкцій з матеріалів, які мають різні фізико-механічні властивості. 

При виведенні рівнянь коливань тришарових елементів з легким заповнювачем 
незалежному варіюванні підлягають: компоненти переміщень несучих оболонок, ар-
муючих ребер і заповнювача з легкого матеріалу. 

Після стандартних перетворень у варіаційному рівнянні (1.10), з урахуванням 
співвідношень (1.11) – (1.17), отримаємо дві системи гіперболічних рівнянь руху 
дев’ятого порядку для тришарового циліндричного елементу з легким ребристим за-
повнювачем при осесиметричному імпульсному навантаженні і відповідні природні 
граничні і початкові умови: 
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Ці системи рівнянь утворюються за рахунок врахування розривних коефіцієнтів 
«несучі оболонки-армуючі ребра». 

На лініях розривів в рівняннях коливань (1.18) величини 11
i

j
T  
  ; 13
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j
T  
  ; 11

i

j
M  
   
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відповідають зусиллям і моментам, які діють на j - й дискретний елемент з боку не-

сучих оболонок. 
Вважається, що тришарова циліндрична структура навантажена внутрішнім осе-

симетричним розподіленим нестаціонарним нормальним навантаженням 1( , )P x t  і 

осесиметричним зовнішнім зосередженим ударом по направляючій 2 ( )iP x x  , де s  і 

t  – просторова і часова координати. 
Зусилля і моменти для несучих оболонок можна записати наступним чином: 
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а зусилля і моменти для легкого заповнювача представимо в такому вигляді: 
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Для дискретних армуючих елементів заповнювача зусилля і моменти обрахову-
ються за такими формулами: 

11 11 ;
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j j
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T dF    13 13 ;
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j j
j

F

T dF    11 11 .
j

j j
j j

F

M z dF                        (1.21) 

Відзначимо, що однією зі складностей задач коливань неоднорідних пружних 
структур з урахуванням дискретності ребер, армуючого легкого заповнювача, є наяв-
ність розривних коефіцієнтів в трьох останніх рівняннях коливань (1.18). Виходячи з 
цього, створюються численні алгоритми в гладкій області і «склеюються» на лініях 
розривів з урахуванням кінематичних умов з’єднання [18, 19]. Але, наявність сучас-
них обчислювальних скінченно-елементних комплексів дозволяє отримувати числові 
рішення подібних задач [4]. 

§2. Числові результати. 
Розвʼязано задачу динамічного деформування тришарового циліндричного елемен-

ту з неоднорідним заповнювачем при комбінованому нестаціонарному навантаженні. 
Проведено дослідження дії внутрішнього імпульсу тиску 

 1 sin ( ) ( ) ,
t

P A t t T
T

                                               (2.1) 

де А  – амплітуда навантаження; Т  – тривалість імпульсу навантаження; Т R c   

( c  – швидкість звуку в металі несучих оболонок); )(t  – функція Хевісайда. 

При цьому одночасно діє зосереджений зовнішній локальний осесиметричний зов-
нішній удар по направляючій тришарової циліндричної оболонки (імітація вибуху 
подовженого кумулятивного заряду миттєвої дії): 

 2

1 , 0

0, 0
i

t
A t T

TP x x

t


         
 

   при ix x  і 0 при  ix x ,          (2.2) 

де 610 Па;А    650 10 с.Т    

Обидва навантаження починають діяти одночасно при 0.t   При таких амплітуд-
но-часових параметрах нестаціонарних навантажень можна дослідити динаміку пере-
хідних процесів в тришарових циліндричних елементах в залежності від механічних 
властивостей заповнювача. 
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Розглянуто задачу динамічного деформування тришарового циліндричного елеме-
нту з жорстко защемленими торцями. Граничні умови при 0 ,  Nx x x x   для несучих 

оболонок мають вигляд: 

1 3 1 0і i iu u      ( 1, 2);i                                             (2.3) 

початкові умови нульові для несучих оболонок при 0 :t   

1 3 1 0;i i iu u      31 1 0
ii iuu

t t t

 
  

  
  ( 1, 2)i  .                           (2.4) 

Відповідна початково-крайова задача (1.18), (2.1) – (2.4) розв’язується за допомо-
гою скінченно-елементного методу. Створена адекватна скінченно-елементна модель 
тришарової циліндричної оболонки (рис. 2) складається із: а – зовнішнього несучого 
шару; б – внутрішнього несучого шару; в – армуючих ребер і г – легкого заповнювача. 
Модель відображає взаємозв’язок потенціальної енергії деформацій в тілі з потенціа-
лом прикладених сил відповідно системі рівнянь (1.18). 

 

 

а                                            б                                            в                               г 

Рис. 2 
 
Cкінченно-елементна модель створювалася з використанням тривимірного об’-

ємного скінченного елементу типу Solid, який по деформативним якостям звуження, 
викривлення та іншим показникам відповідав вимогам забезпечення розрахункової 
сітки на скінченно-елементному рівні [5]. У варіанті тришарової циліндричної струк-
тури без полімерного заповнювача кількість скінченних елементів складала у внут-
рішній несучій оболонці 9600 елементів, зовнішній – 9600, а в армуючих ребрах – 
1200. Кількість скінченних елементів легкого заповнювача (пінопласту) дорівнювала 
8400. Загальна кількість скінченних елементів у моделі без пінопласту складала 20400 
елементів і 27280 вузлів. А при використанні пінопласту ці величини становлять: 
28800 елементів і 32400 вузлів. 

При такій розбивці скінченно-елементної моделі на елементи і вузли забезпечу-
ється практична збіжність результатів розрахунків [5]. 

,П E W                                                          (2.5) 

де E – потенціальна енергія деформацій, а W – потенціал прикладених сил. 
Після розбивки суцільної області на окремі елементи залежність (2.5) матиме на-

ступний вигляд: 
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Глобальна матриця жорсткості і глобальний вектор-стовпець в матричному рівнянні: 

    K U F                                                     (2.7) 

записуються наступним чином: 

   
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e

e

F f


   

Розглянуто симетричний тришаровий циліндричний елемент з дискретно-симет-
ричним легким заповнювачем, армованим ребрами жорсткості. Задача розв’язана ме-
тодом скінченних елементів, хід якого наведений вище. 

В цьому випадку несучі оболонки мають однакову товщину і виготовлені з одна-
кових матеріалів. Дослідження напружено-деформованого стану зазначеного триша-
рового елементу розглянуто при наступних геометричних і фізико-механічних пара-
метрах: 
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j21    

Наведені дані тришарового циліндричного елементу відповідають сплаву АМГ-6. 
Розглянуто два випадки для модуля пружності легкого заповнювача 1

tE  відношення 

;501
1
1 tEE  ;5001

1
1 tEE  густина  3мкг25tρ  коефіцієнт Пуассона  27,0t  Ар-

муючі елементи розташовані в точках  11 15( 1) ;jx k x     ;51k  .80Lx   В 

подальших розрахунках приймалось .5k  

Задача розв’язана методом скінченних елементів, схема використання якого наве-
дена вище. 

Отримані числові результати дозволяють проводити аналіз напружено-деформів-
ного стану симетричної тришарової пружної структури циліндричного типу в будь 
який момент часу (розрахунки проводилися при 0 40 ).t T   

Розглянуто три варіанти дії комбінованих нестаціонарних навантажень. 

1. На тришаровий циліндричний елемент діють наступні нестаціонарні наванта-
ження: осесиметричний зосереджений зовнішній удар по направляючій в центрі ци-
ліндричного елементу в (2.2) 0,2;ix   осесиметричне розподілене внутрішнє імпульс-

не навантаження. 

На графіках рис. 3, а показанo залежності максимальних величин нормальних про-

гинів 1
3u (1) і 2

3u (2) в серединних поверхнях несучих оболонок симетричного триша-

рового циліндричного елементу від поздовжньої координати .x  Тут і в подальших 

графіках крива 1 відповідає величині 1
3u  внутрішньої несучої оболонки симетричного 

циліндричного елементу, а крива 2 – величині 2
3u  зовнішній несучій оболонці симет-

ричної циліндричної структури в момент часу 5,75t T  (час досягнення максималь-

ного значення величин 1
3u  (1) і 2

3u  (2)). Легкий заповнювач відсутній. На даному гра-

фіку і в подальших рисунках точки з’єднання кривих 1 і 2 вказують на розташування 
дискретних ребер. З представленого графічного матеріалу можна візуально визначити 

антисиметричність розподілу величин 1
3u  (1) і 2

3u  (2) за просторовою координатою. 

Перші п’ять власних частот конструкції становлять: 1. – 2571,663 Гц; 2. – 2571,663 Гц; 
3. – 2645,195 Гц; 4. – 2645,198 Гц; 5. – 3751,644 Гц. 
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а                                                                        б 
Рис. 3 

На рис. 3, б відображено залежності максимальних величин нормальних напру-

жень 
1
22  (1) і 

2
22  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок від координати x. 

Крива 1 відповідає величині 1
22  внутрішньої несучої оболонки симетричного цилін-

дричного елементу, а крива 2 – величині 2
22  зовнішньої несучої оболонки симетрич-

ного циліндричного елементу в момент часу 5,75t T  (час досягнення максимального 

значення величин 1
22  (1) і 2

22  (2)). Легкий заповнювач відсутній. 

 

а                                                                   б 
Рис. 4 

На рис. 4, а показано залежності максимальних величин нормальних прогинів 1
3u  

(1) і 2
3u  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок симетричного тришарового 

циліндричного елементу від поздовжньої координати x в момент часу 2,3 .t T  Лег-

кий заповнювач .501
1
1  tEE  З представленого графічного матеріалу можна візуаль-

но визначити антисиметричність розподілу величин 1
3u  (1) і 2

3u  (2) за просторовою 

координатою .x  Перші п’ять власних частот конструкції становлять: 1. – 2634,372 Гц; 
2. – 2634,372 Гц; 3. – 2875,796 Гц; 4. – 2875,802 Гц; 5. – 3776,126 Гц. 

На рис. 4, б показано залежності максимальних величин нормальних напружень 
1
22 (1) і 2

22 (2) в серединних поверхнях несучих оболонок від координати x  в момент 

часу 2,3 .t T  Легкий заповнювач .501
1
1  tEE  
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На рис. 5, а показано залежності максимальних величин нормальних прогинів 1
3u  

(1) і 2
3u  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок симетричного тришарового 

циліндричного елементу від поздовжньої координати x  в момент часу 3,3 .t T  Лег-

кий заповнювач .5001
1
1  tEE  З представленого графічного матеріалу можна візу-

ально визначити антисиметричність розподілу величин 1
3u  (1) і 2

3u  за просторовою 

координатою .x  Перші п’ять власних частот конструкції становлять: 1. –2570,74 Гц; 
2. – 2570,74 Гц; 3. – 2667,214 Гц; 4. – 2667,218 Гц; 5. – 3742,788 Гц. 

 

а                                                                        б 
Рис. 5 

На рис. 5, б показано залежності максимальних величин нормальних напружень 
1
22  (1) і 2

22  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок від координати x в мо-

мент часу 3,3 .t T  Легкий заповнювач .5001
1
1  tEE  

Враховуючи, що вихідна задача є багатопараметричною (в різні моменти часу t 
кінематичні та силові параметри приймають різні значення по координаті )x  в пода-

льшому розглядатимемо залежності вихідних величин в моменти часу досягнення 
ними максимальних значень по модулю. 

Аналіз отриманих результатів показує, що використання легкого заповнювача 

(пінопласту) 501
1
1 tEE  в 1,67 рази зменшує максимальне нормальне переміщення 

1
3u  і в 1,14 рази – максимальне нормальне переміщення 2

3 ,u  відповідно зменшує мак-

симальну величину нормальних напружень 1
22  в 1,51 рази, а величини 2

22  залиша-

ються незмінними. Треті власні частоти збільшились приблизно на 9%. 
Аналіз графіків на рис. 5 показує, що використання легкого заповнювача (піноп-

ласту) 5001
1
1  tEE  в 1,87 рази зменшує максимальне нормальне переміщення 1

3u  і 

в 1,75 рази збільшує максимальне нормальне переміщення 2
3 ,u  відповідно зменшує 

максимальну величину нормальних напружень 1
22  в 1,78 рази, а величину 2

22  збіль-

шує в 1,6 рази. 
2. На тришаровий циліндричний елемент діють наступні нестаціонарні наванта-

ження: осесиметричний зосереджений зовнішній удар по направляючій по місцю ус-
тановки другого ребра в циліндричному елементі в (2.2) ;12,0ix  осесиметричне роз-

поділене внутрішнє імпульсне навантаження. 
На графіках рис. 6, а показанo залежності максимальних величин нормальних 

прогинів 1
3u  (1) і 2

3u (2) в серединних поверхнях несучих оболонок симетричного три-



 91 

шарового циліндричного елементу від поздовжньої координати x  в момент часу 
5,75 .t T  Легкий заповнювач відсутній. З усіх графіків можна візуально визначити 

антисиметричність розподілу величин 1
3u  (1) і 2

3u  (2) за просторовою координатою. 

Перші п’ять власних частот конструкції становлять: 1. – 2571,663 Гц; 2. – 2571,663 Гц; 
3. – 2645,195 Гц; 4. – 2645,198 Гц; 5. – 3751,644 Гц. 

 

а                                                                   б 

Рис. 6 

На рис. 6, б показано залежності максимальних величин нормальних напружень 
1
22  (1) і 2

22  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок від координати x  в мо-

мент часу 5,75 .t T  Легкий заповнювач відсутній. 

 

а                                                                   б 

Рис. 7 

На рис. 7, а показано залежності максимальних величин нормальних прогинів 1
3u  

(1) і 2
3u (2) в серединних поверхнях несучих оболонок симетричного тришарового 

циліндричного елементу від поздовжньої координати x  в момент часу 4,6 .t T  

Легкий заповнювач .501
1
1  tEE  Перші п’ять власних частот конструкції станов-

лять: 1. – 2634,372 Гц; 2. – 2634,372 Гц; 3. – 2875,796 Гц; 4. – 2875,802 Гц; 5. – 
3776,126 Гц. 
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На рис. 7, б показано залежності максимальних величин нормальних напружень 
1
22  (1) і 2

22  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок від координати x  в мо-

мент часу 4,6 .t T  Легкий заповнювач .501
1
1  tEE  

На рис. 8, а показано залежності максимальних величин нормальних прогинів 1
3u  

(1) і 2
3u (2) в серединних поверхнях несучих оболонок симетричного тришарового 

циліндричного елементу від поздовжньої координати x  в момент часу 3,3 .t T  Лег-

кий заповнювач .5001
1
1  tEE  Перші п’ять власних частот конструкції становлять: 1. 

– 2570,74 Гц; 2. – 2570,74 Гц; 3. – 2667,214 Гц; 4. – 2667,218 Гц; 5. – 3742,788 Гц. 
На рис. 8, б показано залежності максимальних величин нормальних напружень 

1
22  (1) і 2

22  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок від координати x  в мо-

мент часу 2,35 .t T  Легкий заповнювач .5001
1
1  tEE  

 
а                                                                  б 

Рис. 8 

Аналіз отриманих результатів (рис. 7) показує, що використання легкого запов-

нювача (пінопласту) 501
1
1  tEE  в 1,6 рази зменшує максимальне нормальне перемі-

щення 1
3u  і в 1,13 рази максимальне нормальне переміщення 2

3 ,u  відповідно зменшує 

максимальну величину нормальних напружень 1
22  в 1,45 рази, а величини 2

22  збіль-

шуються в 1,04 рази. Треті власні частоти збільшились приблизно на 9%. 
Аналіз графіків на рис. 8 показує, що використання легкого заповнювача (піно-

пласту) 5001
1
1 tEE  в 3,3 рази зменшує максимальне нормальне переміщення 1

3u  і в 

1,63 рази збільшує максимальне нормальне переміщення 2
3 ,u  відповідно зменшує 

максимальну величину нормальних напружень 1
22  в 2,6 рази, а величину 2

22  збіль-

шує в 1,78 рази. 

3. На тришаровий циліндричний елемент діють наступні нестаціонарні наванта-
ження: oсесиметричний зосереджений зовнішній удар по направляючій між 3 та 4 реб-
рами оболонки; в (2.2) ;24,0ix  oсесиметричне розподілене внутрішнє імпульсне 

навантаження. 

На графіках рис. 9, а показанo залежності максимальних величин нормальних 

прогинів 1
3u  (1) і 2

3u  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок симетричного 

тришарового циліндричного елементу від поздовжньої координати x  в момент часу 
5,8 .t T  Легкий заповнювач відсутній. Перші п’ять власних частот конструкції ста-
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новлять: 1. – 2571,663 Гц; 2. – 2571,663 Гц; 3. – 2645,195 Гц; 4. – 2645,198 Гц; 5. – 
3751,644 Гц. 

На рис. 9, б показано залежності максимальних величин нормальних напружень 
1
22  (1) і 2

22  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок від координати x  в мо-

мент часу 5,8 .t T  Легкий заповнювач відсутній. 

 

а                                                                   б 

Рис. 9 

На графіках рис. 10, а показанo залежності максимальних величин нормальних 

прогинів 1
3u  (1) і 2

3u  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок симетричного 

тришарового циліндричного елементу від поздовжньої координати x  в момент часу 
8,95 .t T  Легкий заповнювач .502,1  tEE  Перші п’ять власних частот конструкції 

становлять: 1. – 2634,372 Гц; 2. – 2634,372 Гц; 3. – 2667,214 Гц; 4. – 2667,218 Гц; 5. – 
3776,126 Гц. 

На рис. 10, б показано залежності максимальних величин нормальних напружень 
1
22  (1) і 2

22  (2) в серединних поверхнях несучих оболонок від координати x  в мо-

мент часу 8,95 .t T  Легкий заповнювач .502,1  tEE  

 

а                                                                        б 

Рис. 10 

Аналіз отриманих результатів показує, що використання легкого заповнювача (пі-

нопласту) 501
1
1 tEE  в 0,71 рази зменшує максимальне нормальне переміщення 1

3u  і 

в 0,8 рази максимальне нормальне переміщення 2
3u , відповідно зменшує максимальну 
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величину нормальних напружень 1
22  в 0,71 рази, а величини 2

22  збільшились в 1,1 

рази. Власні частоти практично не змінилися. 

Висновки. 
Проведені скінченно-елементні розрахунки динаміки перехідних процесів в симе-

тричних тришарових циліндричних елементах з дискретно-симетричним легким ар-
мованим ребрами заповнювачем при дії комбінованих нестаціонарних навантажень 
показали можливість оцінки формування коливальних процесів в тришарових струк-
турах в залежності від якості легкого заповнювача. Числові експерименти підтвер-
дили, що збільшення маси симетричних елементів за рахунок легкого компонента 
заповнювача в межах 2% – 5% суттєво, часом в декілька разів, змінюють максимальні 
параметри напружено-деформованого стану в циліндричних структурах при нестаціо-
нарних навантаженнях. Таким чином, можна стверджувати, що підбором матеріалів 
тришарового пакету симетричних тришарових циліндричних елементів можна ство-
рити конструкцію з прогнозованою динамічною поведінкою при нестаціонарному 
навантаженні. 

Наукові дослідження, результати яких опубліковано у цій статті, виконано за ра-
хунок коштів бюджетної програми «Підтримка пріоритетних напрямків наукових до-
сліджень» (КПКВК 6541230). 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Досліджено вплив дії розподілених і локальних осесиметричних імпульсних наван-

тажень на тришарові циліндричні оболонкові елементи корпусів ракет. Локальні осесиметричні ім-
пульсні зовнішні навантаження, які прикладені по направляючій циліндричної оболонки, є імітацією 
вибуху подовженого кумулятивного заряду миттєвої дії. Проведено скінченно-елементне моделю-
вання динаміки перехідних процесів тришарових циліндричних елементів з дискретно-симетричним 
легким армованим ребрами заповнювачем при таких навантаженнях дає можливість правильно виб-
рати фізико-механічні параметри циліндричних корпусів ракет. Виконані дослідження демонструють 
значний вплив характеру динамічних навантажень на перехідні процеси в тришарових циліндричних 
елементах. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: динаміка, тришаровий циліндричний елемент, перехідні процеси, внутрі-

шнє розподілене нестаціонарне навантаження, локальне зовнішнє імпульсне навантаження, скінчен-
но-елементний метод, механічні явища. 
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