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Abstract. A problem of reduction of the effect of the free-surfaced liquid mobility of 

the motion of a carrying structure is considered. For a mathematical description of the prob-
lem, the variational approach with elements of nonlinear mechanics and the idea of modal 
decomposition of the system variables are used. This approach enables the determination in 
the analytical form of the internal forces of interaction of a liquid with tank walls. The sug-
gested controlling method is based on the idea of compensation of the liquid structure inter-
action by the inclusion of this force into the special control action. This approach is verified 
for the different problems of controlling for the short-term and harmonic disturbances of the 
system motion. Here we examine the potential of the method for different variants of ap-
proximate determination of the liquid force response. The obtained results show that, for the 
simplified (linear) or one-term determination of the liquid response, this method gives con-
siderable deviations on the initial stage of motion, however, later these deviations reduce 
significantly and finally an effect of the liquid mobility on the carrying structure is practical-
ly eliminated.  

 
Key words: nonlinear dynamics, combined motion, reduction of a liquid mobility ef-

fect, control, approximate compensation of the fluid-structure interaction response. 
 

Вступ. 
При розгляді задач керування рухом конструкцій з рідиною однією з важливих є 

задача про зменшення впливу рухомості рідини на рух конструкції-носія. Досліджен-
ня показують, що в динаміці конструкцій з рідиною з вільною поверхнею найбільш 
складні режими поведінки систем спостерігаються у випадку значних проявів суміс-
ності руху конструкції-носія і рідини з вільною поверхнею. Особливі складності ви-
никають при розгляді режимів поведінки систем в нелінійному діапазоні збурень, які 
є домінуючими в сучасних режимах експлуатації технічних об’єктів. В підсумку це 
призводить до необхідності розгляду задач динаміки нелінійних систем відносно ве-
ликої розмірності. Якщо для задач нелінійної динаміки конструкцій з рідиною ство-
рені ефективні підходи для дослідження (переважно такі дослідження грунтуються на 
сумісному використанні варіаційних підходів і методу модальної декомпозиції [2, 10, 
13 – 15]), то для вивчення проблем керування рухом таких систем існують результати 
лише для задач динаміки конструкцій з рідиною, які описані в рамках лінійних мало-
розмірних математичних моделей [1, 3 – 6]. Відносно висока розмірність системи 
розв’язуючих рівнянь та її нелінійність не дозволяють застосувати добре відомі мате-
матичні методи дослідження задач керування рухом [5 – 7]. У той же час задачі висо-
коточного маневрування конструкцій з рідиною є важливими в сучасній техніці, зок-
рема в аерокосмічній і енергетичній галузях і потребують надійного аналізу. 
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В даному дослідженні математична модель задачі будується на основі варіаційно-
го принципу Гамільтона – Остроградського з подальшим використанням методу мо-
дальної декомпозиції [2]. Відомо, що складовою частиною використання варіаційного 
принципу Гамільтона – Остроградського є можливість аналітичного визначення сил 
взаємодії між компонентами. Для задачі про динаміку конструкції з рідиною це до-
зволяє в аналітичному вигляді визначити головний вектор сил тиску рідини на стінки 
резервуара (силовий відгук рідини). На основі даних силової взаємодії конструкції з 
рідиною розглянуто алгоритм керування рухом, основною ідеєю якого є принцип 
компенсації силового відгуку рідини. Такий алгоритм дозволив побудувати керуван-
ня, яке виключає вплив рухомості рідини на рух твердого тіла, що є вкрай важливим 
для високоточного виконання програмних рухів конструкцій з рідиною [11, 12]. Хоча 
це керування не є оптимальним, воно дозволяє ефективно провести вивчення неліній-
ної задачі у випадку її досить високої розмірності і одержати стратегію забезпечення 
високоточних режимів руху конструкції-носія з рідиною. В той же час важливою про-
блемою є вибір параметрів, на основі яких буде здійснюватися керування. З одного 
боку, це можуть бути спрощені варіанти визначення силового відгуку рідини, а з дру-
гого боку, дані вимірів динамічних параметрів руху, які будуть використовуватися 
при реалізації оберненого зв’язку. Відповідно, в даній роботі розглядається декілька 
варіантів спрощеного визначення силового відгуку рідини для використання при по-
будові керування на основі принципу компенсації силового відгуку і аналізується 
вплив такого наближення на ефективність керування. 

1. Математична модель системи. 
Розглядається задача про рух системи «конструкція – рідина з вільною поверх-

нею». Вважається, що конструкція має порожнину циліндричної форми, частково за-
повнену рідиною. Конструкція розглядається як абсолютно тверде тіло, що здійснює 
поступальний і обертальний рухи під дією активних зовнішніх сил і моментів, а також 
кінематичних збурень. Приймається, що рідина є ідеальною, нестисливою, однорід-
ною, а її початковий рух є безвихровим. Для проведення числових розрахунків у стат-
ті розглянуто циліндричний резервуар кругового поперечного перерізу. Розв’язок за-
дачі будується за методом [2], який пройшов багатобічну апробацію для задач дина-
міки конструкцій з рідиною при силовому і моментному збудженні руху і порівняння 
з якісними результатами теоретичних робіт і експериментів [3, 8, 10, 15]. 

Математична модель системи є об’єктом неоднорідної математичної структури. 
Рух рідини описується диференціальними рівняннями з частинними похідними, а рух 
конструкції – системою звичайних диференціальних рівнянь. Ці складові є зв’яза-
ними. В основу постановки задачі прийнято варіаційний принцип Гамільтона – Ост-
роградського в класичному вигляді. Важливим етапом застосування цього варіаційно-
го принципу, який дає значні переваги в прикладному плані, є виключення всіх кіне-
матичних граничних умов. Відмінною рисою підходу [2], в порівнянні з методами [8, 
9, 13, 14], є аналітичне виключення кінематичної граничної умови на вільній поверхні 
рідини в квадратурах для довільного порядку системи рівнянь  
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Тут   – потенціал швидкостей хвильового руху рідини; векторний потенціал 


  

Стокса – Жуковського відповідає за зв’язаність кутового і хвильового рухів рідини;   

– збурення вільної поверхні рідини;  і   є, відповідно, поступальна і кутова швид-
кості руху резервуара; r


 – радіус-вектор довільної точки рідини. Фактично з цієї кі-

нематичної граничної умови виключається з розгляду потенціал швидкостей через 
збурення вільної поверхні рідини. Це обумовлено відомою теоремою: безвихровий 
рух ідеальної однорідної нестисливої рідини повністю визначається рухом її границь.  
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Тепер рух системи характеризується континуальним параметром   і двома век-

торними дискретними параметрами   і  , що описують рух конструкції-носія. Пе-
рехід до математичного об’єкту однорідної структури здійснюється методом модаль-
ної декомпозиції. З цією метою збурення вільної поверхні рідини   задаються у ви-

гляді розкладу за формами вільних коливань рідини в циліндричному резервуарі  

( ) ( , )n n
n

a t r    .                                                         (1) 

Тут ( , )n r   – форми вільних коливань рідини з вільною поверхнею. Надалі за неза-

лежні змінні системи приймаються амплітудні параметри збурення форм коливань 
вільної поверхні рідини ia  (визначають рух вільної поверхні) та параметри поступа-

льного i  і обертального i (система кутів повороту тіла-носія) рухів конструкції, які 

визначають рух твердих границь області рідини. Обрані параметри повністю характе-
ризують динаміку системи, оскільки за їх значеннями можна відновити характеристи-
ки руху вільної поверхні рідини  , поле швидкостей рідини, поле тисків. При цьому 

ця система параметрів є мінімальною, оскільки кількість невідомих дорівнює кількос-
ті ступенів свободи вихідної системи. Зауважимо, що відомі методи [8, 9, 13, 14] ви-
користовують не мінімальну систему параметрів.  

На основі розкладу (1) і попереднього виключення кінематичної граничної умови 
на вільній поверхні, яке еквівалентне визначенню залежності потенціалів швидкостей 
хвильового та кутового рухів рідини від збурень її вільної поверхні, можна виконати 
перехід від дискретно-континуальної структури вихідної механічної системи до її 
дискретного аналогу. Це дозволить визначити функцію Лагранжа, а згодом і рівняння 
Лагранжа другого роду конструкції з рідиною в параметрах , іi i ia   . Сама процеду-

ра виводу такої системи докладно описана в [2] і тут не приводиться. В математично-
му плані така система рівнянь руху є нелінійною системою звичайних диференціаль-
них рівнянь другого порядку, в якій другі похідні невідомих входять лінійно, що є 
передумовою для можливості аналітичного зведення цієї системи рівнянь до форми 
Коші, яка є зручною для аналітичних досліджень і чисельного інтегрування. Систему 
рівнянь руху зручно представити в такому вигляді: 
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Індексні вирази, коефіцієнти, які входять у рівняння руху (2) – (4), характеризу-
ють динамічну взаємодію в системі, інерціальні і статичні характеристики конструк-
ції, а також зовнішні сили і моменти, що діють на конструкцію. Ці коефіцієнти визна-
чаються в квадратурах від форм коливань вільної поверхні рідини і лінійних складо-
вих потенціалів Стокса – Жуковського [1, 2]. У рівняння також входять механічні ха-
рактеристики рідини (густина   і загальна маса рідини FM ) і резервуара (маса TM  і 

момент інерції ps
resJ ), а також параметри розташування центрів мас резервуара і ріди-

ни відносно центра незбуреної вільної поверхні рідини. Система рівнянь у сукупності 
є моделлю сумісного руху конструкції з рідиною з вільною поверхнею для випадку, 
коли конструкція-носій здійснює поступальний і кутовий рух. 

Систему рівнянь руху (3), (4) можна записати у вигляді 
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
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exM – відповідно, зовнішня сила і момент, що діють на конструкцію, а R


 і 

r
RM  – головні вектори сил і моментів тиску рідини на стінки конструкції, які за варіа-

ційним підходом визначаються автоматично як складові частини техніки варіювання. 
З рівнянь руху (3), (4) можна вивести аналітичні вирази для цих параметрів силової і 
моментної взаємодії рідини з конструкцією. Зауважимо, що в літературі з динаміки 
конструкцій з рідиною така силова взаємодія зазвичай визначається шляхом інтегру-
вання сил тиску на стінках резервуара, що значно складніше і зроблене лише для час-
тинних випадків. Тут цей результат одержується автоматично як складова частина 
техніки варіювання і для більш загального випадку. 
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Визначення параметрів силової і моментної взаємодії конструкції з рідиною в 
аналітичній формі дозволяє не лише оцінити таку взаємодію кількісно, а й запропону-
вати нові алгоритми керування рухом конструкцій з рідиною, в яких виключений чи 
значно послаблений вплив коливань рідини на динаміку руху конструкції. 

2. Побудова керування і приклади різного визначення відгуку рідини. 
Якщо прийняти за мету керування зменшення впливу рухомості рідини на рух 

конструкції-носія, то основна ідея побудови керування сумісним рухом конструкції з 
рідиною полягає у використанні принципу компенсації силової взаємодії рідини з 
резервуаром, яка базується на основі включення до керування з протилежним знаком 
визначених в аналітичному вигляді сил і моментів, які створює тиск рідини на стінки 
конструкції. На прикладі поступального руху конструкції з рідиною в попередніх пу-
блікаціях [11, 12] було показано, що шляхом компенсації силової взаємодії рідини з 
резервуаром з високою точністю подальший рух конструкції вдається забезпечити 
таким, який би відповідав руху системи із «затверділою» рідиною для різних форм 
силового збудження руху (короткотривалі і періодичні). Причому таке керування 
практично повністю виключає вплив рідкого наповнення на рух конструкції-носія в 
різних діапазонах прояву нелінійних властивостей системи. 

Визначення силового відгуку рідини перед-
бачає знання динамічних параметрів руху ріди-
ни, а саме амплітуд коливань за кожною фор-
мою, швидкостей зміни цих амплітуд і їх прис-
корень. Однією з задач встановлення обернено-
го зв’язку керування є оцінка варіантів спро-
щення такого набору параметрів і встановлення 
можливостей використання мінімального набо-
ру вимірів технічними засобами для поточного 
формування оберненого зв’язку керування. Від-
повідно було проведено аналіз ефективності 
трьох варіантів визначення силового відгуку 
рідини на стінки резервуару для випадку посту-
пального руху резервуара з рідиною в горизон-
тальній площині (рис. 1). 

Перший варіант (основний) – на основі пов-
ного використання співвідношення (5), тобто 

згідно до розробленої моделі. Другий варіант (назвемо його лінійним наближенням) – 
на основі лінеаризованого співвідношення (5), тобто вираз в перших круглих дужках 
опускається. Третій варіант (назвемо його одночленним наближенням) – на основі 
першої форми коливань, взятої за лінійним наближенням (вираз у перших круглих 
дужках опускається, а з виразу в других круглих дужках взято лише один доданок з 
прискоренням). 

Для аналізу ефективності таких алгоритмів визначення силового відгуку рідини 
вивчимо рух системи для випадку початкового динамічного збудження руху системи 
силовим імпульсом у вигляді прямокутного імпульсу, прикладеного до стінки цилінд-
ричного резервуара; тривалість імпульсу вважається меншою за чверть періоду вільних 
коливань системи  0,25 с  . В нелінійній моделі сумісного руху конструкції з ріди-

ною враховується 12N   форм коливань вільної поверхні рідини. Числові результати 
отримано для вертикально розташованого кругового циліндричного резервуара радіу-
сом 1 мR   з глибиною заповнення водою 1 мH  ; маса резервуара приймалась як 

10 % від маси рідини (випадок суттєвого впливу рухомості рідини).  
Надалі визначаємо залежність в часі поступальної швидкості руху рідини (рис. 2). 

При цьому на рисунку крива 1 (суцільна крива) відповідає руху системи без керуван-
ня для випадку рідини що «затверділа»; крива 2 (суцільна крива, яка на рисунку спів-
падає з кривою 1) відповідає руху системи за наявності рідини і керування на основі 
принципу компенсації силового відгуку рідини на основі повної інформації про зале-
жність силового відгуку від параметрів руху рідини; крива 3 (штрих-пунктирна крива) 

O x

z x

 
Рис. 1 
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відповідає випадку руху рідини без керування; крива 4 (штрихова крива) відповідає 
руху системи для випадку визначення силового відгуку рідини на основі лінійного 
наближення. На рис. 2 всі лінійні розміри віднесено до радіуса резервуара, час зада-
ється в секундах.  

0 4 8 12
0

0.2

0.4

0.6

0.8

t, s

v, 1/ s

12

3

4

 

Рис. 2 

З рисунка видно, що у випадку «затверділої» рідини система за час   набуває ма-
ксимальної швидкості і надалі рухається з цією постійною швидкістю (крива 1). У 
випадку руху системи без компенсації силового відгуку рідини система за короткий 
час набуває швидкість, що спочатку перевершує швидкість, яку б набула система із 
«затверділою» рідиною (крива 3), а надалі відбуваються коливання швидкості навко-
ло цього сталого значення. При русі системи з керуванням, яке включає компенсацію 
силового відклику рідини на основі повного використання співвідношення (5), закон 
руху системи практично збігається із законом руху системи із «затверділою» рідиною 
(крива 2). Тобто, запропонований алгоритм керування забезпечив з високою точністю 
рух системи, в якому виключено вплив рухомості рідини на рух конструкції носія. 
Для випадку визначення відгуку рідини на основі лінійного наближення (крива 4) на 
початковому етапі руху формується певна розбіжність між значеннями швидкостей 
руху системи у випадку впливу рухомості рідини і випадку «затверділої» рідини. 
Проте з часом така відмінність спадає. Аналогічні залежності одержуються і для ви-
падку одночленного наближення визначення відгуку рідини, які практично збігаються 
з кривою 4. В більшості нестаціонарних задач неврахування нелінійних властивостей 
системи на початковому етапі не призводить до вагомих відмінностей результатів 
надалі. Проте в цьому випадку з керуванням отримуємо, що неврахування частини 
інерційних властивостей системи (за рахунок інерції збудження вищих форм коли-
вань) і частини, яка обумовлена квадратичними і кубічними членами, суттєво відо-
бражається на результаті керування саме на початковому етапі. В той же час алгоритм 
керування надалі мінімізує цей вплив. В процесі руху коливання вільної поверхні рі-
дини залишаються одного порядку (0,25 – 0,3 радіуса резервуара) і стають навіть тро-
хи меншими, ніж у випадку руху системи без компенсації силового відклику рідини. 
В той же час для руху без компенсації з часом стає помітним певне відхилення від 
синусоїдального закону руху, яке слабко помітне для випадків руху системи з компе-
нсацією рухомості рідини. Запропонована схема керування фактично є керуванням з 
оберненим зв’язком відносно прискорень амплітуд збурень форм коливань вільної 
поверхні рідини з їх нормуванням за законом формування силового відгуку рідини, 
який надалі уточнюється нелінійними членами. 

Висновки. 
Для реалізації високоточного маневрування запропоновано алгоритм керування 

рухом конструкцій з рідиною, в основі якого лежить принцип компенсації силової 
взаємодії рідини зі стінками резервуара, що має суттєво зменшити влив рухомості 
рідини на рух конструкції-носія. Для задачі керування рухом конструкції з рідиною з 
вільною поверхнею розглянуто різні варіанти наближеного визначення силового від-
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гуку рідини на стінки конструкції-носія. Встановлено, що для різних варіантів визна-
чення силового відгуку рідини цей алгоритм забезпечує з високою точністю рух конс-
трукції-носія, який співпадає з законом руху системи для випадку «затверділої» ріди-
ни. Запропонований підхід базується на аналітичних властивостях початкової нелі-
нійної динамічної моделі сумісного руху конструкції з рідиною і застосовується для 
вивчення нелінійної динамічної моделі високої розмірності, де використання тради-
ційних підходів до розв’язування задач керування рухом є складним. Показано, що 
при спрощеному (лінійному) чи одночленному визначенні силового відгуку рідини 
цей метод дає значні похибки на початковому етапі руху, проте згодом ці відхилення 
значно спадають і в підсумку влив рухомості рідини на конструкцію-носій практично 
виключається.  

 
РЕЗЮМЕ.  Розглянуто задачу про зменшення впливу рухомості рідини з вільною поверхнею 

на рух конструкції-носія. Для математичного опису задачі використано варіаційний підхід з елемен-
тами нелінійної механіки і ідей методу модальної декомпозиції змінних системи. Такий підхід дозво-
ляє визначити в аналітичній формі внутрішні сили взаємодії рідини з стінками бака. Запропонований 
метод керування базується на ідеї компенсації взаємодії рідини з конструкцією шляхом включення 
цієї сили спеціального керування. Підхід пройшов верифікацію для різних задач керування (для ко-
роткотривалих і гармонічних збуджень руху системи). Перевірено можливості методу у випадку 
різних варіантів наближеного визначення силового відгуку рідини. Одержані результати свідчать, що 
при спрощеному (лінійному) чи одночленному визначенні силового відгуку рідини цей метод дає 
значні похибки на початковому етапі руху, проте згодом ці відхилення значно спадають і в підсумку 
влив рухомості рідини на конструкцію-носій практично виключається.  

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: нелінійна динаміка, сумісний рух, зменшення впливу рухомості рідини, 

керування, наближена компенсація силового відгуку рідини. 
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