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Abstract. An exact solution of the dynamic torsion problem of an elastic spherically 
layered twice-truncated cone is obtained. The dynamical rotation moment is applied through 
the rigid thin overlay to the cone bottom face. The cone top face is fixed, and lateral surface 
is stress free. On the layers boundaries, the conditions of ideal contact are satisfied. A solu-
tion of the problem is constructed by application of the integral transform to the rotation 
equation. To determine the unknown constants of the general solution, the recurrent scheme 
is proposed. This allows to find the explicit formulae for the displacement and stress for the 
arbitrary number of layers. The proposed scheme can be used to simulate the cone function-
ally graded material by increasing the number of layers with the monotonically changing 
mechanical characteristics. 
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Вступ. 
Велика кількість застосувань функціонально градієнтних матеріалів (ФГМ) сти-

мулює розробку різноманітних математичних моделей для дослідження їх напруже-
ного стану. Це сприяло появі багатьох робіт, присвячених розробці математичних 
методів розв’язання задач не тільки для чисто ФГМ, але й для шаруватих матеріалів з 
дискретними пружними властивостями. 

Багато нещодавніх праць присвячено числовим методам аналізу напруженого 
стану шаруватих тіл [5, 8 – 10, 14, 20]. Незважаючи на їх ефективність отримати пов-
ну якісну картину механічних процесів не є можливим. Через це розробка аналітич-
них методів розв’язання такого роду задач залишається актуальною. Наведено стис-
лий аналіз деяких праць. В [11] продемонстровано підхід до оцінки термопружного 
стану багатошарових порожнистих довгих термочутливих циліндрів на основі вико-
ристання підстановки Кірхгофа, узагальнених функцій та функцій Гріна. Задачу інте-
нсифікації динамічних напружень внаслідок тріщини дископодібної форми у триша-
ровому пружному твердому тілі розв’язано в [13] за допомогою вдосконаленого мето-
ду граничних інтегральних рівнянь. У [24] досліджено особливості поширення поздо-
вжніх і поперечних плоских хвиль вздовж шарів нанокомпозитів періодичної струк-
тури з використанням теорії скінченних деформацій і пружного потенціалу типу Мур-
нагана. Сучасні праці, що пропонують різні нові аналітичні методи розв’язання для 
шаруватих тіл, включають [3, 12, 16, 19, 21 – 23] серед інших. 

Потрібно відзначити, що кількість задач, де розглянуто шаруваті тіла конічної 
форми, є досить обмеженою. Це пов’язано зі складністю використання сферичної сис-
теми координат та відповідних інтегральних перетворень. Аналіз пружності 2D-FG 
зрізаного порожнистого конусу скінченної довжини описано у [4]. В [18] точний 
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розв’язок задачі кручення було знайдено для конічно шаруватого нескінченного пру-
жного конусу. В запропонованій роботі авторами проведено дослідження хвильового 
поля динамічної задачі кручення пружного двічі-зрізаного сферичними поверхнями 
шаруватого конусу. 

§1. Постановка задачі. 
Задачу розглянуто для випадку сталих коливань в осесиметричній постановці. Зо-

браження усіх механічних характеристик розшукуються у вигляді  , , ,f r t    

 ie , , ,t f r   , де   – частота сталих коливань. Надалі множник ie t  опущено у 

всіх наступних формулах. 
Двічі-зрізаний пружний шаруватий конус розглядається в сферичній системі ко-

ординат 0 ,na r a         з шарами, поділеними сферичними поверхнями 

, , 1, 1jr a j n        , де 1n   – номер шару (рис. 1). 

 

 

Рис. 1 

Крутильний момент прикладено до конусу через абсолютно жорстку накладку, 
яка прикріплена до нижньої сферичної поверхні 0,r a        конусу 

     
0

1 , , 0 .
r a

w r lF    


                                    (1.1) 

Тут        , ,j jw r u r   – переміщення j -го шару, 1,j n ; 0nl a a  ;  F   – до-

вільна відома неперервна функція та   – невідомий кут повороту конусу, який знахо-
диться з рівняння кручення накладки 

 13 2 2
0 0

0

2 sin ( , ) 0,a a d M J


                                       (1.2) 

де M  – крутильний момент, прикладений до накладки; J  – момент інерції руху на-
кладки. 
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Верхня сферична поверхня конусу ,nr a        зафіксована 

   , 0, 0
n

n

r a
w r   


   .                                (1.3) 

Бокова поверхня конусу 1 , , 1,j ja r a j n       вільна від напружень  

     
       1

1
,

, , cot 0,
j

j j j
j j

w r
r G r w r a r a

 
 


   









 
     
  

 ,       (1.4) 

де 
       , , , 1,

j jr r j n      та  jG  – модуль пружності відповідного шару. 

На границях шарів діють умови ідеального контакту 

       
       

1

1

, , ;
1, 1, 0 ,

, , ,

j j
j j

j j
j j

w a w a
j n

a a

 
 

   





     
 
 

                        (1.5) 

де          
       1,

, , , , 1,
j

j j j j
r

w r
r r G r w r j n

r


    
 
    
  

. 

Потрібно знайти розв’язок, що задовольняє умови (1.1) – (1.5) і рівняння кру-
чення [15] 

    
               

2
2

2

1

sin ,
,

, , ,
sin sin

,0 ,

j
j

j j j

j j

w r
w r

r w r rq w r

a r a

 


 
 

 





 
        

 
   

      (1.6) 

тут 
 ,f r

f



 



; 

 ,f r
f

r


 


;  

 
j

j
q

c


  – хвильове число;      /j j jc G   – 

швидкість зсувної хвилі;  j  – густина та 1,j n  – кількість шарів. 

На основі отриманого розв’язку потрібно провести аналіз хвильового поля конусу 
та власних частот в залежності від пружних властивостей шарів. 

§2. Розв’язання задачі. 
Для розв’язання задачі запропоновано метод інтегральних перетворень. Інтеграль-

не перетворення Г.Я. Попова за змінною   [17] 

             
     

 

1

1
2

100

cos
sin , cos ; ,

cos

k

k

k

j
kj j j

k
k

w r P
w r w r P d w r

P









    






         (2.1) 

застосовано до крайової задачі (1.1) – (1.6). Тут  mP х  – це приєднані функції Лежа-

ндра [6];  
2mP х  – норма приєднаних функцій Лежандра; параметр k  задовольняє 

рівняння [17] 

    1 1cot cos cos 0
k k

P P   
   

 
. 

Після використання перетворення (2.1) задача (1.1) – (1.6) приймає вигляд 
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             
2

2 2
11 0, , 1, ;j jj

k k j jk kr w r r q w r a r a j n  

            
  

    (2.2) 

         1 1
0 ; 0;n

k nk kw a l F w a                                          (2.3) 

               1 1, , ; , , , 1, 1.j j j j
j j j jk k k kw a w a a a j n                     (2.4) 

Для розв’язання задачі в просторі трансформант потрібно побудувати фундамен-

тальну систему розв’язків         1 2 1, , , 1,j j
j jk kr r a r a j n      рівняння (2.2). 

Для цього введено нову функцію        
1

2 , 1,j j
k kw r r w r j n


  . Після проведення замі-

ни отримано рівняння Бесселя  

            
22

2
1

1
0, , 1, .

2
j j jj

j jk k kr r w r r q w r a r a j n 

                         
 

Розв’язки цього рівняння з урахуванням проведеної заміни мають вигляд [7] 

             
1 1

2 2
1 21 2 1 2

; ,
k k

j jj j
k kr r J q r r r Y q r 

 

      

де  kJ x  та  kY x  – функції Бесселя першого та другого роду, відповідно. 

Загальний розв’язок рівняння (2.2) записано у вигляді 

               
1 1 2 2 1, , 1, ,j j j j j

j jk k k k kw r r C r C a r a j n                     (2.5) 

де    
1 2, , 1,j j

k kC C j n  – невідомі константи. Для їх знаходження потрібно задоволь-

нити крайові умови (2.3)  
     

   

1 1
0 ;

0

kk

n
nk

w a l F

w a

 

 

 

та умови на границях шарів (2.4) 

       
       

1

1

, , ;
1, 1.

, , ,

j j
j jk k

j j
j jk k

w a w a
j n

a a

 

   





   
 

 

Розв’язок системи запишемо у вигляді 

                  
                  

11 1 1 11
1 1 1 0 1 2 0 2

11 1 1 11
2 2 1 0 1 2 0 2

;
1, ,

,

j j
kk k k k k k

j j
kk k k k k k

С l F A a A a A
j n

С l F A a A a A









     
    

            (2.6) 

де     1 2, , 1,j j
k kA A j n  знайдено за рекурентними формулами 

 
   
   

   
   

   
   
   

   
   

   

         

1 1
1 2 2 21 1

1 1 1 2 2

1 1 1 1

1 1
2 1 1 2 2

;

;

j j j j
j j j jk k k kj j j j j

k k k k kj j j j
j j j jk k k k

j j j j j
k k k k k

a a a a
A B A B A

a a a a

A B A B A

 
 

 

                         

  
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 
   
   

 2
1 2

1

; 1
n

n nnk
k kn
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a


  
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 

           
   

       

 
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1
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jkk k k k

j
jkr a r aj
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ar r r r
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 

 
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 

           
   

       

 
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2 22 1 1
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jk r ar aj
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a ar r r
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



        
          

  

де 

 
 

 

       
   

   22 1
1

1
j j

jj jj
jkj k k

j j
jkr a r a

ar rG

r rG a
 

                      

  

Константи    
1 2, , 1,j j

k kC C j n  підставлено до представлення трансформанти пе-

реміщення (2.5). Застосування оберненого інтегрального перетворення Г.Я. Попова 
(2.1) завершує побудову розв’язку вихідної задачі 

   
 

 
            

1

1 1 2 22
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cos
, , 1, .

cos

k

k

j j j jj
k k k k

k

P
w r r C r C j n

P













             (2.7) 

За отриманою формулою переміщень побудовано зображення напружень   ( , ),j r   

 
( , )

j
r   та невідомого кута повороту конуса  . 

Розв’язок (2.7) співпадає з розв’язком поставленої задачі для випадку суцільного 
конусу, якщо взяти у подані (2.7) кількість шарів 1n  . В цьому можна впевнитись, 
якщо порівняти отриману формулу з результатами роботи [2]. 

§3. Числові результати. 
На основі отриманого зображення переміщень та напружень проведено числовий 

аналіз хвильового поля конусу. 
Розглянуто шаруватий конус з n  шарами з характеристиками конусу та наванта-

ження 
 1

1G  ;   
1

1  ;   
0 01; 3na a a  ; 

3

  ;  F   ;   1
10M G ;  0,1V  ; 

7  . 

Розрахунки виконано для безрозмірних величин, нормалізованих характеристи-

ками першого шару     

 1
, 1, ;

j
j G

G j n
G

       

 1
, 1, ;

j
j

j n



   
       

/ ,
j jj

c G   

1,j n  та 
0

, 0,j
j

a
a j n

a
  ;   1

M
M

G
 ; 

0

r
r

a
 ; 


 
   20

1
sin

2

V
J a

 


 . 

Навантаження прикладено до першого шару ( 0,r a       ). Дві основні схе-

ми розглянуто при налаштуванні шарів. Перша схема описує збільшення жорсткості 
від нижнього шару, до якого прикладене крутильне навантаження, до останнього верх-
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нього шару. Друга схема відповідає випадку, в якому навантаження прикладено  
до найжорсткішого нижнього шару, а останній верхній шар є найм’якішим. Модуль 
зсуву та густина першого та останнього шарів фіксовані. В конусі, поділеному на  

n  пружних шарів, модуль пружності та густина змінюються за схемою 
 j

G   

            1 1
1 1 , 1, .

n
G j G G n j n           

 Значення величини      1
,

n
h G G  час-

тоти коливань   та кількості шарів n  позначено для кожного випадку окремо. 
Було проведено аналіз власних частот для знаходження резонансних частот, небе-

зпечних для стійкості конусу. Резонансні частоти знайдено чисельно за методикою, 

описаною в [1]. На рис. 2 та 3 представлено графіки залежності напружень    ,j
r na   

від частоти коливань  . На рис. 2 можна побачити розподіл інтервалів перших влас-
них частот, коли навантаження прикладено до першого шару та модуль пружності 
зростає від першого шару до останнього. Аналогічний розподіл частот наведено на 
рис. 4 у випадку, коли модуль пружності зменшується з першого до останнього шару. 
Кількість шарів у приведених розрахунках 20n  . Результати показують, що збіль-
шення величини відношення модулів зсуву призводить до збільшення величин пер-
ших власних частот. Так, на рис. 2 величини власних частот є більшими, ніж величи-
ни відповідних власних частот на рис. 3. 

 
Рис. 2 

 
Рис. 3 
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На рис. 4 показані значення напруження     1, , , 1,j
j jr a r a j n       на боко-

вій поверхні конуса   0 ,na r a      у випадку, коли крутильне навантаження 

прикладено до найм’якішого (рис. 4, а) та найжорсткішого (рис 4, б) шарів. Тут кіль-
кість шарів 20n   та частота сталих коливань дорівнює 1  . На рис. 5 можна поба-
чити аналогічні напруження при тій же конфігурації, але при більшій частоті коли-
вань 3,3.   При низькій частоті коливань збільшення величини h  призводить до 

несуттєвого зменшення абсолютних значень напруження  j  на боковій поверхні 

конусу. Аналіз графіків на рис 4. та 5 призводить до висновку, що чим більша жорст-
кість шару, до якого прикладено крутильне навантаження, тим вищі абсолютні зна-

чення напружень  j
  спостерігаються біля нижньої сферичної поверхні. 

        
а                                                                     б 

Рис. 4 

        
а                                                                     б 

Рис. 5 

Для встановлення ефективності методу було досліджено точність розрахунків у 
випадку збільшення кількості шарів при збереженні інших параметрів незмінними. 

Рис. 6 показує значення напруження  j
  на боковій поверхні конусу у випадку 
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1,3h   та 3,3  , коли кількість шарів змінюється від 5 до 50. Розрахунки показали, 
що починаючи з кількості шарів 30n  , значення стабілізуються та подальше збіль-
шення кількості шарів незначно змінює величину напружень. Це дозволяє моделюва-
ти конус, утворений з функціонально градієнтних матеріалів, пакетом шарів з дискре-
тно змінними механічними характеристиками. Розбиття при цьому може бути збіль-
шене для досягнення необхідної точності. Також розрахунки були перевірені для ви-
падку 1n  , що відповідає випадку цільного конусу [2]. Розрахунки показали збіг з 

точністю до 610 . 

 
Рис. 6 

Висновок. 
У запропонованій роботі отримано точний розв’язок динамічної задачі кручення 

пружного сферично-шаруватого двічі-зрізаного конуса. Явні формули переміщення та 
напружень використано для аналізу хвильового поля конуса та значень власних час-
тот в залежності від характеру зміни модуля пружності шарів. Запропонований підхід 
до розв’язання задачі дозволяє моделювати функціонально градієнтний матеріал ко-
нуса пакетом шарів з дискретно змінними механічними характеристиками. При цьому 
кількість шарів у цьому пакеті можна збільшувати до досягнення заданої точності 
розрахунку. Цей метод може бути використаний для розв’язання більш складної зада-
чі, коли конус ослаблений міжфразною тріщиною на межі розділу шарів. 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Отримано точний розв’язок динамічної задачі кручення пружного сферично-шару-

ватого двічі-зрізаного конуса. Момент кручення прикладається до нижньої поверхні конуса через 
жорстку тонку накладку. Верхня сферична поверхня конуса закріплена, а бічна поверхня вільна від 
напружень. На границях шарів виконуються умови ідеального контакту. Розв’язок задачі будується із 
застосуванням інтегрального перетворення до рівняння кручення. Для визначення невідомих конс-
тант загального розв’язку запропоновано рекурентну схему. Це дозволяє знайти явні формули для 
переміщень і напружень для довільної кількості шарів. Запропонована схема може бути використана 
для моделювання функціонально градієнтного матеріалу конуса шляхом збільшення кількості шарів 
з монотонно змінними механічними характеристиками. 
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