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Abstract. An exact solution of the electroelasticity problem on the stress state in an 
electroelastic transversely isotropic space when a rigid disk-shaped inclusion displacement 
under the action of a non-centrally applied load to the surface of the disc is obtained. The 
closed analytical expressions for displacements and stress distribution under the inclusion in 
piezoelectric material are found. The representation of the solution of the static equations of 
electroelasticity for a transversely isotropic body through harmonic functions and the 
reduction of the problem to the solution of pair integral equations is used. The expressions 
for estimating the stress state in a purely elastic transversely isotropic material with a non-
centrally loaded surface of a disk-like inclusion follow from the obtained analytical formu-
las as the partial case. The numerical studies are carried out, an influence of the coupling of 
force and electric fields on the distribution of stresses near the rigid inclusion under non-
central loading is studied. 
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Вступ.  
Широке використання п’єзоелектричних матеріалів при створенні перетворювачів 

енергії та елементів вимірювальних приладів для різних галузей промисловості обу-
мовлює інтерес до аналізу силових і електричних полів у електропружних (п’єзо-
електричних) тілах поблизу концентраторів напружень. В той же час, дослідження 
розподілу напружень на основі розв’язків просторових задач електропружності для 
анізотропних п’єзоелектричних тіл у математично строгій постановці, яка враховує 
зв’язаність силових і електричних полів, суттєво ускладнюється, оскільки виникає 
необхідність у розв’язанні граничної задачі для достатньо складної системи диферен-
ціальних рівнянь.  

Відзначимо, що на цей час детальний аналіз напруженого стану у п’єзоелектрич-
них тілах з концентраторами напружень проведено для задач електропружності у дво-
вимірній постановці [2, 7 – 10, 18, 19, 21, 29]. Для тривимірних статичних задач елек-
тропружності у випадку п’єзоелектричного трансверсально-ізотропного тіла предста-
влення розв’язків зв’язаної системи рівнянь стосовно силових і електричних полів 
через гармонічні функції отримано у роботах [22] та [27]. Ряд результатів досліджень 
напруженого стану у просторових електропружних тілах наведено у роботах [1, 3 – 5, 
13 – 15, 16, 17, 20 – 23, 27, 28]. Зауважимо, що просторові задачі статики елек-
тропружності для трансверсально-ізотропних та ортотропних електропружних тіл з 
довільно орієнтованими тріщинами та включеннями, наприклад, в роботі [14] є уза-
гальненням підходу [11, 12] на основі потрійного перетворення Фур’є для чисто пру-
жного ортотропного матеріалу на випадок електропружного тіла, у якому замість фу-
нкції Гріна для пружного простору використовується функція Гріна для електро-
пружного матеріалу. 
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Відзначимо, що задачі про переміщення та поворот жорсткого кругового диску у 
чисто пружному трансверсально-ізотропному просторі (при розташуванні диску у 
площині ізотропії матеріалу) розглянуто у роботах [24, 25], а задачу про напружений 
стан у чисто пружному ізотропному матеріалі під жорстким круговим диском при 
нецентральному навантаженні його поверхні отримано у [26]. 

У даній роботі на основі математичної моделі, яка враховує зв’язаність силових і 
електричних полів знайдено точний розв’язок задачі про напружений стан у п’єзо-
електричному матеріалі, що містить жорстке дископодібне включення, при нецентра-
льному навантаженні поверхні включення силою P . Отримано замкнуті вирази для 
розподілу напружень під круговим диском та його переміщення, досліджено вплив 
зв’язаності силових і електричних полів на напружений стан у п’єзоелектричному 
матеріалі. 

При постановці задачі припускається, що круговий жорсткий диск розміщено у 
площині ізотропії електропружного трансверсально-ізотропного матеріалу, а також, 
що двостороння поверхня кругового диску є неелектродованою (не містить електрод-
ного покриття). При дослідженні використано представлення розв’язку рівнянь стати-
ки електропружності для трансверсально-ізотропного тіла через гармонічні функції і 
зведення задачі до розгляду парних інтегральних рівнянь. Як частинні випадки зі 
знайдених результатів для задачі електропружності випливають аналітичні вирази для 
оцінки напруженого стану під жорстким круговим диском у чисто пружному транс-
версально-ізотропному та ізотропному матеріалах при дії не центрально прикладеної 
сили на поверхні диску. 

1. Постановка задачі.  
Розглянемо задачу про переміщення 

жорсткого кругового диску, що займає об-
ласть   у площині ізотропії електропруж-
ного трансверсально-ізотропного матеріалу 

0z  , при не центрально прикладеній до 
поверхні диску силі P  (рис. 1).  

У випадку дії в точці x0 (на осі 0x) сили 
P  задачу можна звести до дії на жорсткий 
диск центрально прикладеної сили P  та мо-
менту 0M Px . Суперпозиція цих двох 

станів дає розв’язок задачі про дію сили, що 
прикладена до поверхні кругового диску не 
у його центрі. Нижче наведено граничні 

умови для двох згаданих задач (осесиметричної та неосиметричної).  
1.1. Осесиметрична задача (відповідає дії центрально прикладеної сили P ). 

zu  , 0 r a  , 0z  ;   0zz  , r a , 0z  ;   0x yu u  , 0z  ;           (1) 

0zD  ,   0z  ,                                                            (2) 

де 2 2 2 2: / / 1x a y a   ;   – переміщення диску; zD  – нормальна компонента век-

тора електричної індукції (електричних переміщень). Умова (2) по електричному ста-
ну відповідає випадку відсутності електричного покриття на поверхні жорсткого дис-
ку та відсутності вільних зарядів в площині 0z  . 

Для випадку дії моменту M  на круговий диск, розміщений у електропружному 
просторі, отримуємо неосесиметричну граничну задачу для півпростору 0z  . 

1.2. Неосесиметрична задача (відповідає дії моменту 0M = P x ). 

coszu r  , 0 r a  , 0z  ;  0zz  , r a , 0z  ; 0x yu u  , 0z  ;       (3) 

 
 

Рис. 1 
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0zD  , 0z  ,                                                         (4) 

де стала   в умовах (3) пов’язана зі значенням моменту, прикладеного до жорсткого 

кругового диску. 

2. Основні рівняння і співвідношення. Рівняння статики електропружності для 
п’єзоелектричного трансверсально-ізотропного тіла відносно компонентів вектора 
переміщень і електричного потенціалу   приймають наступний вигляд [1, 22]: 

11 , 11 12 , 44 , 11 12 ,
1 1

( ) ( )
2 2

E E E E E E
x xx x yy x zz y xyc u c c u c u c c u       

13 44 , 31 15 ,( ) ( ) 0E E
z xz xzc c u e e      ; 

11 , 11 12 , 44 , 11 12 ,
1 1

( ) ( )
2 2

E E E E E E
y yy y xx y zz x xyc u c c u c u c c u       

13 44 , 31 15 ,( ) ( ) 0E E
z yz yzc c u e e      ; 

13 44 , , 44 , , 33 ,( )( ) ( )E E E E
x xz y yz z xx z yy z zzc c u u c u u c u                                 (5) 

15 , , 33 ,( ) 0xx yy zze e      ; 

31 15 , , 15 , , 33 ,( )( ) ( )x xz y yz z xx z yy z zze e u u e u u e u       

11 , , 33 ,( ) 0S S
xx yy zz       . 

У рівняннях (5) використано наступні позначення: 11 12 13 33 44, , , ,E E E E Ec c c c c  – незалежні 

модулі пружності; 31 15 33, ,e e e  – п’єзомодулі; 11 33,S S   – діелектричні проникності 

(всього десять незалежних сталих). 
Розв’язок системи рівнянь (5) згідно [22] можна отримати за допомогою чотирьох 

потенціальних функцій j  ( 1, 4j  ) 

3

, 4,
1

x j x y
j

u


   ;   
3

, 4,
1

y j y x
j

u


   ;   
3

,
1

z j j z
j

u k


  ;   
3

,
1

j j z
j

l


   ,        (6) 

де ,j jk l  – деякі сталі, а функції j  задовольняють рівнянням 

, , , 0j xx j yy j j zz         1, 2, 3j  ,                                       (7) 

 4 44 11 122 /E E Ec c c   , а значення i   1, 2, 3i   згідно [22] є коренями алгебраїчного 

рівняння третього порядку 
3 2

1 2 1 2 1 3 2 2 1 3 2 2

2 3 3 2 2 3 3 2 3 3 3 3

( ) ( )

( ) 0.

A B C D A B A B C D C D

A B A B C D C D A B C D

 



     

      
                          (8) 

Значення ,j jk l   1, 2, 3j   у виразах (6) пов’язані зі значеннями j , що входять до 

рівнянь (7) та визначаються з алгебраїчного рівняння (6) наступними співвідношен-
нями: 
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13 31 33 33 33 33

3111 13

E E E S
j j j j j j j

jE E
jj

a c k e l c k e l c k l

e dc c a




   
  


    1, 2, 3j  ;               (9) 

   44 15 15 111 ; 1E S
j j j j j ja c k e l d e k l        1, 2, 3,4j  ,                     (10) 

де вирази (9), (10) використовуються при подальших обчисленнях. 

Зауважимо, що при введенні позначень 1/2 ( 1, 4)j jz z j    функції 1 1( , , ),x y z  

2 2( , , ),x y z  3 3( , , )x y z , 4 4( , , )x y z  згідно виразів (5) стають гармонічними фун-

кціями у відповідних системах координат.  

3. Метод розв’язання. При розгляді задачі скористаємось системою циліндрич-
них координат ( , , )r z , у якій представлення компонентів переміщень та електрич-
ного потенціалу має наступний вигляд: 

3

4 4
1

1
( , , ) ( , , )r j j

j

u r z r z
r r

 


  
       

 ;  
3

4 4
1

1
( , , ) ( , , )j j

j

u r z r z
r r  

 

  
       

 ;  

3

1

( , , )z j j j
j

u k r z
z




 
     

 ;  
3

1

( , , )j j j
j

l r z
z




 
      

 .                     
(11)

 

Для представлення (6) – (11) функції ( , , )i ir z  візьмемо у вигляді 

( , , ) ( , , )i i i ir z f r z        1, 2, 3i  ;     4 0  ,                               (12) 

де i  – невідомі сталі; ( , , )f r z  – гармонічна функція, яка задовольняє рівнянню 
Лапласа у циліндричних координатах. 

3.1. Осесиметрична задача (сила P  прикладена до центру диску). Граничні 
умови для задачі у циліндричних координатах для півпростору 0z   приймають ви-
гляд 

zu  , 0 r a  , 0z  ;  0zz  , r a , 0z  ; 

0ru u  , 0z  ;   0zD  , 0z  . 

За допомогою формул (7) – (10) отримуємо вирази компонентів переміщень zu , 

напружень zz  і електричної індукції zD  в площині 0z   наступним чином: 

3

, 0
1

|j
z j z z

j j

k
u f

v
 


 ;   

3

44 15 , 0
1

(1 ) |E
zz j j j zz z

j

c k e l f  


     ; 

3

15 11 , 0
1

(1 ) | 0S
z j j j zz z

j

D e k l f  


      . 

Представимо функцію ( , , )if r z  у вигляді 

( / )
02

0

1
( , , ) ( , ) ( ) ( / )a zf r z F r z A e J r a d

a
    


   , 

де 0J  – функція Бесселя нульового порядку. Невідомі значення сталих i  у виразах 

потенціальних функцій (10) візьмемо з системи лінійних рівнянь 

3

1

0j
j




 ;   
3

15 11
1

(1 ) 0S
j j j

j

e k l 


     ;   
3

1

1j
j

j j

k

v



 .                    (13) 
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З представлень (5) – (11), обчислених на його основі виразів компонентів напружень і 
електричної індукції та системи (13) випливає, що виконуються граничні умови сто-
совно переміщень ,ru u  і електричної індукції zD . З граничних умов, що залиши-

лись, для визначення невідомої функції ( )A   отримуємо систему парних інтеграль-

них рівнянь 
3

2
03

1 0

1
( ) ( / )j

j
j j

k
A J r a d

v a
     




  ,   0 r a  ; 

3
0

0

( ) ( / ) 0A J r a d   


 ,  r a . 

За допомогою заміни 

3
3 2

0
1

/ ; ; ( ) ( )j
j

j j

k r
w a C A

av
     



 
   
 
 
  

зводимо отриману систему парних рівнянь до вигляду 

0 0
0

( ) ( )C J d w   


 ,  0 1  ;  0
0

( ) ( ) 0C J d    


 ,  1  .          (14) 

Використовуючи розв’язок системи парних інтегральних рівнянь для системи (14), 
(аналогічно [24]) знаходимо 

202 sin
( ) ( )

w
C A

  
 

  ;   

3

44 15
1

3
2 20

1
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, ;
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jzz z
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j j

c k e l
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a r
v

r a
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 
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


     (15) 

Значення сили P , що діє на дископодібне включення, пов’язане з отриманим виразом 
напружень (15) наступним чином: 
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3

44 15
1

30 0
0

1

[ (1 ) ]

2 8

E
j j ja

j
zz zzz z

j
j

j j

c k e l

P r dr a
k

v


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 


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

 
    


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
.                    (16) 

Відзначимо, що при переході від електропружного до чисто пружного трансвер-
сально-ізотропного матеріалу з формул (15), (16) випливають результати роботи [24], 
отримані з використанням представлення розв’язку рівнянь рівноваги чисто пружного 
трансверсально-ізотропного тіла. 

3.2. Неосесиметрична задача (на диск діє момент (  0M = P x )). Граничні умо-

ви для задачі у циліндричних координатах для півпростору 0z   приймають вигляд 

coszu r  , 0 r a  , 0z  ;  0zz  , r a , 0z  ; 

0ru u  ,   0z  ;                                                  
(17)

 

0zD  ,   0z  .                                                        (18) 

Гармонічні функції ( , , )i ir z  для задачі з граничними умовами (17), (18) візь-

мемо у вигляді 
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( , , ) ( , , )i i i ir z g r z        1, 2, 3i  ;     4 0  ,                         (19) 

де функцію ( , , )ig r z  виберемо таким чином: 

( / )
12

0

1
( , , ) ( ) ( / ) cosa zg r z B e J r a d

a
     


  ,                       (20) 

а 1J  – функція Бесселя першого порядку. Невідомі значення сталих i  у виразах по-

тенціальних функцій (19), (20) визначимо з системи лінійних рівнянь (13). При визна-
ченні невідомих значень i  з цієї системи випливає, що граничні умови у переміщен-

нях і стосовно електричної індукції у площині 0z   задовольняються, а з граничних 
умов, що залишились, приходимо до системи парних інтегральних рівнянь 

3
2

13
1 0

1
( ) ( / ) cos cosj

j
j j

k
B J r a d r

v a
       




  ,  0 r a  ;                

(21)
 

3
1

0

( ) ( / ) cos 0B J r a d    


 ,   r a . 

Аналогічно [25], зводячи систему парних інтегральних рівнянь до розв’язання інтег-
рального рівняння Абеля, знаходимо 

 

3
4

1

4

4

( ) sin cos

j
j

j j

k
a

v
B

 

   
 


 


. 

Далі отримуємо аналітичний вираз для розподілу напружень під жорстким круговим 
диском при його повороті у п’єзоелектричному матеріалі 

3

44 15
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3
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|
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                    (22) 

З допомогою формули (22) отримуємо 

    2
0 0 0 0

0

3
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 
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                           (23) 

Зазначимо, що при граничному переході від електропружного до пружного трансвер-
сально-ізотропного матеріалу з формул (22), (23) безпосередньо випливають резуль-
тати роботи [25]. 

Далі, враховуючи отримані формули для напружень при дії центрально прикладе-
ної сили та діючого моменту, що виникає за рахунок зміщення точки прикладення 
сили від центру дископодібного включення, знаходимо 
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/ ( ) 4 1 ( / )
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x r
a ar

P a r a
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 




           


.                                  (25) 

Отримані замкнуті аналітичні вирази (24), (25) дозволяють знаходити переміщен-
ня диску та розподіл напружень під ним. Видно, що при заданій силі P  переміщення 
жорсткого диску залежать як від пружних, так і електропружних властивостей п’єзо-
електричного матеріалу, а нормальні напруження під плоским диском не залежать від 
властивостей матеріалу (їх значення залишаються тими ж, що й для пружного ізотро-
пного матеріалу). У випадку відомого значення переміщення жорсткого диску сила 
P , яка здійснює це переміщення, суттєвим чином залежить від електропружних влас-
тивостей матеріалу. Також згідно формул (25) має місце сингулярність напружень при 
наближенні до границі плоского дископодібного жорсткого включення. Зі знайдених 
виразів (24), (25) випливають вирази переміщень і напружень під диском у чисто 
пружному трансверсально-ізотропному просторі, які можна також отримати за допо-
могою використання результатів [24, 25]. Здійснивши подальший перехід до чисто 
пружного ізотропного матеріалу, маємо узгодження (збіг) аналітичних виразів для 
переміщень та напружень під диском з даними роботи [26], у якій досліджено задачу 
про не центральне навантаження поверхні кругового диску, розміщеного у ізотропно-
му пружному просторі. 

4. Аналіз результатів числових досліджень. За допомогою отриманих аналітич-
них виразів вивчимо розподіл напружень під жорстким круговим диском, а також 
вплив зв’язаності силових і електричних полів на переміщення диску у матеріалі при 
нецентральному навантаженні поверхні жорсткого диску. При розрахунках, викорис-
товуючи властивості електропружних матеріалів, наведені в роботі [13] та вирази 
(24), (25), знаходимо, що для переміщення жорсткого диску кругової форми на одне й 
теж значення   (вздовж осі симетрії матеріалу) для різних п’єзоелектричних матеріа-
лів потрібно прикласти різні значення сили P . Так, сила P  для матеріалів PZT-7A, 
BaTiO3, PZT-5Н перевищує її відповідне значення при здійсненні такого ж перемі-
щення у матеріалі PZT-5 на 26,02 %, 46,37 %, 36,81 %. 

На рис. 2, 3 відображено розподіл напружень під жорстким круговим включенням. 

Використано наступні позначення 2
0 / ( )p P a , де P  значення прикладеної сили.  

    

                              Рис. 2                                                                     Рис. 3  
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Криві 1, 2, 3, 4 на рис. 2 відповідають значенням 0 / 0; 0,25; 0,5; 1x a  , а кут 

0  . При наближенні до границі включення напруження необмежено зростають 
(прояв сингулярної поведінки напружень при переміщенні плоских жорстких вклю-
чень у пружному та електропружному тілах). 

На рис. 3 відображено залежність напружень під диском від кута  . Напруження 
обчислювались при / 0,5r a  . Криві 1, 2, 3 на рис. 3 відповідають значенням 0 /x a   

0,25; 0,5; 1 . Обмежені значення напружень пояснюються тим, що вони обчислюва-

лись у центральній частині під диском  / 0,5r a  , не наближаючись до його границі. 

Вивчимо також вплив зв’язаності силових і електричних полів на переміщення 
кругового диску у п’єзоелектричному просторі. Для цього проведемо порівняння на-
пружень під диском при однакових значеннях переміщення диску у електропружному 
матеріалі та чисто пружному трансверсально-ізотропному матеріалі, який має такі ж 
самі пружні властивості, що й електропружний матеріал. В результаті порівняння зна-
ходимо, що для того, щоб перемістити круговий диск у чисто пружному трансверса-
льно-ізотропному просторі потрібно прикласти меншу за значенням силу. Так для ма-

теріалів PZT-5, PZT-7A, BaTiO3, PZT-5Н відношення Elast Piezo/P P = 61,39%, 64,99%, 
80,03%, 69,21%. Тобто, для наведених п’єзокерамічних матеріалів такий вплив (за 
рахунок зв’язаності силових і електричних полів) є достатньо значним. 

На рис. 4 відображено вплив зв’яза-
ності силових і електричних полів на роз-
поділ напружень під круговим диском при 
його переміщенні на одне й теж значення у 
електропружному та пружному просторах. 
Лінія 1 на рис. 4 відповідала випадку пере-
міщення диску у п’єзоелектричному мате-
ріалі PZT-7A, а лінія 2 – переміщенню у 
чисто пружному трансверсально-ізотроп-
ному матеріалі, пружні властивості якого 
співпадають з властивостями електропруж-
ного матеріалу PZT-7A. 

На рис. 4 використано позначення 
*
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Відмітимо, що з п’єзоелектричних матеріалів PZT-5, PZT-7A, BaTiO3, PZT-5Н 
зв’язаність силових полів найбільше суттєвим чином впливала на переміщення диску 
(при фіксованому значенні прикладеної сили) та на розподіл напружень під диском 
(при однакових його переміщеннях) для матеріалу PZT-5, найменшим чином – у ви-
падку матеріалу BaTiO3. 

Висновок.  
У даній роботі за допомогою строгої математичної моделі, що враховує 

зв’язаність силових і електричних полів, досліджено задачу про переміщення жорст-
кого кругового диску у п’єзоелектричному просторі при нецентральному навантажен-
ні його поверхні, вивчено розподіл напружень під диском. Проведено числові розра-
хунки, досліджено вплив зв’язаності силових і електричних полів на переміщення 
диску та розподіл напружень під ним у електропружному матеріалі при дії сили, при-
кладеної не до центру жорсткого кругового диску. 

 
Рис. 4 
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Наукові дослідження, результати яких опубліковано в даній статті, виконано за 
рахунок коштів бюджетної програми «Наукова та науково-технічна діяльність науко-
вих установ Національної академії наук України» (КПКВК 6541030).  

 
 
РЕЗЮМЕ.  Отримано точний розв’язок задачі електропружності про напружений стан у елект-

ропружному трансверсально-ізотропному просторі при переміщенні жорсткого дископодібного 
включення під дією не центрально прикладеного навантаження до поверхні диску. Знайдено замкнуті 
аналітичні вирази для переміщень і розподілу напружень під включенням у п’єзоелектричному мате-
ріалі. Використано представлення розв’язку статичних рівнянь електропружності для трансверсаль-
но-ізотропного тіла через гармонійні функції та зведення задачі до розв’язання парних інтегральних 
рівнянь. З отриманих аналітичних формул, як частинні випадки, випливають вирази для оцінки на-
пруженого стану у чисто пружному трансверсально-ізотропному матеріалі при не центрально наван-
таженій поверхні дископодібного включення. Проведено числові дослідження, вивчено вплив зв’я-
заності силового та електричного полів на розподіл напружень під жорстким включенням при нецен-
тральному його навантаженні. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: п’єзоелектричний простір, жорстке кругове включення, нецентральне 

навантаження, розподіл напружень, ефект зв’язаності полів. 
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