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Abstract. Using the method of expanding of unknown functions into Fourier series of 
Legendre polynomials a system of equations for a transversally isotropic plate of constant 
thickness under mixed conditions on flat faces is obtained. A method for representing the 
general analytical solution of the system for symmetrical deformation of the plate with re-
spect to the median plane is described. A solution is found to the problem of the stress state 
of a plate with a circular hole, on the surface of which a splitting force is given. 
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Вступ. 
Проблемі концентрації напружень біля отворів та порожнин у пружних тілах типу 

пластин та оболонок приділяється достатньо уваги [4, 6, 9, 13 – 15]. Можливість де-
формування пружного тіла по товщині (що властиво нетонким пластинам) дозволяє 
враховувати розподіл напружень по трьох напрямах. Отримання повної інформації 
про розподіл напружень в локальних областях пов’язано з використанням методів та 
результатів просторових задач механіки деформівного твердого тіла [2, 10, 16]. Однак 
складність розв’язання граничних задач у тривимірній постановці призводить до не-
обхідності використання наближених методів. Ефективним є метод розкладу шуканих 
величин у ряди Фур’є за ортогональною системою базових функцій [1, 5, 7, 8]. Для 
визначення напружено-деформованого стану нетонких пластин з отворами у [4, 9] 
використовується метод однорідних розв’язків, а у [11 – 13] – метод розкладу шука-
них функцій у ряди за поліномами Лежандра. 

У даній роботі аналогічним [5] способом викладено виведення рівнянь рівноваги 
трансверсально-ізотропної пластини при комбінованих граничних умовах на плоских 
гранях. Наведено метод представлення загального аналітичного розв’язку системи 
рівнянь при симетричному деформуванні пластини по відношенню до серединної 
площини. Знайдено розв’язок задачі про напружений стан пластини з круговим отво-
ром, на поверхні якого задано значення розщеплювальної сили (врівноваженої по то-
вщині пари сил, направлених на розщеплення або стиснення пластини по серединній 
площині). 

§1. Постановка задачі та виведення основних рівнянь. 
Припустимо, що необмежена пластина товщиною 2h  ( consth  ), яка заповнює 

область  ,S h h     тривимірного простору 3R , віднесена до декартової системи 

координат ix  ( 1, 2, 3)i  . Граничні площини 3x h  і 3x h   недеформівні у своїй 
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площині та вільні від зовнішнього навантаження. Отже, на пласких гранях мають міс-
це граничні умови 

 1 2, , 0u x x h      1, 2  ;    33 1 2, , 0x x h   . 

Пластина послаблена круговим отвором радіуса R , на поверхні  ,R h h     

якого задана розщеплювальна сила 

 3r q   , 

де constq  ;     – непарна функція поперечної координати 1
3h x  , зокрема 

      або    21     . 

Для розв’язання задачі скористаємося методом розкладу шуканих функцій в ряди 
Фур’є за поліномами Лежандра  kP   координати товщини  . Представимо, анало-

гічно [1, 5], компоненти тензора напружень ij  і нормального переміщення 3u  у ви-

гляді ряду 

      ( ) ( )
3 3 3 3

0

, , , ( ), ( ) ( )k k
ij ij k

k

x x u x x x u x P  



  ,                          (1.1) 

а складові тангенціальних переміщень u  запишемо таким чином: 

   ( ) ( ) ( 2)
3 2

0 0

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k
k k k

k k

u x x u x P P u x u x P     
 




 

       ,            (1.2) 

де 1 2( , ) Sx x x  ;        ,k k
j iju x x  – коефіцієнти розкладу, які скорочено називати-

мемо моментами, визначаються ріностями 

      ( ) ( )
3 3 3

1 1
( ), ( ) , , , ( )

2

h
k k

j ij j ij k
h

u x x k u x x x x P dx
h

  


   
   .                  (1.3) 

Відносно моментів напружень ( )k
ij  як функцій двох незалежних змінних при си-

метричному відносно серединної площини S  деформуванні пластини отримаємо сис-
тему рівнянь [5] 

   
1

(2 ) 1 (2 1) 1
3 33

0

1
4 1 2 0

2

k
k s

s

k h k h      


    



        
 

 ; 

 (2 1) 1 (2 )
3 33

0

4 3 0
k

k s

s

k h   


   

     
 ( 1,2; 0, 1,...)k   ,                  

(1.4)
 

де x      1, 2  ; 3 j   і 3 j   – значення напружень на граничних площинах 

3 3,x h x h    відповідно; по індексах, що повторюються, мають на увазі додавання, 

причому латинські букви набувають значень 1, 2, 3, а грецькі – 1, 2. 

Рівняння стану, що пов’язують моменти компонент напружень ( )k
ij  і деформацій 

( )k
ij , отримуємо із співвідношень узагальненого закону Гука для анізотропного тіла 

ij ijlm l mc u   , 

де ijlmc – тензор модулів пружності, що задовольняє умовам симетрії ijlm jіlm lmijc c c  . 

Згідно з формулами (1.1), (1.2), знайдемо вирази для деформацій lm l mu   . Вра-

ховуючи при цьому рекурентні співвідношення для поліномів Лежандра [3] 
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 1 1( ) ( ) 2 1 ( )n n nP P n P       , 

будемо мати вираз  

   
0

( )k
lm klm

k

x P  



  ,                                                (1.5) 

у якому 

 ( ) ( ) ( 2)k k ku u      ;   ( ) ( )
3 3
k ku   ; 

 ( ) 1 ( 1)
3 2 1k kk h u      ;    ( ) 1 ( 2 1)

33 3
0

2 1k k s

s

k h u


  


   .                    

(1.6)
 

Згідно (1.5), напруження ij  набудуть вигляду  

   
0

( )n
ij ijlm nlm

n

c x P  



  .                                              (1.7) 

Враховуючи формули (1.3), помножимо рівність (1.7) на функцію 3( )kp x   

  1(1 / 2) ( )kk h P    і виконаємо інтегрування за змінною 3x  у межах товщини пла-

стини. У результаті отримаємо співвідношення, що пов’язують моменти компонент 

напружень  k
ij  та деформацій  k

ij  

   k k
ij ijlm lmc  .                                                    (1.8) 

Для трансверсально-ізотропної пластини з площиною ізотропії, що співпадає із сере-
динною площиною, рівняння стану (1.8) при симетричному деформуванні пластини 
відносно площини S  представляються таким чином: 

       2 2 2 2
11 12 1311 11 22 33

k k k kc c c      ;          2 2 2
6612 12 21

k k kc    ; 

       2 2 2 2
12 11 1322 11 22 33

k k k kc c c      ;       2 1 2 1 2 1
4413 13 31

k k kc      ;         (1.9) 

     2 22
13 3333 33

k kkc e c   ;                2 1 2 1 2 1
4423 23 32

k k kc      , 

де (2 ) (2 ) (2 ) (2 )
11 22

k k k ke u      ; 11c , 12c , …, 66c  – пружні сталі, що визначаються че-

рез технічні константи формулами 

 2

11

1
;

e E
c

d

 
   

 2

12

e E
c

d

  
 ;  

 
13

1 E
c

d

  
 ;  

 2

33

1 E
c

еd


 ; 

44c G ;   
 66 2 1

E
c G


 


;   

E
e

E



;      21 1 2d e       . 

Тут E , E  – модулі пружності у площині ізотропії і нормальній до неї площині; G , 
G  і  ,    – модулі зсуву та коефіцієнти Пуассона у відповідних площинах.  

З рівностей (1.7) знаходимо 

     2 1 2
3 3 44 3

0

2 4 3s s

s

с u s u    


 



     
  .                               (1.10) 

Підставивши (1.9), (1.10) у рівняння (1.4), після деяких перетворень отримаємо систе-
му рівнянь 
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     2 2
66 12 66

k kс u c c e       

         2 1 21 1
13 44 442 1 3

0

4 3 0k s s
s

s

h c c u s c h u 


 




      
 

 
  1,2  ;          (1.11) 

             

 

2 1 2 121 2
44 13 44 333 2 1 3

0

4 3 4 3 0

0, 1, ... ,

k k sk
s

s

с u k c c h e k c h u

k




  



      



    (1.12) 

у якій   – двовимірний оператор Лапласа;  
2 1
k
s   – абсолютна константа виду 

   

 
2 1

(s 1) 2 1 , 0 ;

( 1) 2 1 , .

k
s

s s k

k k k s
 

    
  

 

§2. Представлення загального аналітичного розв’язку. 
На практиці при розв’язанні конкретних задач використовується система рівнянь 

скінченного порядку, що властиво методам, які містять у собі регулярний процес за-
міни розв’язку тривимірної задачі послідовністю двовимірних. Процес редукції до 
системи рівнянь скінченного порядку здійснюється за допомогою збереження у роз-
кладах шуканих функцій тільки скінченного числа 1N   перших членів ряду. На ос-
нові цього при 2 1N n  , де n  – довільне натуральне число, n   , можна вважати, 

що    2 12
3 0kku u

  , якщо k n . Беручи до уваги вказане припущення, викладемо 

спосіб представлення загального аналітичного розв’язку системи рівнянь (1.11), 
(1.12). Продиференціюємо перше ( 1  ) рівняння (1.11) за змінною 1х , а друге 

( 2  ) – за 2х  і додамо отримані рівності. У результаті отримаємо рівняння, яке ра-

зом із (1.12) утворює таку систему: 

         2 12 2144
2 1 3

011

4 3 0
n

k sk s
s

s

c
e c u s h e

c h
  




      
  ;                   (2.1) 

           2 1 2 12 331
3 2 1 32

044

4 3
4 3 0

n
k k sk

s
s

k c
u k c h e u

c h
  





      0,1,...k n ,      (2.2) 

де 11 12 662с с с  ; 13 441с с с   . 

Уводячи позначення 
 2

66 2 1
k

kc he   ;    
 

2 1
66 3 2 1

k
kc u 
   0, 1, ...,k n ,                      (2.3) 

надамо їй нормального виду 

 
 2 1

2

1

0
n

ks ks s
s

a b h 





       1, 2,..., 1k n  . 

Можна вчинити ще наступним способом. Визначимо з рівності (2.2) моменти дефор-
мацій 

 

 
     2 1 2 12 33
3 2 1 3

0444 3

n
k k sk

s
s

ch
e u u

k c c c h
 

 


  


                            (2.4) 

і внесемо їх значення в (2.1). Тоді отримаємо систему рівнянь відносно функцій 
 2 1
3

ku    
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             
4

2 1 2 1 2 12 33
3 2 1 3 2 1 32 1

0 0 011

4 3 0
4 3

n n n
k k s k s l

s s l
s s l

ch
u ah u s u

k c
    

  
  

     
    . 

Тут 33 13

44 11

2cc c
a

c c
  ; 

2
13

11 33

1
c

c
c c

  . Покладаючи 

 2 1
66 3

k
kс u u    0, 1, ...,k n ,                                          (2.5) 

запишемо її так 

 
1

1

0
n

sk k
k

L u



      1, 2,..., 1s n  ,                                    (2.6) 

де  skL   – диференціальні оператори виду 

  2 2
sk sk sk skL h h        , 

, ,sk sk sk    – постійні, явні вирази яких неважко виписати. 

Для інтегрування системи рівнянь (2.6) скористаємося аналогічним [5] оператор-
ним методом. Уведемо функцію V  згідно формул 

 A Vk sku   ,                                                   (2.7) 

де      A 1 M
s k

sk sk
    ;  Msk   – мінори,  Ask   – алгебраїчні доповнення 

елементів  skL   операторної матриці      1 1sk n n
L

  
 , і підставимо значення (2.7) 

у s -ту рівність системи (2.5). У результаті отримаємо рівняння 

   
1

1

A V 0
n

sk sk
k

L



    

або ж у звичайній формі 
 2 1

2

0

V 0
n

l l
l

l

B h



  ,                                                  (2.8) 

де lB  – безрозмірні постійні коефіцієнти. 

Розглянемо характеристичне рівняння 

2det 0sk sk skk k      

і будемо вважати, що воно має прості не рівні нулю корені mk . Тоді рівність (2.8)  

можна представити у вигляді 

 
 2 1

2

1

V 0
n

m
m

k h





   . 

Звідси випливає, що 
 2 1

1

V V
n

m
m




  ,                                                        (2.9) 

де Vm  – метагармонічні функції, що задовольняють рівностям 

2V V 0m m mk h   .                                               (2.10) 

Зауважимо, що, в залежності від значень пружних констант, корені mk  можуть 

бути дійсними або комплексно-спряженими. Якщо, наприклад, lk  – комплексний ко-

рінь, то 1l lk k   і 1V Vl l  .  
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Розкриваючи визначник в (2.7), будемо мати 

 2
2 1 2

0

V
n

k p p
k p

p

u c h


   . 

Користуючись формулами (2.9), (2.10) і позначеннями (2.5), знаходимо 

   
 2 1

2 1 2 1
66 3

1

V
n

k k
m m

m

с u c


 


  ,                                        (2.11) 

де постійні  2 1k
mc   пов’язані з  2 1k

pc   співвідношеннями 

   2
2 1 2 1 2

0

n
k k p

m p m
p

c c k 


   . 

Тепер з рівності (2.4) визначаємо моменти компонент деформацій 

   
 2 1

2 21
66

1

V
n

k k
m m

m

c e h c





  .                                        (2.12) 

Тут 

       2 2 1 2 13344
2 1

013 44 444 3

n
kk k sm

m m ms
s

k cc
c c c

c c k c
 




 
    

 . 

Запишемо (2.12) у вигляді рівності 

   
 2 1

2 2 1
66

1

V
n

k k
m m m

m

c u h c k 





    

і визначимо з неї переміщення  2ku  

   
 

 
2 1

2 2
66 2

1

V 1 Y
n

k k
m m k

m

c u h a h


  




          ,                       (2.13) 

де    2 2 1k k
m m ma с k  , 2Y k  – довільні достатньо гладкі дійсні функції. Для їх визначення 

скористаємося рівняннями (1.11). Отже, якщо внести в (1.11) значення функцій (2.11) 
– (2.13), то отримаємо рівності 

       
 

 

2 1
244 11

2 22 12
0 16666

1 Y 4 3 Y V 0

, 1, 2; ; 0, 1, ..., ,

nn
k k

k s m ms
s m

c c
s O

c hc h

k n




 

 
        

  

  

 
 

   

       (2.14) 

у яких 

           2 2 1 2 1 244
2 1

011

4 3
n

kk k s s
m m m ms

s

c
О c с c s c

c
 




      . 

Неважко бачити, що    2 0 0,k
mО k n   . Дійсно, оскільки функції Vm  лінійно 

незалежні і рівність (2.1) виконується при значеннях моментів (2.11), (2.12), то звідси 
випливає вказане твердження. Тоді рівняння (2.14) після інтегрування за замінною x  

набуде вигляду 

   44
2 22 12

066

Y 4 3 Y
n

k
k s ks

s

c
s c

c h
 


    .                                  (2.15) 
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Оскільки функції 2Y k  визначаються з точністю до константи, то константу kc  

можна прийняти рівною нулю. 
Уводячи позначення 

 2 1Y kk y  ;       44
2 1

66

4 1 k
ks s

c
q s

c
       1, 2,..., 1k n  ,                   (2.16) 

зведемо систему (2.15) до нормального виду 

 
1

2

1

0
n

ks ks s
s

q h y



   , 

де ks  – символ Кронекера; 

   

 
2 1

2 1 ,1 ;

2 1 , .

k
s

s s s k

k k k s n
 

   
  

 

За умови, що характеристичне рівняння 

det 0ks ksq    

має прості нерівні нулю корені s , аналогічним до вищеописаного способом знахо-

димо 

 1
2

1

n
k

k s s
s

y b 



  ,                                                  (2.17) 

де s  – метагармонічні функції, що задовольняють рівнянням Гельмгольца 

2 0s s sh     , 

а постійні  2k
sb  визначаються алгебраїчними доповненнями елементів будь-якого 

рядка визначника    1 1ks ks n n
q     . Підставляючи (2.17) з урахуванням позначень 

(2.16) у формули (2.13), матимемо 

 
 

 
2 1 1

2 (2 ) (2 )
66

1 1

1
n n

k k k
m m s s

m s

c u h a V h b


  
 

 
       ; 0,1,...,k n   .     (2.18) 

Таким чином, значення функцій (2.11), (2.12) і (2.18) представляють загальний 
розв’язок системи рівнянь (1.11), (1.12). 

§3. Пластина, послаблена круговим отвором при заданій розщеплювальній силі. 
Розглянемо необмежену трансверсально-ізотропну пластину із наскрізною круго-

вою порожниною радіуса R  і будемо вважати, що вона віднесена до циліндричної 
системи координат 3, ,r x , вісь 3x  якої проходить через центр кругового отвору на 

серединній площині S . На основі того, що компоненти напружень у криволінійній 
системі координат визначаються таким самим способом, як і у декартовій, запишемо 
рівняння стану (1.9) у вигляді  

       2 22 2
11 12 13 33

k kk k
rr rrc c c      ;          2 2 2

66
k k k

r r rc      ; 

       2 2 22
12 11 13 33

k k kk
rrc c c       ;         2 1 2 1 2 1

443 3 3
k k k

r r rc      ;         (3.1) 

     2 22
13 3333 33

k kkc e c   ;       2 1 2 1 2 1
443 3 3

k k kc        . 
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Згідно формул (1.6) співвідношення між моментами компонент тензора деформа-
цій і вектора переміщень визначаються таким чином: 

 (2 ) (2 ) (2 2)k k k
rr r ru u

r
 

 


;      (2 ) (2 ) (2 2) (2 ) (2 2)1 1k k k k k
r ru u u u

r r  


 
   


; 

 (2 ) (2 ) (2 2)1k k k
r r u u

r r         
;    (2 ) (2 ) (2 2)1k k k

r rr u u
r 


 


; 

(2 1)
(2 1) 3
3

k
k

r
u

r



 




;   
(2 1)

(2 1) 3
3

1 k
k u

r 


 




;   (2 ) (2 1)
33 3

4 1 n
k s

s k

k
u

h
 




  ;          (3.2) 

 (2 1) 1 (2 )
3 4 3k k

rr k h u     ;    (2 1) 1 (2 )
3 4 3k kk h u      . 

З (2.11), (2.18) з урахуванням формул перетворення отримуємо вирази для моментів 
компонент вектора переміщень 

 
 2 1 1

2 (2 ) (2 )
66

1 1

1n n
k k km s

r m s
m s

V
c u h a h b

r r




 

 

 
 

   ; 

 
 2 1 1

2 (2 ) (2 )
66

1 1

1n n
k k km s

m s
m s

V
c u h a h b

r r




 

 

 
 

   ;                           (3.3) 

 
 2 1

2 1 (2 1)
66 3

1

n
k k

m m
m

c u c V


 


     0,1,...,k n . 

Підставляючи значення функцій (3.2), (3.3) у співвідношення (3.1), отримуємо рі-
вності 

   
 2 1 2 1

2 (2 ) (2 ) (2 )(2 ) 2
2

1 1

1
2 2

n n
k k k kkm s

rr m mm m s
m s

V
h a d c h V h b

r rr




 


 

              
  ; 

   
 2 1 2 1

2 (2 ) (2 ) (2 )(2 ) 2
2

1 1

1
2 2

n n
k k k kkm s

m mm m s
m s

V
h a d c h V h b

r rr





 


 

               
  ; 

 
 2 1 21

2 (2 ) (2 ) 2
2

1 1

1
2 2

n n
k k km s

s sm sr
m s

V
h a h b h

r r r


  


 


 

               
  ;            (3.4) 

 
 2 1

2 1 (2 )
33 3

1

n
k k

mm
m

h d V





  ;   

 2 1 1
2 1 (2 1) (2 1)
3

1 1

1n n
k k km s

m sr
m s

V
p q

r r




 
  

 

 
 

   ; 

 
 2 1 1

2 1 (2 1) (2 1)
3

1 1

1n n
k k km s

m s
m s

V
p q

r r




 
  

 

 
 

   , 

у яких 

(2 ) (2 ) (2 2)k k k
m mma a a   ; (2 ) (2 ) (2 2)k k k

m mmc c c   ; (2 ) (2 ) (2 2)k k k
s ssb b b   ; 

 (2 ) 13(2 ) (2 1)12 66

66 66

4 1 n
kk s

m mm
s k

k cc c
d c c

c c





   ; 

 (2 ) 33(2 ) (2 1)13
3

66 66

4 1 n
kk s

mm m
s k

k cc
d c c

c c





   ; 
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 (2 1) (2 1) (2 )44

66

4 3k k k
m m m

c
p c k a

c
      ; 

  44(2 1) (2 )

66

4 1k k
s s

k c
q b

c
 

 . 

При осесиметричному деформуванні пластини відносно координатної осі 3х  де-

формації не залежать від кутової координати   і, отже, будемо мати рівності: (2 )ku   

0 ; (2 ) (2 ) 0k k
r r    ; (2 1) (2 1)

3 3 0k k
     . У цьому випадку моменти компонент напру-

жень і переміщень визначаються тільки за допомогою метагармонічних функцій mV . 

На основі наведених рівностей розглянемо задачу про напружений стан пластини, 
послабленої круговим отвором радіуса R , на поверхні  ,R h h     якого задано 

значення розщеплювальної сили 

3r q    constq  . 

Очевидно, при такому навантаженні задача буде осесиметричною і граничні умо-
ви на контурі кругового отвору на площині S  мають вигляд 

(2 ) 0k
rr r R




    0, 1,...,k n ; 

(1)
3r r R

q


 ;   (2 1)
3 0k

r r R
 


   1, 2, ...,k n .                       

(3.5)
 

Якщо ж врівноважена пара сил на граничній поверхні отвору представлена нелі-
нійною функцією  

 2
3 1r q     , 

то умови на контурі кругового отвору будуть такими: 

(2 ) 0k
rr r R




    0,1,...,k n ;   (2 1)
3 0k

r r R
 


  2, 3, ...,k n ; 

(1)
3 0,4r r R

q


  ;   (3)
3 0,4r r R

q


 .                       
       (3.6)

 

В умовах осьової симетрії метагармонічні функції mV  покладемо такими, що ма-

ють вигляд 
   00
m

m mV B K x ,    1,2m l ; 

   1(2 )
2 1 2 10 0

m
m mV C H x  ;      2(2 )

2 20 0
m

m mV D H x ,  1, 1m l n   , 

де 1l n  ; 

r R  ; 1
m mx Rh k ;   1

2 1 2 1m mx Rh k
   ; 2 2 1m mx x  ; 

 0 mK x  – модифікована функція Бесселя;    1
2 10 mH x  і    2

20 mH x  – циліндричні 

функції Ханкеля першого і другого роду;  
0

mB ,  2
0

mC  і  2
0

mD  – довільні сталі. Тут 

враховано, що характеристичне рівняння має 2l  дійсних додатних та  2 1n l   

комплексно-спряжених коренів (функції s  в осесиметричній задачі відсутні). 

Підставляючи значення даних функцій у рівності (3.4) і враховуючи граничні 
умови (3.5) і (3.6), отримаємо алгебраїчну систему рівнянь для визначення невідомих 
констант. За знайденими функціями визначаємо значення компонент напружень і пе-
реміщень.  
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§4. Числові дослідження і аналіз результатів. 
Проведено дослідження напруженого стану трансверсально-ізотропної пластини, 

послабленої круговим отвором, на поверхні якого задана розщеплювальна сила (врів-
новажена по товщині пара дотичних напружень 3r ). Значення вказаних напружень 

представлені у вигляді лінійної 3r q   і нелінійної  2
3 1r q     функцій попе-

речної координати 1
3h x  . При додатних значеннях константи q  ці напруження 

спрямовані на розщеплення пластини вздовж серединної площини, а при від’ємних – 
на стиснення. 

Числові розрахунки виконано для пластини з коефіцієнтами Пуассона 0,3  ; 

0,25    і відношеннями модулів пружності 1,25Е Е  ; 5,0Е G  . На рис. 1 при 

розщеплювальній силі, заданій лінійною функцією, представлено криві зміни колових 
q  і нормальних 33 q  напружень та поперечного переміщення 3u qG  на конту-

рі отвору ( 1  ) відповідно на серединній (крива 1) і граничній (крива 2) площинах 

пластини в залежності від відносної товщини R h . Із зменшенням відносної товщини 

напруження і переміщення спадають як на серединній, так і на граничній площинах. 

           
                                         а                                                                       б 

 
в 

Рис. 1 
Для виявлення впливу зовнішнього навантаження на напружений стан на рис. 2 

наведено аналогічні рис. 1 криві зміни напружень  , 33  і переміщення 3u  в зале-

жності від відносної товщини пластини при нелінійному способі задання розщеплю-
вальної сили. Як видно з рисунка, із збільшенням параметра R h  напруження та пе-

реміщення монотонно спадають, однак за абсолютними значеннями вони суттєво від-
різняються. 
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                                       а                                                                          б 

 
                                                                               в 

                                                                          Рис. 2 

 
На рис. 3 представлено криві зміни напружень q  і 33 q  по товщині плас-

тини при двох значеннях параметра 0,5R h   (крива 1) та 1,0R h   (крива 2). Як 

видно, найбільших значень вони досягають на серединній площині ( 0  ) і спадають 

при прямуванні до граничної площини ( 1  ).  

 

               
                                 а                                                                                    б 

Рис. 3 
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                                    а                                                                       б 

 

 
в 

Рис. 4 

Криві, наведені на рис. 4, характеризують затухання напружень q  та 33 q  

на серединній площині 0   і 3r q  – на площині 0,5   при віддаленні від повер-

хні отвору. Із збільшенням координати   напруження спадають, наближаючись до 

нульових значень. 

Висновки. 
Отримано систему рівнянь пружної рівноваги трансверсально-ізотропної пласти-

ни постійної товщини при комбінованих граничних умовах на плоских гранях. В ос-
нову покладено метод розкладу шуканих функцій за поліномами Лежандра. Викладе-
но спосіб представлення загального аналітичного розв’язку системи рівнянь при си-
метричному деформуванні пластини по відношенню до серединної площини. Знайде-
но розв’язок задачі про напружений стан пластини з круговим отвором, на поверхні 
якого задано значення розщеплювальної сили. 
 

РЕЗЮМЕ. Методом розкладу шуканих функцій в ряди Фур’є за поліномами Лежандра коор-
динати товщини отримано систему рівнянь рівноваги трансверсально-ізотропної платини при комбі-
нованих умовах на плоских гранях. Викладено метод побудови загального аналітичного розв’язку 
системи рівнянь при симетричному деформування пластини відносно серединної площини. Знайдено 
розв’язок задачі про напружений стан пластини, послабленої круговим отвором, на поверхні якого 
задана розщеплювальна сила. 
 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: трансверсально-ізотропна пластина, напружений стан, круговий отвір, 
розщеплювальна сила. 
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