
2024                                  П Р И К Л А Д Н А  М Е Х А Н І К А                      Том 60, № 2 

ISSN0032–8243. Прикл. механіка, 2024, 60, № 2                                                                                91 

В . З . С т а н к е в и ч 1 ,  О . М . С т а н к е в и ч 2  

АКУСТИЧНА ЕМІСІЯ В ПРУЖНОМУ БІМАТЕРІАЛІ З ТРІЩИНОЮ  
ЗА РІЗНОТИПНИХ УМОВ КОНТАКТУ НА ПЛОЩИНІ РОЗМЕЖУВАННЯ 

1Львівський національний університет ім. Івана Франка, 
вул. Університетська, 1, 79000, Львів, Україна; e-mail: stan_volodja@yahoo.com  

2Національний університет “Львівська політехніка”, 
вул. С. Бандери, 12, 79000, Львів, Україна; e-mail: o.m.stankevych@gmail.com 

Abstract. The solution to the problem of determining the acoustic-emission field of 
displacements in an elastic biomaterial consisting of two half-spaces is obtained. The wave 
field is initiated by a given time-harmonic displacement of the surfaces of the internal tor-
sion crack in one of the body components. The cases of ideal mechanical contact at the in-
terface and contact through a thin flexible layer modeled by spring boundary conditions are 
considered. The problem is solved by the boundary integral equations method. The impact 
on the amplitude of displacements in the biomaterial, type of contact boundary conditions at 
the interface, ratio of the mechanical characteristics of materials, and location of the obser-
vation point are analyzed numerically. 
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Вступ. 
Метод акустичної емісії (АЕ) є ефективним інструментом неруйнівного контролю 

та діагностики конструкцій. Грунтуючись на дослідженні пружних хвиль, випроміню-
ваних структурними дефектами, метод уможливлює виявлення тріщин, корозійних вог-
нищ, деградації міжфазних поверхонь в композитах, які є потенційними чинниками 
катастрофічних руйнувань конструкцій [13, 14, 18]. Життєвий цикл композитів тісно 
пов’язаний з їх втомною міцністю. Під час експлуатації композити під дією наванта-
жень різної природи, агресивних чинників навколишнього середовища зазнають пош-
коджень, які призводять насамперед до виникнення тріщин та недосконалих областей 
контакту на міжфазних поверхнях [1, 4]. 

Моделювання проходження пружних хвиль через пошкоджену поверхню розмежу-
вання є складною проблемою, яку можна вирішити шляхом заміни на ній стохастично 
або періодично розташованого масиву мікротріщин тонким гомогенізованим прошар-
ком певної жорсткості. Так, у роботі [3] пошкоджену тріщинами міжфазну поверхню 
описано моделлю ефективних пружинних крайових умов (ПКУ), які придатні і для 
опису клейових з’єднань. Надалі ці умови використано для аналізу впливу деградова-
них міжфазних поверхонь на характеристики хвильового поля у ламінованих струк-
турах [5, 6, 9], дослідженні параметрів інтенсивності напружень в околі вершини вну-
трішньої тріщини, розташованої у біматеріалі [12]. 

Коректний опис проходження пружних хвиль через міжфазні поверхні (з різно-
типними крайовими умовами) композитів з внутрішніми тріщинами передбачає за-
стосування відповідних математичних інструментів. Одним з них є метод граничних 
інтегральних рівнянь (ГІР), який показав свою ефективність в дослідженнях пробле-
матики хвильових процесів у тілах з тріщинами [8, 10 − 12, 17]. 
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Нижче цим методом розв’язано задачу визначення хвильового поля переміщень у 
пружному біматеріалі з двох півпросторів за різнотипних умов контакту на міжфазній 
площині. Вважається, що акустична емісія у тілі породжена заданими усталеними в 
часі зміщеннями поверхонь внутрішньої тріщини.  

§1. Постановка задачі. Основні співвідношення. 
Розглянемо пружний біматеріал, який складається з двох півпросторів A  і B  

(рис. 1). Матеріали півпросторів ізотропні і характеризуються густинами D , коефі-

цієнтами Пуассона D  та модулями зсуву DG , де ,D A B . 

На глибині d  у півпросторі B  розташована дискова тріщина радіуса a , яка зай-
має плоску область S , паралельну до міжфазної площини 0S  спряження компонент 

біматеріалу. В області S  тріщини і на поверхні 0S  вибираємо декартові системи ко-

ординат 1 1 3 0 1 1 30,Ox x x O x x x  таким чином, щоб 0,O O  були розташовані на одній лінії, 

перпендикулярній до 0S . 

 

Рис. 1 

Протилежні поверхні S  тріщини зазнають зсувних зміщень кручення, які змі-
нюються в часі t  за гармонічним законом із частотою   і описуються функціями 
стрибків 

33
3 1 2 3( , ) ( 1) ( ) , 1,2 ; ( , ) 0 , ( , , 0) ,jj i t

j

x
u t Q r e j u t x x x S

a
       x x x    (1.1) 

де ( )Q r  − наперед задана функція радіальної координати 2 2
1 2r x x  ; 1i   − уяв-

на одиниця. При цьому всі параметри хвильового поля у тілі змінюються в часі за га-
рмонічним законом із заданою частотою ω. 

Розглядаються два види контакту півпросторів через площину розмежування 0S . В 

першому випадку виконуються умови ідеального механічного контакту на міжфазній 
площині (задача І). У другому – півпростори спряжені тонким пружним податливим 
прошарком товщиною h (задача ІІ) і модулем зсуву 0 , .A BG G G  

Задача полягає у визначенні хвильового поля переміщень у біматеріалі, ініційова-
ного заданим розкриттям тріщини. Поставлена задача зводиться до розв’язання дифе-

ренціальних рівнянь відносно амплітудних значень 1 2 3( , , ), ,D D D Du u u D A Bu  векто-

рів переміщень [14] 
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2
2 ( ) 0 , , ,D D

Dk D A B      u u                                    (1.2) 

де 2 2D Dk c − хвильове число; 2 D D Dc G   − швидкість поширення поперечної 

пружної хвилі у півпросторі D ; 1 2 30( , , )x x x         – тривимірний набла-оператор. 

Розв’язки диференціальних рівнянь (1.1) повинні задовольняти крайові умови ко-
нтакту компонент біматеріалу на поверхні 0S . Для випадку ідеального механічного 

контакту (задача І) повинні забезпечуватися рівність тангенційних компонент перемі-
щень та дотичних напружень [1] 

3 3 1 2 30 0( ) ( ) ; ( ) ( ) , 1,2 , ( , , 0) ,A B A B
j j j ju u j x x x S     x x x x x           (1.3) 

де 3
D
j  – амплітудні значення компонент тензора напружень. Зазначимо, що для опи-

саного розташування тріщини та способу розкриття її поверхонь у біматеріалі поши-
рюються лише SH-хвилі, при цьому 

3 33( ) 0; ( ) 0.D Du  x x  

Для випадку, коли довжини згенерованих пружних хвиль набагато перевищують 
товщину h  прошарку (що справедливо для низькочастотного діапазону навантажен-
ня) крайові умови недосконалого контакту компонент біматеріалу (задача ІІ) винесені 
на серединну поверхню прошарку і для випадку тріщини кручення набувають вигляду 
[12] 

0
3 3 0( ) ( ) ( ) ( ) ( 1,2, ).B A B A

j j j j
G

u u j S
h

        x x x x x                     (1.4) 

Умови (1.4) описують т. зв. «модель пружинного контакту» і пов’язують міжфазні 
напруження зі стрибками переміщень на поверхнях спряжених півпросторів. 

Зазначимо також, що постановка задачі (1.2) – (1.4) вимагає виконання умов Зом-
мерфельда випромінювання на безмежності. 

§2. Метод розв’язування задачі. 
На підставі принципу суперпозиції загальні поля переміщень та напружень у пів-

просторі D  подаємо у вигляді [14] 

0 3 30 3( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ) ( 1,2),D D D D D D
j j BD j j j BD ju u u j        x x x x x x  

де 0 30,D D
j ju   – амплітудні значення переміщень і напружень від коливань точок пове-

рхні 0S  біматеріалу та 3,A A
j ju  − амплітудні значення переміщень і напружень від 

взаємного зміщення протилежних поверхонь тріщини; BD  – символ Кронекера. 

Компоненти зазначених переміщень подаємо у вигляді інтегральних подань за 
допомогою потенціалів Гельмгольца [14] 

0

2 2
30 30

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( 1,2, I,II, , ),

n D n D D B
j j BD j

S S

u dS u dS
x x

j n D A B

 
    
 

  

  ξ ξx ξ x ξ ξ x ξ
       (2.1) 

де 
2

2

exp
( , )

DD
ik   



x ξ
x ξ

x ξ
; 2 2 2

1 1 2 2 30( ) ( )x x x      x ξ – відстань між фік-

сованою точкою 1 2 30( , , )x x xx  спостереження у півпросторі D  і точкою 1 2( , ) ξ  по-

верхонь інтегрування 0, ;S S  невідомі густини n D
j  підлягають визначенню. 
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Підставивши подання (2.1) для переміщень у співвідношення закону Гука, отри-
муємо інтегральні представлення для амплітудних значень дотичних напружень 

0

2
2 2 23

2
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( 1, 2, I,II, , ).

n D n D D
D D jj

S

B
BD B B j

S

G k dS

G k u dS j n D A B

     

       





 



ξ

ξ

x ξ x ξ

ξ x ξ
        (2.2) 

За допомогою подань (2.1) для переміщень і (2.2) для напружень крайові умови (1.3) 
задачі І та (1.4) задачі ІІ на площині розмежування 0S  трансформуємо до системи 

двовимірних ГІР типу потенціалу Гельмгольца для визначення невідомих густин n D
j  

0 0

2 II
2 II 2 2 2

30

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )n A A A A
n j n A A j

S S

c dS G k dS
x


     

    ξ ξξ x ξ ξ x ξ  

0

11
2

30

( ) ( , ) ( 1) ( );n B nB n
n j n j

S

c dS c U
x

 
   

  ξξ x ξ x                         (2.3) 

0 0

2 2
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )n A A n B B

A A j B B j
S S

G k dS G k dS          ξ ξξ x ξ ξ x ξ  

2
I II 0 0( ); 1; ( I,II, 1,2, ),n

jU c c G h n j S     x x  

де праві частини рівнянь виражаються через задані функції ju  стрибка зміщень по-

верхонь тріщини 
(I)

1
(II)

2
0 30

1
( ) ( ) ( , ) ;B

j j
S

U u dS
G h x

 
 
    

     
 ξx ξ x ξ  

(I)2 (II)2 2
2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .B

j j B B j
S

U U G k u dS       ξx x ξ x ξ  

Рівняння (2.3) є системою двовимірних інтегральних рівнянь типу згортки, зада-
них на безмежній поверхні 0.S  Застосувавши до них двовимірне інтегральне перетво-

рення Фур’є за змінними 1 2, ,х х  отримуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

(СЛАР) відносно невідомих трансформант густин .n D
j  Розв’язавши СЛАР, отриму-

ємо подання 

  ( )1 ( )2
1 2

1
;

2 ( )

n A n nn n
j j j

n

a U a U
 

 


                                    (2.4) 

  ( )1 ( )2
3 4

1 1
( I, II).

2 ( )

n B n nn n
j j j

n

a U a U n
 

  


   

Тут верхня хвиляста лінія означає Фур’є-трансформанту відповідної величини; 

коефіцієнти ( 1,4)n
la l   залежать від пружних параметрів матеріалів тіла, товщини 

прошарку та мають такий вигляд: 
I I I I
1 2 2 3 2 4; 1; ; 1;B B A Aa G R a a G R a        

II I II II I II
1 1 2 0 3 3 4 2 0; ; ; ;A Aa a h a G a a h a G R h G       

структура функцій n  визначена типом крайових умов контакту півпросторів 
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2 2
I 2 2 2 2( ) ; ; , ;A A B B D DG R G R R k D A B        

II 2 2 0 2 0 2( ) .A B A B B B A AG G R R h G G R G G R     

Подіявши на (2.4) оберненим двовимірним інтегральним перетворенням Фур’є, 

отримуємо подання для оригіналів густин n D
j  через функції ju  у вигляді 

 
0

( )1 ( )2
0 1 22

0

1
( ) ( ) ;

( )4
n A n n n n
j j j

nS

J a U a U d dS
  




  
  ηξ ξ η              (2.5) 

 
0

( )1 ( )2
0 3 42

0

1
( ) ( ) ,

( )4
n B n n n n
j j j

nS

J a U a U d dS
  




  
  ηξ ξ η  

де 0( )J z – функція Бесселя першого роду нульового порядку дійснoго аргументу .z  

Підставляючи (2.5) в (2.1) та використовуючи методику [15] обчислення кратних 
двовимірних інтегралів по безмежній області 0S , отримуємо інтегральні подання для 

амплітудних значень переміщень в компонентах біматеріалу, ініційованих заданими 
зміщеннями протилежних поверхонь тріщини  

30 2 21 | |
0

0

( ) 2 ( ) ( ) ;
( )

A B

n
x R d Rn A

j j
nS

b
u u e e J d dS


 




    

  ξx ξ x ξ            (2.6) 

30 2 22 | |
0

0
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B B

n
n B x R d R
j j

nS

b
u u e e J d dS


 




     

  ξx ξ x ξ  

2
30

( ) ( , ) ( 1,2, I,II).B
j

S

u dS j n
x


    
  ξξ x ξ  

Тут 2 2
1 1 2 2( ) ( ) ;x x     x ξ  коефіцієнти ( 1, 2)n

jb j   визначені так: 

I I II I II I
1 2 2 2 2 1 0 1 2 2 2 0 2; ; ; .B B B B A A A B A Bb G R b G R G R b G b b G G R R h G b       

Отримані вирази для переміщень не містять інтегрування по безмежній області 

0S , що важливо стосовно застосування числових методів. Для часткових випадків 

, 0B AG G h   вирази (2.6) вироджуються у свої аналоги для однорідного безмежного 

тіла з тріщиною; для 0AG   вирази ( )n B
ju x  описують ситуацію тріщини у півпрос-

торі з вільною поверхнею 0S  [14]. 

Розглянемо випадок, коли функція ( )Q r  подання (1.1) має вигляд 

2 2( ) ,Q r a r   

що фізично коректно описує змикання поверхонь тріщини на її контурі. З урахуван-
ням осьової симетрії задачі вирази (2.6) значно спрощуються за рахунок аналітичного 
обчислення інтегралу по круговій області S . Скориставшись значенням інтегралів [7]  

2
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та поданням для функції Бесселя дробового порядку 

5 2 2

2 3 3
( ) 1 sin cos ,J z z z

z zz
        

 

отримуємо вирази для амплітудних значень кутових переміщень 1( ) ( ) sinn Dn Du r u  x  

2 ( ) cos .n Du   x  Так, зокрема, вираз (2.6) для переміщень у бездефектній компоненті 

А  набуває остаточного вигляду  

30 2 21 | |
1

0

( ) 2 ( ) ( ) ,
( )

A B

n
x R d Rn A

n

b
u r a e e J r M d    

 


 

                        (2.7) 

де r – радіальна відстань від епіцентру О області S  тріщини до точки спостереження; 

30х – відстань від вказаної точки до поверхні 0;S  підінтегральна функція ( )M   має 

вигляд 

2 2

3 3
( ) 1 sin cos .M a a

aa
  


    
 

 

Запропонований підхід використовує спрощену постановку задачі дослідження 
акустичного поля переміщень за відомих функцій зміщення поверхонь тріщини, що 
дає змогу отримати якісну характеристику його параметрів. У загальному випадку на-
самперед потрібно визначити функції ju  стрибка зміщень поверхонь тріщини під 

дією заданих зовнішніх навантажень. Тоді задача додатково зводиться до розв’язання 
системи ГІР типу [16] відносно невідомих ,ju  після підстановки отриманих роз-

в’язків у співвідношення (2.6) проводять дослідження акустичного поля переміщень у 
біматеріалі з дефектом. 

§3. Числові результати. 
Під час обчислення інтегралу (2.7) півбезмежний проміжок інтегрування розби-

вали на проміжки 2 2 2 2[0; ], [ ; ], [ ; )A A B Bk k k k   для випадку A BG G  та проміжки 

2 2 2 2[0; ], [ ; ], [ ; )B B A Ak k k k   для випадку A BG G  з вибором гілок радикалів  

2 2
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необхідним для задоволення умов випромінювання Зоммерфельда. На перших двох 
проміжках інтеграли обчислювали за квадратурними формулами Гауса, на третьому – 
Лагерровими квадратурами [2]. 

За формулою (2.7) визначали залежності нормованих амплітуд переміщень n Au a  

від хвильового числа 2 ,Ak a  параметра A BG G G  контрастностей жорсткостей мате-

ріалів тіла, геометричних параметрів 30 ,x a r a  точки спостереження (визначення 

переміщень) та d a  – глибини залягання тріщини. 

На рис. 2, а наведено частотні залежності Au a  (задача І) для тріщини у подат-

ливішій компоненті біматеріалу ( 1A BG G G  ) за фіксованих значень параметрів 

30 4,x a   8,r a   1,d a   .А В   Крива 1 відповідає випадку 1G   (безмежне 

однорідне тіло з тріщиною), крива 2 – 5,G   крива 3 – 10.G   У розглядуваному 

спектрі хвильового числа 2 Ak a  спостерігаємо спадну осцилюючу поведінку амплітуд 

переміщень із двома чітко вираженими локальними максимумами. Обидва максимуми 
у біматеріалі незалежно від контрастності жорсткостей матеріалів досягаються за не-
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змінних значень хвильового числа ( 2 3,8Ak a   і 2 8,2,Ak a   відповідно) і обмежені 

зверху своїм аналогом для безмежного однорідного тіла (крива 1). Збільшення жорст-
кості матеріалу півпростору А  супроводжується зменшенням абсолютних значень 

.Au a  

Рис. 2, б описує випадок тріщини у жорсткішій компоненті біматеріалу ( 1G  ). 
Криві 1 – 4 відповідають значенням 1; 0,5; 0,25; 0,1,G   відповідно. Частотні залеж-

ності мають коливний характер. Зменшення жорсткості матеріалу півпростору А  су-

проводжується одночасно зменшенням перших максимумів амплітуд Au a  та зна-

чень хвильового числа 2 Ak a , за яких вони досягаються. 

       
а                                                                      б 

Рис. 2 

На рис. 3 показано залежності нормованих переміщень Au a  від параметра r a  

радіальної координати точки спостереження за фіксованих значень 2 3,8,Ak a   

30 4,x a   .1ad  Рис. 3, а відповідає випадку 1,G   рис. 3, б – 1.G   Позначення 

кривих такі ж, як на рис. 2, а і б, відповідно. Аналіз наведених графіків показує, що зі 
збільшенням параметра r a  амплітуди переміщень спочатку зростають від нульового 

значення для r a  (точка спостереження розташована над епіцентром дефекту), дося-

гають свого локального максимуму, а потім монотонно спадають. Зазначене спадан-
ня повільніше для випадку розташування тріщини у податливішій компоненті тіла  

(рис. 3, а), для тріщини у жорсткішій компоненті після замикання поведінка Au a  

набуває коливного характеру (рис. 3, б). Збільшення контрастностей жорсткостей ма-
теріалів тіла супроводжується зменшенням абсолютних максимумів переміщень. 

          
       а                                                                      б 

Рис. 3 
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а                                                                 б 

Рис. 4 

На рис. 4 наведено частотні залежності Au a  (задача ІІ) за фіксованого значення 
8,r a   на рис. 5 – залежності від радіальної координати точки спостереження r a  за 

фіксованого значення хвильового числа 2 2,0Ak a  . Значення інших параметрів такі: 

30 4;x a   1;d a   0 0,05;h a   ;А В   0 50.AG G G    
Штрихові лінії описують випадок ідеально сконтактованих півпросторів (задача І), 

суцільні – наявність тонкого податливого прошарку (задача ІІ). Криві 1, 2 на рис. 4, а 
та 5, а відповідають значенням 5G  ; 10G   і, відповідно, значенням 0,5;0,1G   на 
рис. 4, б та 5, б. Із отриманих залежностей видно, що збільшення контрастності жорс-
ткостей матеріалів півпросторів супроводжується зменшенням амплітуд переміщень 
(рис. 4, 5). Вказаний феномен більше виражений для тріщини у жорсткішій компо-
ненті біматеріалу (рис. 4, б та 5, б). 

      
а                                                                   б 

Рис. 5 

У вибраному діапазоні значень параметра /r a  спостерігаємо ефект екранування 

динамічних переміщень прошарком – зменшення значень Au a  порівняно з їх ана-

логами для ідеально сконтактованих півпросторів (рис. 5). 

Висновки. 
Досліджено акустико-емісійне поле переміщень у пружному біматеріалі з двох  

півпросторів з відомим гармонічним в часі зміщенням протилежних поверхонь круго-
вої тріщини кручення, паралельної міжфазній площині. Проаналізовано залежності 
амплітуд переміщень у тілі від частоти зміщень поверхонь тріщини, співвідношення 
жорсткостей компонент біматеріалу, різнотипних умов спряження на площині розме-
жування півпросторів. Встановлено ефект екранування динамічних переміщень тон-
ким міжфазним прошарком порівняно з їх аналогами для ідеально сконтактованих 
півпросторів. Виявлено зменшення амплітуд переміщень (порівняно з випадком од-
норідного тіла з тріщиною) у бездефектній компоненті біматеріалу за зростання конт-
растності жорсткостей матеріалів. 
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РЕЗЮМЕ.  Із використанням методу граничних інтегральних рівнянь отримано розв’язок зада-
чі для акустико-емісійного поля переміщень у пружному біматеріалі з двох півпросторів, породжено-
го гармонічним в часі заданим зміщенням протилежних поверхонь внутрішньої кругової тріщини 
кручення, паралельної міжфазній площині. Досліджено вплив на параметри амплітуд переміщень 
різнотипних умов контакту на площині розмежування – ідеального механічного контакту та контакту 
через тонкий податливий проміжок, який моделюється ефективними пружинними крайовими умова-
ми. Чисельно проаналізовано вплив на амплітуди переміщень у просторі, частоти зміщень поверхонь 
тріщини, співвідношення жорсткостей компонент біматеріалу, локації точки спостереження перемі-
щень. Встановлено ефект екранування динамічних переміщень прошарком порівняно з їх аналогами 
для півпросторів з ідеальним контактом. Виявлено зменшення амплітуд переміщень (відносно випад-
ку однорідного тіла з тріщиною) у бездефектній компоненті біматеріалу під час зростання відношен-
ня жорсткостей контактуючих матеріалів. 
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граничних інтегральних рівнянь. 
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