
2024                             П Р И К Л А Д Н А  М Е Х А Н І К А                        Том 60, № 3 
 

ISSN0032–8243. Прикл. механіка, 2024, 60, № 3                                                                91 

О . Ф . К р и в и й 1 ,  Ю . О . М о р о з о в 2  

ОСОБЛИВОСТІ ПОЛЯ НАПРУЖЕНЬ В ОКОЛІ МІЖФАЗНОГО КРУГОВОГО 
ВКЛЮЧЕННЯ ПРИ ЗМІШАНИХ УМОВАХ КОНТАКТУ ІЗ КУСКОВО-

ОДНОРІДНИМ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНИМ ПРОСТОРОМ  

1Національний університет «Одеська Морська Академія», 
вул. Дідріхсона, 8, 65052, Одеса, Україна; e-mail: krivoy-odessa@ukr.net; 

2Національний університет «Одеська політехніка»,  
просп. Шевченка, 1, 65044, Одеса, Україна; e-mail: morozov@op.edu.ua 

 
Abstract. A non-axisymmetric contact problem for circular interfacial inclusion of arbi-

trary shape, which is in mixed conditions with a piecewise homogeneous transversal-
isotropic space, is considered. One face of inclusion is in conditions of smooth contact 
(shear stresses are zero), and the other, is coupled with the medium. The problem is reduced 
to a system of five two-dimensional singular integral equations. For an inclusion, which has 
an axisymmetric shape under arbitrary loads, the exact solution of the system is written out 
and its asymptotic properties are determined. Based on the last, a numerical-analytical 
method for solving the system is offered. The distribution of stresses in the neighborhood of 
the inclusion is obtained and its features are revealed. 
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Вступ. 
Дослідження розподілу напружень в околі міжфазних просторових включень, які 

містяться в області з’єднання пружних матеріалів при різних умовах контактної взає-
модії із середовищем, є важливою практичною і складною математичною задачею. 
Розв’язанню таких задач для різних середовищ і різних типів концентраторів напру-
жень в пружній і термопружній постановці присвячені роботи багатьох авторів. При 
цьому дослідження, в основному, обмежувались кусково-однорідними ізотропними 
середовищами та осесиметричними задачами для трансверсально-ізотропних просто-
рів [2, 3, 5, 6, 10, 11, 19 – 22, 26 – 28]. Стосовно задач в більш загальній постановці, 
зокрема, для анізотропних середовищ, то відомі в основному чисельно-аналітичні і 
асимптотичні розв’язки [7, 8, 25], які базуються на підході, започаткованому в робо-
тах [29, 30]. Контактні задачі пружних півпросторів за наявності газів і рідин в області 
контакту розглянуто в роботах [4, 9, 23, 24]. 

В даній роботі до дослідження полів напружень в околі міжфазного кругового 
включення, яке знаходиться в змішаних умовах контактної взаємодії із кусково-
однорідним трансверсально-ізотропним простором, застосований підхід, який запо-
чаткований в роботі [12] і отримав подальший розвиток в роботах [13 – 18] для 
розв’язання неосесиметричних пружних і термопружних контактних задач для неод-
норідних трансверсально-ізотропних просторів. Підхід базується на зведенні пробле-
ми до систем двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) і запропонованому 
методі їх розв’язання.  
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§1. Постановка задачі і зведення її до двовимірної системи СІР. 
Нехай у площині 0z   з’єднання двох різних трансверсально-ізотропних півпрос-

торів розташовано абсолютно жорстке включення, що займає область  . До вклю-
чення прикладено довільне навантаження, дія якого зводиться до рівнодійної сили 

1 2 3( , , )P P PP , (рис. 1), і головного моменту 1 2 3( , , )M M MM . 

 

Рис. 1 

Напружено-деформований стан простору описується вектором  

1, ,9 , , , , , , , ,k k x y z yz xz xyv u v w      v { } { } .                           (1.1) 

Компоненти вектора (1.1) при ( , )x y   задовольняють узагальненому закону Гука та 

диференціальним рівнянням рівноваги, які подамо так 

1 2 3[ , , , ] ,  z    D v F ( , )x y  .                                        (1.2) 

Тут введено позначення 
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; ( ) ( )kj kj kjs z s z s     ; kjs  – коефіцієнти узагальненого 

закону Гука відповідно для верхнього 0z   і нижнього 0z   півпросторів; 3 3O  – 

нульова матриця розмірності 3 3 .  
Розташування граней включення після деформації описують функції 

0 0
6 6 0 ( , ); , 4, 5, ( , )k kx y k x y           ; 

0 0 0
4 1 5 2 6 3; ; ,z z x yy x y x                                          (1.3) 

0 ( , )x y  – задають форму включення відповідно при 0z   ; ,k  1, 2, 3;k   

, ,x y z    – поступальні переміщення включення та кути повороту включення навко-

ло відповідних осей. 
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Для подання граничних умов на включенні, введемо позначення 

1,6
( , ) ( , , 0); { ( , , )} { , , , , , }k k k z yz xzk
x y w x y w x y z u v w   

   w . 

Верхня грань включення зчеплена з півпростором 0z  . При цьому заданими вва-

жаються переміщення 0
6 6 0( , ) ( , )x y x y     , 0

5 5( , ) ,x y    0
4 4( , )x y   , невідо-

мими – напруження ( , ),k x y   1, 2, 3k  , ( , )x y  . Нижня грань включення знахо-

диться в умовах гладкого контакту з півпростором 0z  . В цьому випадку дотичні 

напруження дорівнюють нулю 2 3( , ) ( , ) 0,x y x y     а нормальні переміщення 
0

6 6 0( , ) ( , )x y x y      вважаються заданими. Невідомими є нормальні напруження 

1 ( , )x y   і дотичні переміщення 4 ( , )x y  , 5 ( , )x y  , ( , )x y  . Поза включенням 

вважаються виконаними умови ідеального контакту: ( , ) ( , )k kx y x y   , ( , )x y  , 

1; 6k  . 

Стрибки і суми χ


 компонент вектора w  в площині 0z   позначимо так: 

1,6{ ( , )} ; ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), 1, 6k k k k kkx y x y w x y x y x y k     
      

    χ , 

тоді умови ідеального контакту різних трансверсально-ізотропних півпросторів поза 
областю   запишемо у вигляді  

( , ) 0,k x y     1, 6,k     ( , )x y  ,                                     (1.4) 

а стрибки та суми нормальних переміщень подамо так: 
0

6 1 2 1 2 6 0 0( , ) ( , ) (1 1) ;  ( , ) , ( , )x x x x x y x y               .            (1.5) 

Параметри переміщення включення в середовищі: k , 1, 2, 3k  , , ,x y z   , ви-

значимо із шести рівнянь рівноваги: 

4( , ) , 1, 2, 3k kx y dxdy P k




   ;                                     (1.6) 

2
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x y dxdy x x y y x y dxdy M
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    .           (1.7) 

Відносно невідомих функцій 1 2 3 4 51,5
{ ( , )} { , , , , }k k

x y         
  , із врахуванням 

умов (1.4) і формул (1.5), за допомогою останніх п’яти співвідношень (25) [12], в ро-
боті [13] отримано систему п’яти двовимірних СІР. Ввівши невідомі вектор-функції 

1,2,3{ ( , )}k kx y
χ , * 4,5{ ( , )}k kx y

χ , подамо вказану систему у матричному ви-

гляді  
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де 2 2
0 ( ) ( )r x t y     ; 
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§2. Визначення напружень в площині з’єднання півпросторів. 

Для кругового включення  2 2x y a    , форма якого є осесиметричною 

2 2
0 0( , ) ( )x y x y    , в роботі [13] отримані аналітичні розв’язки системи (1.8) і ви-

значена асимптотика напружень при 2 2 0x y a     , а також отримані вирази 

для напружень поза включенням. Зокрема, нормальні напруження σz  в площині 

з’єднання двох різних трансверсально-ізотропних півпросторів, в якій міститься кру-
гове включення при змішаних умовах взаємодії з півпросторами, в циліндричній сис-
темі координат ( , , )z   при a   можна записати, як 
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Тут введені позначення 
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Коефіцієнти у формулі (2.1) виражаються через пружні сталі півпросторів і наве-
дені в роботі [13]. 

Отримані точні розв’язки дозволяють визначити розподіл напружень в площині 
з’єднання різних трансверсально-ізотропних просторів в околі кругових в плані, си-
метричних включень при змішаних умовах контакту і довільних навантаженнях. Для 
некругових або не симетричних включень, тобто якщо форма граней яких не задово-

льняє умові 2 2
0 0( , ) ( )x y x y    , пропонується наступний чисельно-аналітичний 

метод. Якщо контур, який обмежує область  , є гладким, то характер поведінки 
розв’язків на краю включення буде визначатись типом контактної взаємодії включен-
ня із середовищем, отже, якщо скористатись результатами роботи [13], при 

2 2x y a     для розв’язків системи двовимірних СІР (1.8) можна записати на-

ступні асимптотичні подання  
3

1 1 1
1

( , ) ( , ) ( , );j j
j

x y f x y g x y 


    

3 2

1 1

( , ) ( , ) ( , ),k kjp jp
j p

x y f x y g x y 

 
    2,3k  ;      (2.2) 

3 2

1 1

( , ) ( , ) ( , ),k kjp jp
j p

x y f x y g x y 

 
    4, 5k  .                             (2.3) 

Вагові функції: 
*0,52 2 2

1 ( , ) ( ) j
jg x y a x y

     ;   2 2 2 0.5
2 ( , ) ( )jg x y a x y    ; 

*0,52 2 2
3 ( , ) ( ) j

jg x y a x y
     ;   *

1 0  ,   *
2 0    

повністю визначають асимптотику поведінки розв’язків на краю включення, а подан-
ня (2.2) і (2.3) містять всі асимптотичні доданки. Стрибки нормального напруження 

1( , )x y  при 2 2x y a     мають степеневі особливості із показниками 00,5   

і 0,5 , дотичні напруження на верхній грані мають степеневі особливості із показни-

ками 00,5  , 00,5    і 0,5 . Дотичні переміщення на нижній грані мають нулі 

степеневого порядку із показниками 00,5  , 00,5    і 0,5. Пружні сталі 0 , 0  

виражаються [13] через комбінації коефіцієнтів узагальненого закону Гука верхнього 
і нижнього півпросторів і задовольняють умовам 
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0 0
1 1

0 ; 0 .
2 2

      

У випадку однорідного простору 0 0 0,25   , а показники особливостей в фо-

рмулах (2.2) і показники нулів в формулах (2.3) будуть дорівнювати 0,75; 0,5; 0,25. 

Оскільки всі особливості і нулі розв’язків містяться у вагових функціях ( , )jpg х у , 

то можна вважати функції 1 ( , )jf x y , ( , )kjpf x y  диференційованими до будь-якого по-

рядку. Це дає підставу записати ці функції у вигляді поліномів по степенях х і у, а 
розв’язки двовимірної системи СІР (1.5) записати у наступному вигляді: 

3
( , )

1 1 1 1
1

( , ) ( , ) ( , );n m
j j

j

x y g x y G x y 


  

3 2
( , )

1 1

( , ) ( , ) ( , ),n m
k jp kjp

j p

x y g x y G x y 

 
   2,3k  ;  (2.4) 

3 2
( , )

1 1

( , ) ( , ) ( , ),n m
k jp kjp

j p

x y g x y G x y

 
    4, 5k  ;                           (2.5) 

1
( , ) ( , )

,
0

( , ) ( , )
l

n m j p
ikjp i k

i

G x y x y 



  ; 

0 1 1 11, , , , , ( , ) m n
n lx y x y x y         ;  ( 1) ( 1)l m n   . 

Аналогічно до підходу роботи [28], невідомі сталі ( , )
,
j p

i k  визначимо методом кол-

локації. Степені n  і m  залежать від заданої точності. Зокрема, при n = 10 і m =10 

досягається точність розв’язку 510  та спостерігається практично повне співпадіння (до 
шостого знаку) результатів із точними розв’язками, отриманими за формулою (2.1). 

§3.Аналіз результатів числових досліджень. 
Визначимо розподіл нормальних напружень в околі включення при різних зна-

ченнях компонент рівнодійної сили 1 2 3( , , )P P PP  і головного моменту M  

1 2 3( , , )M M M . Для зручності перейдемо до безрозмірних вектора сили 
1   P P P  

1 2 3( , , )P P P    і головного моменту 1
1 2 3( ( , , ))a M M M      M M P . На рис. 2 – 5 на-

ведені залежності відносного нормального напруження 2 /z a P  в площині з’єднання 

півпросторів поза включенням при деяких значеннях компонент векторів P  і M  на 
концентричних колах, які охоплюють монетоподібне включення товщиною 0,1h a  і 
мають радіуси: 1,04a  – штрихпунктирна лінія; 1,06a  – точкова лінія; 

1,06a  – пунктирна лінія; 1,1a  – суцільна лінія. Розглянуто комбінації наступ-

них матеріалів [1]: магній – матеріал m1; берилій – матеріал m2; цинк – матеріал m3; 
кадмій сульфід – матеріал m4. 

На рис. 2, a, б наведено розподіл відносного нормального напруження 2 /z a P  від-

повідно для комбінації матеріалів m1-m3 і m2-m4 при ( , , )1 / 3 1/ 3 1/ 3 P ,  M  

( , , )1/ 3 1/ 3 1/ 3 . На рис. 3, а, б наведено розподіл 2 /z a P  відповідно для комбіна-

ції матеріалів m1-m3 і m2-m4 при * (1 2 3 , 1 2, 2 3)P , (1 2 3 , 1 2, 2 3) M . На 

рис. 4, a, б наведено розподіл /z a P  відповідно для комбінації матеріалів m1-m3 і m2-

m4 при * (1 2,1 2 3 , 2 3)P , (1 2,1 2 3 , 2 3) M . На рис. 5, а, б наведено роз-

поділ 2 /z a P  відповідно для комбінації матеріалів m1-m3 і m2-m4 при 
* ( 2 3,1 2,1 2 3)P , ( 2 3,1 2,1 2 3) M .  
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                                     а                                                                            б 

Рис. 2  

  
                                     а                                                                            б 

Рис. 3 

 
                                     а                                                                            б 

Рис. 4 
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                                     а                                                                        б 

Рис. 5 

На рис. 6, а, б  відповідно для комбінації матеріалів m1-m3 і m2-m4 при * P  

(1 2 3 , 1 2, 2 3) , (1 2 3 , 1 2, 2 3) M  наведено розподіл відносного нормаль-

ного напруження 2 /z a P  при різних значення товщини монетоподібного включен-

ня, а саме, штрихпунктирна лінія відповідає товщині 0h  ; точкова лінія – товщині 
0,1h a ; пунктирна лінія – товщині 0,15h a ; суцільна лінія – товщині 0,2h a . 

 
                                     а                                                                            б 

Рис. 6 

В табл. 1 наведенні значення відношень /ij ij ijc c   , де ijc   коефіцієнти узагаль-

неного закону Гука [1] для верхнього і нижнього півпросторів, відповідно.  
Таблиця 1 

 
11  12  13  33  44  66  

m1 – m3 0,3765 0,8153 0,4515 1,001 0,4118 0,2677 

m2 – m4 3,582 0,5394 0,2923 4,123 11,36 8,274 
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Оскільки для першої комбінації матеріалів m1 – m3 всі значення 1ij   (крім 

33 1  ), то матеріал нижнього півпростору можна вважати більш жорстким, ніж вер-

хнього. Для другої комбінації m2 – m4 навпаки, всі 1ij  , отже матеріал верхнього 

півпростору є більш жорстким, ніж нижній. Порівнюючи рисунки а і б на всіх рис. 2 – 6 

можна зробити висновок, що відносні нормальні напруження 2 /z a P  при однакових 

навантаженнях більші, якщо матеріал верхнього півпростору є більш жорстким. На 

величину 2 /z a P  також вливають значення компонент векторів P  і M . Зокрема, 

більшим значенням 3P  для обох комбінацій матеріалів відповідають більші значення 

нормальних напружень. На рис. 6, а, б показано, як із зміною товщини монетоподіб-
ного включення змінюється значення відносних нормальних напружень, зокрема, із 

збільшенням товщини включення збільшуються значення 2 /z a P  для обох комбіна-

цій матеріалів.  

Висновок. 
Запропоновано і проведено апробацію ефективного чисельно-аналітичного мето-

ду розв’язання двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь, що дозволило дослі-
дити розподіл нормальних напружень в околі міжфазного кругового монетоподібного 
включення, яке знаходиться в змішаних умовах контактної взаємодії із кусково-одно-
рідним трансверсально-ізотропним простором. Результати обчислень показують, що 
відносні нормальні напруження є не осесиметричними, суттєво залежать від полярно-
го кута   і можуть змінювати свій знак. Лінії зміни знаку залежать від комбінацій 

матеріалів і від напрямку векторів P  і M . 
Запропонований підхід може бути застосований для будь-яких міжфазних вклю-

чень при різних типах контактної взаємодії із неоднорідним трансверсально-ізотроп-
ним простором. 

 
 
РЕЗЮМЕ.  Розглянуто неосесиметричну контакту задачу про кругове міжфазне включення до-

вільної форми при змішаних граничних умовах із кусково-однорідним трансверсально-ізотропним 
простором. Одна грань включення перебуває в умовах гладкого контакту (дотичні напруження дорі-
внюють нулеві), інша – у повному контакті із середовищем. Задачу зведено до системи п’яти двови-
мірних сингулярних інтегральних рівнянь. Для включення, яке має осесиметричну форму при дові-
льних навантаженнях, отриманий точний розв’язок системи і визначені його асимптотичні властиво-
сті. На основі останніх запропоновано ефективний чисельно-аналітичний метод розв’язання системи 
двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь. Отримано розподіл напружень в околі монетоподіб-
ного включення та виявлені його особливості. 

 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: трансверсально-ізотропний кусково-однорідний простір, міжфазне вклю-

чення, змішані умови, розподіл напружень, сингулярні інтегральні рівняння. 
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