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ЧИСЛОВЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВИХ ЗАДАЧ 
 

Розв'язано нелінійну початково-крайову задачу теплопровідності з викорис-
танням методів Роте, лінеаризації, стрільби та Рунге–Кутта четвертого 
порядку. Наведено результати числових досліджень. Проаналізовано вплив 
кроку за часом на кількість ітерацій методу лінеаризації. 

Ключові слова: нелінійна початково-крайова задача, лінеаризація, методи 
Роте, стрільби та метод Рунге–Кутта четвертого порядку. 

 
Вступ. Нелiнiйнi початково-крайовi задачi, описанi нелiнiйними дифе-

ренцiальними рiвняннями в часткових похідних, часто трапляються, коли 
моделюють задачі в рiзних галузях науки i технiки (динамiка польоту 
лiтальних об’єктiв, термомеханіка, оптимальне керування, ядерна фiзика, 
астрофiзика, квантова механiка, електрогiдродинамiка тощо). Нелінійні зада-
чi не мають аналiтичного розв’язку i для їх розв’язування використовують 
числові методи [1, 3, 5–7 та ін.]. Аналітично-числові методи розглянуті у 
працях [4, 9]. 

Нижче на прикладі одновимірної задачі теплопровідності зі залежним 
від температури коефіцієнтом теплопровідності    0( ) ( )u u  і сталими 

щільністю   і теплоємністю pc  проілюструємо методику розв’язання нелі-

нійних початково-крайових задач.  
1. Формулювання задачі і її розв’язання. Нелінійна одновимірна неста-

ціонарна задача теплопровідності має вигляд [6, 10] 
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, 0 1 2( ), ( ), ( )u x u t u t  – задані неперервні функції. Якщо ( )u  

константа, то задача (1) є лiнiйною. Нелінійну початково-крайову задачу 
(1) розв’язуємо за такою схемою. 

Застосовуючи метод Роте [6], отримуємо таку послідовність нелінійних 
диференціальних рівнянь 
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з крайовими умовами 

  1 2( ) ( ), ( ) ( ).n n n nu a u t u b u t  (3) 

Тут     , 1, ; ,n
Tt n n N N
N

 – кількість розбиттів; ( )nu x  – невідомі функ-

ції; 1( )nu x  – функції, знайдені на попередньому кроці; 0u  – задане. 
Для розв’язання нелiнiйних крайових задач (2), (3) застосовуємо 

метод лінеаризації [2], згідно з яким одержимо рівняння  

                                           
 v.shufliak@gmail.com 



86 В. М. Шуфляк, Г. П. Ярмола 

 

  
  

      

2

1 1
( ( ))( ( ))

( ) ( ( ) ( ))
( ( ))k

k k
k u k k

k

u x u x
u x u x u x

u x
  

           
 
   

       

2
1

1
( ) ( ) ( ( ))( ( ))

( ( ) ( ))
( ( )) ( ( ))k

k n k k
u k k

k k

u x u x u x u x
u x u x

u x u x
  

             
 

 

2
1( ) ( ) ( ( ))( ( ))

( ( )) ( ( ))
k n k k

k k

u x u x u x u x
u x u x

 (4) 

і крайові умови 

     1 1( ) , ( )k ku a u b , (5) 

де k  – номер ітерації;   і   вибираємо, як у праці [6]. 

Значення  ( )k iu x  обчислюємо за формулою 
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, M  – кількість розбиттів відрізка [ , ]a b . 

Задачу (4), (5) розв’язуємо методом стрільби за таким алгоритмом[8]: 
1. Якщо  0n , задаємо початкове наближення 0s  для  1( )ku a . 
2. Розв'язуємо задачу Коші, яку описує рівняння (4) з крайовими 

умовами 
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3. Розв'язуємо допоміжну задачу Коші:  
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де f  – права частина рівняння (4). 

4. Якщо     1( )ku b , то зупинити ітераційний процес, в іншому 

випадку замінити s  на нове значення 
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і перейти на крок 2. 
Зазначені задачі Коші для диференціальних рівнянь другого порядку, 

ввівши позначення  u z , зводимо до задач Коші для системи диферен-
ціальних рівнянь першого порядку : 

    ( , , ), ,z f x u z a x b  

  ( ) ,u a  

 ( ) .z a s  (6) 

Для числового розв’язання задачi (6) застосуємо метод Рунге–Кутта 
четвертого порядку [8]. Тоді  
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Тут значення 0 1 2 3 0 1 2 3, , , , , , ,k k k k q q q q  знаходимо за формулами [8] 
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2. Числові результати. Дослідження виконували при  15T ,  128M , 

 30,N     0
1( ) 2 ( 1)( 3)

2
xu x x x ,  [1,3]x , 1( ) 2u t , 2 ( ) 1u t ,   810  

та використали залежність  ( ) uu e , що відповідає кремнію [6].  
У цьому випадку задача (4),(5) матиме вигляд 
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На рис. 1–3 наведено зміну температури відносно x  при  * 10  для момен-
тів часу  0; 5; 10; 15t  і значень   1  (рис. 1), 0  (рис. 2), та 1  (рис. 3). 
 

          
 

Рис. 1                                                           Рис. 2 
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Рис. 3                                                              Рис. 4 
 

Виявили, що при   0  та за великих t  розподіл є лінійним. Проте 
за інших значень   – параболічний. Якщо   0 , вітки цих парабол 
напрямлені вверх, а при   0  з певного моменту часу – вниз. На сере-
динній поверхні, в кінцевий момент часу, якщо   1 , температура 
нижча на 27%, а при   1  – вища на 14%, ніж за умови, коли   0 . 
Зазначимо, що графіки на рис. 1–3 збігаються з наведеними у праці 
[6], побудованими на основі розв’язку методом скінченних різниць 
відповідної задачі. 

 

           
 

Рис. 5                                                         Рис. 6 
 

Рис. 4–6 ілюструють зміну температури відносно x  при  * 0.5  для 
моментів часу  0; 2; 4; 15t  (рис. 4); 0; 1; 2; 15  (рис. 5, 6) і значень   1  (рис. 4);  
0  (рис. 5) та 1  (рис. 6). 

Як бачимо, зі зменшенням параметра *  значення ( )u x  на одних і 
тих же поверхнях, в однакові моменти часу збільшилися та набагато 
швидше досягають стаціонарного значення. Зокрема, на серединній по-
верхні відповідні значення температури в моменти часу  5t  (рис. 3) 

і 1  (рис. 6) приблизно рівні. При цьому *  на серединній поверхні, в 
кінцевий момент часу, якщо   1  температура нижча на 7%, а коли 
1  – вища на 6%, ніж при   0 . Напрямлення віток аналогічне, як при 

 * 10 .     
Досліджували загальну кiлькість iтерацiй методу лiнеаризацiї при 

 * 10  залежно вiд змiни  . У таблиці наведено кількість ітерацій *N , 
похибка та середня кількість ітерацій *

iN . 
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  *N   1k ku u  *
iN  

1 61 7.0919e-09 4.06 
0.5 115 9.6339e-09 3.83 
0.1 508 9.6789e-09 3.39 
Зі зменшенням   середня кiлькiсть iтерацiй на одному часовому про-

мiжку зменшується. Отже, можна стверджувати, що чим менше  , то 
швидше досягається задана точнiсть на одному часовому промiжку. 

На рис. 7; 8 подано залежність кількості ітерацій від часу для   0.1  
і 1 , відповідно. 

 

Рис. 7                                                              Рис. 8 
 

З цих графіків випливає, що чим ближче значення часу до T , то 
менше потрiбно iтерацiй,  щоб отримати розв’язок нелiнiйної крайової 
задачi. За малого   з певного моменту потрiбно лише дві iтерацiї, оскiль-
ки на них значення ( )u x  вiдрiзняються несуттєво. 

Висновки. Нелiнiйну початково-крайову задачу теплопровiдностi 
зведено до послiдовностi нелiнiйних крайових задач, якi розв’язано одно-
кроковим методом лiнеаризацiї. Для ров’язання крайових задач з лiнiй-
ними крайовими умовами використано метод стрiльби. Задачi Кошi, якi 
при цьому виникли, розв’язано методом Рунге–Кутта четвертого порядку. 
Проаналізовано вплив експоненціальної залежності коефіцієнта тепло-
провідності на температуру. Зокрема, зі зміною знака аргументу в цій 
залежності змінюється з певного моменту часу характер поведінки тем-
ператури. Встановлено, що чим менший крок за часом, то менша середня 
кількість ітерацій методу лінеаризації в один часовий момент.  
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NUMERICAL SOLUTION OF NONLINEAR INITIAL BOUNDARY PROBLEMS 
 

The nonlinear initial boundary value problem of heat conduction was solved using the 
methods of Rothe, linearization, shooting method, and fourth-order Runge–Kutta. The 
numerical research results are provided. The influence of the time step on the number of 
iterations of the linearization method has been analyzed. 

Keywords: nonlinear initial boundary value problem, linearization, Rothe method, 
shooting method, Runge–Kutta method of the fourth order. 
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