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ПРО ПОДІЛЬНІСТЬ СПІЛЬНИХ КРАТНИХ МАТРИЦЬ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ 
НАД КОМУТАТИВНИМИ ОБЛАСТЯМИ БЕЗУ СТАБІЛЬНОГО РАНГУ 1,5 

 
Над комутативними областями Безу стабільного рангу 1,5 для неособливих 
матриць третього порядку, за деяких обмежень на їхні інваріантні множ-
ники, встановлено зв’язок між подільністю спільних правих кратних 
матриць та інваріантними множниками матриць та їх кратних. 
 

Ключові слова: комутативна область Безу, стабільний ранг 1,5, спільне кратне 
матриць, форма Сміта. 

 
Нехай R  – комутативна область елементарних дільників [5] з 1 0 , 

( )nM R  – кільце n n  матриць над R  і нехай  ( )nA M R  – неособлива 

матриця. Відомо, що кожна матриця A  над R  має властивість канонічної 
діагональної редукції, тобто для неї існують такі оборотні матриці AP  та AQ  
відповідних розмірів, що 

     1diag( , , )A A nP AQ ,  

де   1i i ,  1, , 1i n .  

Матрицю   називають формою Сміта, елементи i ,  1, , 1i n  – інва-

ріантними множниками, а матриці AP  та AQ  – лівою та правою перетво-

рювальними матрицями, тобто матрицями, що зводять матрицю A  до її 
форми Сміта. 

Позначимо через AP  множину всіх лівих перетворювальних матриць 

для матриці A . Згідно з результатами праці [9] A APP G ,  
де  

         1 1( )  |   ( ) :  n nH GL R H GL R H HG .  

Множина G  є мультиплікативною групою [9]. 

Нехай A BC , де матриця B  має форму Сміта:  

     1diag( , , )nB ,  

де   1i i ,  1, , 1i n .  

Зауважимо, що символ “  ” позначає еквівалентність матриць. Нага-
даємо, що дві матриці A  та B  називають еквівалентними над R , якщо 
існують такі оборотні матриці P  та Q  відповідних розмірів, що B PAQ . 

Символами ( , )a b  та [ , ]a b  позначимо найбільший спільний дільник та 

найменше спільне кратне елементів a  та b , відповідно. Позначення a b  

означає, що елемент a  ділить елемент b . 
Розглянемо множину матриць  

          1 1( , ) ( )  |   L ( ) :  Ln nL GL R M R LL ,  

яка введена у праці [9] та складається з усіх оборотних матриць вигляду  
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З рівності A BC  маємо, що матриця B  є лівим дільником матриці ,A  

а матриця A  є правим кратним матриці B . Якщо  1 1M AA BB , то матри-

цю M  називають спільним правим кратним матриць A  та B . 
Поняття спільних кратних та спільних дільників матриць пов’язані між 

собою та їх часто застосовують до розв’язання прикладних задач алгебри. 
Зокрема, згідно з узагальненою теоремою Безу, пошук розв'язків системи 
односторонніх матричних рівнянь над полями можна звести до пошуку спіль-
них лівих унітальних дільників першого степеня відповідних матриць. До-
слідження спільних кратних, зокрема найменшого спільного кратного, бере 
свій початок з праці [6], де запропоновано метод його знаходження над кому-
тативною областю головних ідеалів. У статті [10] встановлено, що найменше 
спільне праве кратне визначене однозначно з точністю до правої асоційов-
ності. У працях [1] та [7, 8] вказано взаємозв’язки між формами Сміта двох 
матриць та формами Сміта їх найменшого спільного правого кратного для 
деяких класів матриць. Більше того, у публікації [1] для матриць другого 
порядку встановлено взаємозв’язок між їх спільними правими кратними над 
комутативною областю головних ідеалів. Природно виникає потреба досліди-
ти такі задачі для ширших класів матриць. 

У цій статті для неособливих матриць третього порядку за певних 
обмежень на форми Сміта встановлено зв’язок між подільністю спільних 
правих кратних матриць над комутативними областями Безу стабільного 
рангу 1,5. Також вказано взаємозв’язок між інваріантними множниками 
матриць та їх кратних. 

Нагадаємо, що комутативною областю Безу називають комутативну 
область цілісності з одиницею, в якій довільний скінченно породжений ідеал 
є головним.  

У праці [3] введено поняття кільця стабільного рангу 1,5. Зокрема, 
говоритимемо, що комутативне кільце є кільцем стабільного рангу 1.5, якщо 
для таких довільних елементів ,a b R  та елемента  0 c R , що ( , , ) 1,a b c  
існує такий елемент r R , що  

  ( , ) 1a br c .  

Зауважимо, що саме поняття стабільного рангу кільця введено у праці 
[4]. Стабільним рангом кільця R  називають таке найменше натуральне число 
n , що для довільних взаємно простих зліва елементів 1 2, , , ,na a a b  з R  

існують такі елементи 1 2, , , nr r r  із R , що  

    1 1 2 2( , , , ) 1n na br a br a br .  

Нехай надалі R  – комутативна область Безу стабільного рангу 1,5. 
Згідно з теоремою 1 з праці [2] R  є областю елементарних дільників. Розгля-
немо неособливі матриці A , B  третього порядку над R , які мають форми 
Сміта  



Про подільність спільних кратних матриць третього порядку над комутативними областями…  33 

    diag(1, , ) ,  

    diag(1, , ) ,  

відповідно. 
У праці [9] вказано необхідні та достатні умови, щоб матриця B  була 

лівим дільником матриці A  над комутативною областю елементарних діль-
ників. Для неособливих матриць третього порядку ці умови можна записати 
так. 

Теорема 1 [9]. Нехай  

      1 2 3diag( , , )A ,   1i i ,  1,2i ,  

      1 2 3diag( , , )B ,   1i i ,  1,2i .  

Тоді для того, щоб A BC , необхідно та достатньо, щоб викону-
валися умови 

1)  i i ,  1,2,3i ; 

2) B AP LP , де B BP P , A AP P ,   ( , )L L . 
Основним результатом цієї статті є теорема 2, в якій вказано умови 

подільності спільних кратних матриць. 
Теорема 2. Нехай R  – комутативна область Безу стабільного рангу 

1,5 та  3, ( )A B M R  – неособливі матриці з формами Сміта 

     diag(1, , )A AP AQ ,  

     diag(1, , )B BP BQ ,  

відповідно. Нехай також  3, ( )M T M R  – спільні праві кратні матриць A  

та B , тобто  1 1M AA BB  та  2 2T AA BB  з формами Сміта 

      1 2 3diag( , , )M MP MQ ,   1i i ,  1,2i ,   

      1 2 3diag( , , )T TP TQ ,   1i i ,  1,2i ,  

відповідно. Якщо виконуються умови 

1)  1 1 ; 

2)    2 [ , ]  та  2 2 ; 

3)    3 [ , ]  та  3 3 ,  

то матриця M є лівим дільником матриці T , тобто T MN , де 
 3( )N M R . 

До в е д е н н я . Згідно з означенням, із рівності  1 1M AA BB  випливає, 

що матриця Mє спільним правим кратним матриць A  та B . Враху- 

вавши теорему 1, отримаємо, що  A
A M MP L P , де A AP P , M MP P , 

   
 


 

11 12 13

21 22 23
1

31 32 33
1

( , )
( , )

( , )

A
M

l l l

L l l l

l l l

L . Звідси  1( )A
M M AP L P . Аналогічно, з 

рівності  1M BB  одержимо, що  B
B M MP L P , де B BP P , 



34   А. М. Романів 

   
 


 

11 12 13

21 22 23
1

31 32 33
1

( , )
( , )

( , )

B
M

s s s

L s s s

s s s

L , тобто  1( )B
M M BP L P . 

Оскільки матриця T  також є спільним правим кратним матриць A  та 

B , то, аналогічно міркуючи, отримаємо, що  A
A T TP L P , тобто  1( )A

T T AP L P , 

де T TP P ,    
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L . Отримаємо, що  1( )B
T T BP L P . 

Згідно з теоремою 1, матриця M  буде лівим дільником матриці T , якщо 

M T TP L P , тобто    1 ( , )T M TL P P L . Розглянемо добуток матриць 

          1 1 1 1 1 1 1( ) (( ) ) ( ) ( )A A A A A A
M T M A T A M A A T M TP P L P L P L P P L L L   
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Врахувавши лему 1 (рівність 2) із праці [1], отримаємо, що  
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               1 1 1 1 1

,
( , ) ( , ) ,[ , ] ,

.  

Тобто  
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Врахувавши лему 1 (рівність 4) із праці [1], отримаємо, що  
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Зауваживши, що згідно з умовою цієї теореми    2[ , ] , тоді 
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Аналогічно 
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Отримаємо, що   ( , )K L . А це означає, що T MN , де  3( )N M R . 
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ON THE DIVISIBILITY OF COMMON MULTIPLES OF MATRICES OF THE THIRD ORDER OVER 
COMMUTATIVE BEZOUT DOMAINS OF STABLE RANGE 1,5 

 
Over commutative Bezout domains of stable range 1,5 for nonsingular matrices of the 
third order, under certain restrictions on invariant factors, the relationship between the 
divisibility of common right multiples of the matrices and invariant factors of the 
matrices and their multiples are established.  

Keywords: commutative Bezout domain, stable range 1,5, common multiple of matrices, 
Smith form. 
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