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ДОСЛІДЖЕННЯ ЗГИНУ ЛОКАЛЬНО НАГРІТОЇ ОРТОТРОПНОЇ ПЛАСТИНИ 
ШАРУВАТОЇ СТРУКТУРИ  
 

Досліджено згин прямокутної ортотропної пластини шаруватої нерегуляр-
ної структури за нестаціонарного локального нагрівання довкіллям. Для цього 
використано двовимірні рівняння теплопровідності та рівняння зсувної теорії 
першого порядку неоднорідних ортотропних пластин. Аналітичний розв’язок 
нестаціонарної задачі теплопровідності та квазістатичної задачі термопруж-
ності, за граничних умов шарнірного опертя, побудовано методами інтеграль-
ного перетворення Лапласа за часом та скінченного перетворення Фур’є за 
координатами. Числові результати наведено для тришарових пластин симе-
тричної та несиметричної структур. 

Ключові слова: термопружність, температурне навантаження, теплообмін, 
шаруваті пластини. 
 
Вступ. Багатошарові композитні матеріали, які володіють унікальними 

властивостями, часто використовують у багатьох галузях сучасної техніки, 
зокрема, для зміцнення конструкції, теплоізоляції або інтенсифікації пере-
дачі тепла, захисту від агресивного середовища тощо. Тому дослідження 
напружено-деформованого стану (НДС) елементів конструкцій шаруватої 
структури – важлива інженерна задача. 

Тонкостінні елементи неоднорідної структури досліджували [3, 4, 11] 
багато вчених. Зокрема, отримані [1, 2, 8, 9] аналітичні розв’язки про згин 
неоднорідних і композитних пластин за дії термомеханічного навантаження. 
Побудовані [10, 15] точні розв’язки задач термопружності для шаруватих 
пластин з використанням тривимірних рівнянь. Досліджували темпера-
турну стійкість [5, 14] та динамічну поведінку [6, 7] неоднорідних 
пластин зі змінною товщиною та дефектами. Застосовували [14, 16] чис-
лові методи для вивчення термопружних процесів у шаруватих пластинах. 
Вивчали [14] вплив термомеханічної взаємодії та залежності механічних 
властивостей від температури на термопружний стан п’єзоелектричних ком-
позитних пластин. Детальніший огляд різних моделей і методів дослідження 
неоднорідних тонкостінних конструкцій наведено в працях [4, 12, 13]. Однак 
у більшості з них використовували задане стаціонарне температурне поле, а 
не розв’язували рівняння теплопровідності, не враховували теплообміну з 
навколишнім середовищем.  

Мета статті – на основі рівнянь термопружності теорії пластин з п’ятьма 
степенями свободи та двовимірних рівнянь теплопровідності з урахуванням 
конвективного теплообміну дослідити термопружний згин прямокутної орто-
тропної шаруватої пластини за нагріву її навколишнім середовищем.  

1. Визначення напружено-деформованого стану. Розглянемо прямо-
кутну пластину з розмірами a b  і сталою товщиною 2h , виготовлену з 
неоднорідного в поперечному напрямку ортотропного матеріалу. В декар-
товій системі координат , ,x y z  пластина займає область        0, 0, ,a b h h .  

Нехай на неї діють зовнішні сили, і вона нагрівається навколишнім сере-
довищем шляхом конвективного теплообміну з поверхонь  z h . Для дослід-
ження НДС пластини використаємо основні рівняння термопружності дво-
вимірної зсувної теорії першого порядку [2]. Цими рівняннями, записаними 
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для неоднорідного ортотропного матеріалу через узагальнені переміщення 
 1 2 1 2, , , ,u u w , будуть: 

– фізичні рівняння для напружень у довільній точці пластини 

                11 11 1 1 1 1 12 2 2 2 2 11c u z c u z t , 

                22 12 1 1 1 1 22 2 2 2 2 22c u z c u z t , 

            12 66 1 2 2 1 1 2 2 1( )c u u z , 

      13 55 1 1c w ,  

      23 44 2 2c w ,  (1) 

де     11 11 11 12 22
t tc c ;     22 12 11 22 22

t tc c ;    ( , , , )ij ij x y z ;  ( )ij ijc c z ; 

   ( )ii ii z ;    ( )t t
ii ii z ;    1 x ;    2 y ; ( )ijc z  – коефіцієнти пружності 

ортотропного тіла [11];  ( )t
ii z  – коефіцієнти теплового лінійного розширення; 

1 2, ,u u w  – компоненти вектора переміщень точок середньої поверхні ( 0);z  

 1 2,  – кути повороту нормалі у напрямках x  і y , відповідно; ( , , , )t x y z  – 
функція температурного поля; – змінна часу; 

– фізичні рівняння для зусиль і моментів у середній поверхні 

 

                                                    

1 11 12 11 12 11 1 11 21 1

2 12 22 12 22 22 1 22 22 2

1 11 11 12 11 12 11 1 11 2

2 2
2 12 22 12 22 22 1 22 2

t t

t t

t t

t t

N A A B B A T B T hu
N A A B B A T B T hu

M B B D D B T D T h

M B B D D B T D T h

,   

             12 66 2 1 1 2 66 2 1 1 2N A u u B ,   

             12 66 2 1 1 2 66 2 1 1 2M B u u D ,   

     13 55 1 1N k A w ,     23 44 2 2N k A w ,  (2) 

де    


  2, , ( ) 1, ,
h

ij ij ij ij
h

A B D c z z z dz ;    


  2, , ( ) 1, ,
h

t t t
ii ii ii ii

h

A B D z z z dz ; 





  12 1
2

h
i

i i
h

iT tz dz
h

; k  – коефіцієнт зсуву [2]; 

– рівняння рівноваги 

    2 2
11 11 66 22 1A A u +   2

12 66 12 2A A u +     2 2
11 11 66 22 1B B +  

     2
12 66 12 2B B      1 11 1 1 11 1 2 /t tq A T B T h ,  

   2
12 66 12 1A A u +    2 2

66 11 22 22 2A A u +    2
12 66 12 1B B +  

      2 2
66 11 22 22 2B B      2 22 2 1 22 2 2 /t tq A T B T h ,  

     2 2
55 1 44 2k A A w   55 1 1k A   44 2 2k A =  3q ,   

    2 2
11 11 66 22 1B B u +   2

12 66 12 2B B u  55 1k A w + 

       2 2
11 11 66 22 55 1D D k A     2

12 66 12 2D D =  
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      1 11 1 1 11 1 2 /t tm B T D T h ,  

   2
12 66 12 1B B u +    2 2

66 11 22 22 2B B u –  44 2k A w     2
12 66 12 1D D + 

       2 2
66 11 22 22 44 2D D k A =     2 22 2 1 22 2 2 /t tm B T D T h ,  (3) 

де iq  im  – компоненти поверхневого навантаження [11]; 
– граничні умови шарнірного опертя країв пластини  

 для  0x  і x a :    2 2 0w u ,  1 1 0N M ,  

 для  0y  і y b :     1 1 0w u ,  2 2 0N M . (4) 

Система диференціальних рівнянь (3) разом з граничними умовами (4) 
складає крайову квазістатичну задачу про визначення температурних 
напружень в ортотропних неоднорідних прямокутних пластинах через уза-
гальнені переміщення. Для її розв’язання використаємо метод скінченного 
перетворення Фур’є. Тоді 

    
 

 

    1 1 1 1
1 1

, , cos sinmn mn
m n

m nu U x y
a b

,  

    
 

 

    2 2 2 2
1 1

, , sin cosmn mn
m n

m nu U x y
a b

,  

 
 

 

   
1 1

sin sinmn
m n

m nw W x y
a b

,   

    
 

 

   1 2 1 2
1 1

, , sin sinmn mn
m n

m nT T T T x y
a b

.  (5) 

Після підстановки виразів (5) у (3) одержимо систему алгебричних 
рівнянь для визначення коефіцієнтів Фур’є шуканих узагальнених пере-
міщень: 

   MU Q V S1 2mn mnT T  ,  (6) 

де    U 1 2 1 2, , , ,
T

mn mn mn mn mnU U W  – матриця коефіцієнтів Фур’є узагаль-

нених переміщень;  Q 1 2 3 1 2, , , ,
T

mn mn mn mn mnq q q m m  – матриця коефіцієнтів 

Фур’є силового навантаження; 1mnT і 1mnT  – коефіцієнти Фур’є температур-

них характеристик 1T  і 2T ;   
M

5 5ijm ;   V
5 1iv ;   S

5 1is ; коефіцієнти 

матриць ijm , iv  і is  обчислюємо з диференціальних операторів системи (3). 

Зі системи (6) знаходимо розв’язок 

    U M Q V S
M 1 2
1

mn mnT T ,  (7)  

де M  – визначник матриці M , а M  – приєднана матриця. 

2. Визначення температурного поля. Для знаходження температурного 
поля пластини ( , , , )t x y z  використаємо двовимірні рівняння теплопровідності 
за лінійної залежності температури від поперечної координати [2]: 

    
 

          
 

1 2
1 1 1 2 2 2 11 2

t t c cT T
T T T T A B f ,  
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    

   
               

33 1 2
1 2 1 2 1 2 22 3 2 1

t t c cA T T
T T T T B D f

h
,  (8) 

де      2 2
(1) 11 11 22 22A A  ;      2 2

(2) 11 11 22 22B B ;      2 2
(3) 11 11 22 22D D ; 

     



  2, , ( ) 1, ,( )
h

ii ii ii ii
h

A B D z z h z h dz ;    


  2, , ( ) 1, ,( )
h

c c c
v

h

A B D c z z h z h dz ; 

     1 2 3 ( , ) ( )z t z t z t
i i i i if t t f x y f ;      1 1

2
iz

i z zt t t ;        ( 1)t i
i ;  ( )ii z , 

( )vc z  – коефіцієнти теплопровідності і об’ємної питомої теплоємності, відпо-

відно; 
zt , 

zt  – температури середовищ на поверхнях z h  і  z h ;  і  
  – коефіцієнти тепловіддачі з цих поверхонь.  
Для однозначності розв’язку до системи (8) долучаємо такі граничні і початкові 

умови:  
 для  0x  і x a :     1 2 0T T ,   

 для  0y  і y b :     1 2 0T T , (9) 

 для   0 :      1 , , 0 0T x y ,   2 , ,0 0T x y .  (10) 

Після перетворення Фур’є за умов (9) система (8) набуде вигляду  

      
1 2

1 2 1 1 2 2 1
mn mn

mn mn mn
dT dT

C C g T g T f
d d

,   

      
1 2

2 3 3 1 4 2 2
mn mn

mn mn mn
dT dT

C C g T g T f
d d

,  (11) 

де Bi      (1) (1)2 2
1 111 22m ng ; Bi      (2) (2)2 2

2 211 22m ng ;  m
mh
a

;  n
nh
b

; 

Bi      (2) (2)2 2
3 211 22m ng ; Bi        (3) (3) (1)2 2

4 111 22 33m ng ;  

        


(1) (2) (3)

0

1, , , ,
2 ii ii iiii ii ii A B D
h

;    1 2 3 0
1, , , ,

2
c c c

v

C C C A B D
hc

; 


  0
0 2
vc h

; 




0
Bi

2

t
i

i
h ; 1 2,mn mnf f  – коефіцієнти Фур’є для функцій температурних навантажень; 

0  і 0
vc  – деякі характерні коефіцієнти теплопровідності і теплоємності.  
Застосовуючи до системи (11) інтегральне перетворення Лапласа за 

початкових умов (10), одержимо розв’язки для коефіцієнтів Фур’є: 

       
 

        
2

1 3 4 1 1 2 2 2 2
1

1 1
mn i mn i i mn i

i ji j

T C p g Q Z C p g Q Z
p pC

, 

       
 

        
2

2 1 1 2 2 2 3 1 1
1

1 1
mn i mn i i mn i

i ji j

T C p g Q Z C p g Q Z
p pC

, (12) 

де  1p  і  2p  – корені рівняння         
2

1 4 3 1 2 3 2C p C g C g C g g p

  1 4 2 3 0g g g g , які, як випливає з числового аналізу, є дійсними; 

    2
1 3 2C C C C ;  

    
0 0

4 , sin sin
a b

z
jmn j

nymxQ f x y dxdy
ab a b

;      


    
0

ip vt
ji jZ f v e dv   , 1,2j i . 
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За відомого температурного поля (12) і узагальнених переміщень (5) 
зусилля-моменти обчислюємо за формулами (2), а напруження – за фор-
мулами (1). 

3. Числовий приклад. Аналіз результатів. Як приклад розглянемо 
тришарову пластину нерегулярної несиметричної структури. Нехай 

   (1) (1) (1)(1) (1), , , vij ii iiq c c ,    (2) (2) (2)(2) (2), , , vij ii iiq c c  і    (3) (3) (3)(3) (3), , , vij ii iiq c c  – фізи-

ко-механічні характеристики першого, другого і третього шарів, відповідно, 
а 1h , 2h  і 3 1h h  – їхні товщини  1 2(2 2 )h h h . Тоді вирази для інтегральних 

характеристик   , , ,q t c
ij ii iiA A A A A ,   , , ,q t c

ij ii iiB B B B h B h  і 

  2 2, , ,q t c
ij ii iiD D D D h D h  через характеристики шарів визначаємо за 

формулами [3] 

           
1 (1) (3) 1 (2)2 1q h h

A h q q q
h h

,   

  
       
   

22
1 (1) (3)1 1

2
q hhB q q

h
,  

  
                

       

3 33
1 (1) (3) 1 (2)1 1 2 1

3
q h hhD q q q

h h
.  

Числові дослідження виконували для двох випадків розподілу темпе-
ратури довкілля:  

косиносоїдального 

             
*

0 0
0 0

, , cos ( ) cos ( ) ( ) ( ) 1
2 2zt x y t x x y y N x N y e
a b

,   

    , , 0zt x y ,   

і рівномірного    

         
*

, , ( ) ( ) 1zt x y t N x N y e ,    , , 0zt x y ,   

де             0 0 0 0( ) ( ) ( )N x S x x a S x x a ;  

           0 0 0 0( ) ( ) ( )N y S y y b S y y b ;      

const * *,t ; 0 0,x y  – координати центра області нагріву; 0 02 2a b  – розмір 

цієї області,  ( )S x – асиметричні одиничні функції [3]. 

Вважали, що коефіцієнти теплообміну з поверхонь  z h  рівні між 
собою      z , а силові навантаження відсутні. Розглядали тришарові 

пластини нерегулярної структури  1 3 2 1( ; 8 )h h h h  трьох типів:  core 0 0 ,  

 core 90 90  і  core 0 90 . Властивості матеріалу такі [4]: для лицевих 

шарів – GPa1 172.4E ; GPa 2 3 6.89E E ;      12 13 23 0.25 ; 

GPa 12 13 3.45G G ; GPa23 1.378G ; W (m K  11 3 ) ; W (m K)    33 22 1 ; 
      5 1

11 33 0.1 10t t K ;     5 1
22 2.0 10t K ; для середнього шару (core) – 

GPa1 4.82E ; GPa 2 3 19.67E E ;    21 31 0.05 ;  32 0,3 ; GPa; 12 13 3.42G G  

GPa23 7.57G ;       6 1
22 33 2.26 10t t K ;     5 1

11 2.69 10t K ; W (m K)    11 22 1

; W (m K  33 2 ) . 



58                                  У. В. Жидик, З. О. Когут, М. І. Клапчук 

Значення інших параметрів такі:  1a b ;  0.1h a ; 0 0.25a a ; 

0 0.25b b ; 0 2x a ; 0 2y b ;   5 6k ; Bi  1 ;  * 1 ;   20 ; GPa0 1E ; 
   5 1

0 10t K ;  0 1 W mK ;   2
0 6 10c J kgK .  

Обчислили безрозмірні температуру 
  tt

t
, температурні характерис-

тики 


  i
i

T
T

t
, радіальні прогини  

* 0
t

ww
ht

, нормальні зусилля  
*

0 0

,i
i t

N
N

t hE
 

згинні моменти  
* 2

0 0

i
i t

M
M

t h E
 і нормальні напруження 

 
*

0 0

ii
i tt E

   1,2i  

у центрі області нагріву. В таблиці наведені значення вказаних величин для 
різних типів шаруватості і способів нагрівання. Як бачимо, температурне 
поле, прогини та напруження більші за рівномірного нагрівання, ніж за ко-
синусоїдального. Прогини також збільшуються за несиметричної структури.  

 

 Косиносоїдальне нагрівання Рівномірне нагрівання 

 core (0 0 ) core (90 90 ) core (0 90 ) core (0 0 ) core (90 90 ) core (0 90 )  

1T  0,2786 0,2786 0,2783 0,4096 0,4096 0,4094 

2T  0,1569 0,1569 0,1570 0,1774 0,1774 0,1774 

 t h  0,4355 0,4355 0,4353 0,5870 0,5870 0,5868 

  t h  0,1217 0,1217 0,1213 0,2322 0,2322 0,2321 

w  0,3151 0,3531 1,0748 0,6105 0,6250 2,1768 

1N  -0.0163 -1,1019 -0,0283 -0,01249 -1,1588 -0,01867 

2N  -0,0162 -0,6975 -0,189 -0,01299 -0,9951 -0,02045 

1M  0,2626 -0,9920 -3,2701 0,7359 -1,3902 -5,2946 

2M  -0,6250 0,7343 2,5416 -0,8277 1,3651 4,9866 

1( )h  14,7649 -1,9823 11,6657 22,0955 -2,5265 14,3749 

 1( )h 9,1965 1,3125 7,0481 13,1419 2,1656 8,1938 

2( )h  -6,0097 3,0436 -5,3321 -8,1596 4,9277 -7,0358 

 2( )h  -1,5643 -2,6434 -2,3913 -2,9749 -4,5503 -4,7576 

 
Рис. 1–3 ілюструють зміну безрозмірного прогину w  пластини симе-

тричної структури  core 0 0  у центрі області косинусоїдального нагріву 

залежно від безрозмірного часу   і коефіцієнта * , рівного 0.05; 0.1; 0.2 і 1 

(рис. 1), відношення довжин сторін пластини a b  і значень коефіцієнта 

тепловіддачі Bi  0.2; 0.5; 1; 2  (рис. 2); від параметра товщини a h  і пара-

метра розмірів області нагріву 0a a , рівного 0.1; 0.2; 0.3 і 0.5 (рис. 3). 
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Рис. 1     Рис. 2 
 

 
 

Рис. 3 
 
Виявили, що з плином часу безрозмірні прогини зростають, прямуючи 

до сталого значення, причому швидше для більших значень коефіцієнта * . 
Вони також зростають зі збільшенням коефіцієнта тепловіддачі, області 
нагріву та товщини. Слід відмітити, що для неоднорідних ортотропних пла-
стин максимальні прогини досягаються за відношення  0.7a b , а для одно-

рідних ізотропних –  1a b . 

Висновки. На основі рівнянь лінійної зсувної теорії першого порядку з 
п’ятьма степенями свободи розвинуто методику розв’язування задач тепло-
провідності та термопружності для шаруватої пластини нерегулярної струк-
тури, шари якої виготовлені з ортотропного матеріалу. Пластина нагріва-
ється довкіллям шляхом теплообміну через бокові поверхні за законом 
Ньютона. Досліджено вплив коефіцієнта тепловіддачі, параметра часу, а 
також порядку розміщення лицевих шарів тришарової пластини на компо-
ненти НДС та температурного поля. З числового аналізу випливає, що, 
змінюючи порядок розміщення шарів, розміри області нагріву та геометричні 
параметри, можна впливати на НДС у багатошаровій конструкції.  
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STUDY OF BENDING OF A LOCALLY HEATED ORTHOTROPIC PLATE OF A LAYERED 
STRUCTURE 

 
Based on two-dimensional equations of heat conduction and equations of the shear theory 
of thermoelasticity, the bending of a rectangular orthotropic plate of a layered irregular 
structure under unsteady local heating by the environment was studied. Using the methods 
of integral Fourier and Laplace transforms, a solution of the unsteady problem of heat 
conduction and the quasi-static problem of thermoelasticity for a plate hinged at the edges 
were found. Numerical results are given for three-layer plates of symmetric and 
asymmetric structure. 

 
Keywords: thermoelasticity, temperature load, heat transfer, layered plates. 
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