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Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàòåðèàëîâåäåíèÿ èì. È. Í. Ôðàíöåâè÷à ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ,

Óêðàèíà

Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ òèïà Àððåíèóñà äëÿ ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðåäëîæåí

ëîãàðèôìè÷åñêèé çàêîí ñâÿçè íàïðÿæåíèÿ ñ äåôîðìàöèåé. Çàêîí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çíà÷èòåëü-

íîãî óïðîùåíèÿ îïðåäåëåíèÿ èñòèííûõ íàïðÿæåíèé òå÷åíèÿ ïðè êðó÷åíèè. Ñèñòåìàòèçèðî-

âàíû ïðåäñòàâëåíèÿ îá îïðåäåëåíèè óñëîâíûõ è èñòèííûõ äåôîðìàöèé ïðè êðó÷åíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðó÷åíèå, èñòèííûå íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèÿ, àíàëèòè÷åñ-

êîå îïèñàíèå êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ øèðîêîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè ìåòîäû èíòåí-

ñèâíîé äåôîðìàöèè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ íàíî-

ñòðóêòóðîé äåôîðìàöèîííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Â îñíîâó ìåòîäîâ ïîëîæåíû

ñõåìû ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè. Ïðèìåðîì òàêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàâíî-

êàíàëüíîãî óãëîâîãî ïðåññîâàíèÿ. Äëÿ àíàëèçà ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïîëî-

æåííûõ â îñíîâó ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ ïðè èíòåíñèâíîé ïëàñòè÷åñêîé äå-

ôîðìàöèè, èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ

ñäâèãîâàÿ äåôîðìàöèÿ. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè åñòü ðàáîòû [1, 2], â êîòîðûõ

àíàëèçèðóþòñÿ çàêîíû ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâàíèè àíàëèçà êðèâûõ

óïðî÷íåíèÿ ïðè êðó÷åíèè. Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

óïðî÷íåíèÿ ñ çàêîíàìè ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ â ýòèõ ðàáîòàõ èñïîëüçóþòñÿ

íîìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé. Â òî æå âðåìÿ ñîãëàñíî

ñîâðåìåííûì ñòðóêòóðíûì ìîäåëÿì äåôîðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ, â ñîçäàíèè

êîòîðûõ àêòèâíîå ó÷àñòèå ïðèíèìàþò ó÷åíûå óêðàèíñêîé øêîëû [3, 4], ìåæäó

ñòðóêòóðíûìè ïåðåñòðîéêàìè è ïàðàìåòðàìè óïðî÷íåíèÿ îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü

ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà â ñëó÷àå åñëè ðàñ÷åò êðèâîé äåôîðìàöèîííîãî óïðî÷-

íåíèÿ ïðîâîäèòü â èñòèííûõ êîîðäèíàòàõ.

Êëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé äëÿ ðàñ÷åòà èñòèííîãî íàïðÿæåíèÿ ïðè êðó÷å-

íèè ñëóæèò ôîðìóëà Íàäàè [5]:
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ãäå t – èñòèííîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå; D – äèàìåòð îáðàçöà; Ò – êðóòÿ-

ùèé ìîìåíò; � – óãîë çàêðó÷èâàíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìóëû ïðåäïîëàãàåò àïðèîðíîå çàäàíèå íîìè-

íàëüíîé êðèâîé óïðî÷íåíèÿ. Çíàíèå ýòîé ôóíêöèè ïðèîáðåòàåò îñîáóþ âàæ-

íîñòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äàííûå îáðàáàòûâàþòñÿ êîìïüþòåðíûìè ìåòîäà-

ìè. Ñðåäè èçâåñòíûõ èç ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ýìïèðè÷åñêèõ çàâèñèìîñ-

òåé êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ îäíîé èç ýôôåêòèâíûõ àïïðîêñèìàöèé ÿâëÿåòñÿ
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ëîãàðèôìè÷åñêàÿ, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå

äàííûå [6]:
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ãäå � ï – ïðåäåë ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; � ï – äåôîðìàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïðåäåëó ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; k – ïîñòîÿííàÿ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû – îáîñíîâàíèå óêàçàííîé çàâèñèìîñòè ñ ïîçèöèé

ôèçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î òåðìîàêòèâàöèîííîé ïðèðîäå ïðîöåññîâ óïðî÷-

íåíèÿ è ïîñëåäóþùåå åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðàñ÷åòà èñòèííûõ êðèâûõ äåôîð-

ìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû Íàäàè (1) òðåáóåòñÿ òðóäîåìêîå ãðàôè-

÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñëó÷àå ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé íà

ñàìîïèñöå (ïðèíòåðå). Ïðè êîìïüþòåðíîé ðåãèñòðàöèè êðèâûõ íàãðóæåíèÿ

ìàøèííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó (íà 1-2 ïîðÿäêà)

âîçðàñòàíèþ øóìîâ ïî íàïðÿæåíèþ, âñëåäñòâèå ÷åãî êðèâûå ïðàêòè÷åñêè

íåïðèãîäíû äëÿ ïðèìåíåíèÿ (ðèñ. 1).

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî çàâèñèìîñòü � �� f ( )

çàäàíà êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ðàçóìååòñÿ, íåâîçìîæíî ïîäî-

áðàòü ôóíêöèþ äëÿ êðèâûõ íàãðóæåíèÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâîâàëà áû äåéñòâè-

òåëüíîñòè êàê â óïðóãîé îáëàñòè, òàê è â ïëàñòè÷åñêîé. Ýòà íåâÿçêà Íàäàè

(çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü íà ðèñ. 2) î÷åíü ìàëà è åþ ïðåíåáðåãàþò.

Àíàëèòè÷åñêîìó îïèñàíèþ êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ ïîñâÿùåíî ìíîãî

ðàáîò è ïðåäëîæåí ðÿä àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëåå

÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå [3, 4]:

S S K em� �0 1 ; S K en� 2 ; S S he� �í
1 2/ ,

Ðèñ. 1. Êðèâûå óñëîâíîãî (1) è èñòèííîãî (2) íàïðÿæåíèÿ êðó÷åíèÿ íèêåëèäà òèòàíà. (Èñòèí-

íîå íàïðÿæåíèå ðàññ÷èòàíî ìàøèííûì ñïîñîáîì.)
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ãäå S 0 , K1 , K 2 , m è n – ïîñòîÿííûå; S í , h – ïîñòîÿííûå íà äàííîé ñòàäèè

äåôîðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ; S , e – èñòèííûå íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ.

Îòìåòèì òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Âîöå [7]:

S B A ne� � �1 1 exp( ), (2)

ãäå Â1 , À1 è n – ïîñòîÿííûå.

Õîðîøî èçâåñòíî óðàâíåíèå òèïà Àððåíèóñà äëÿ ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêîé

äåôîðìàöèè [8]:
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Çäåñü N – ÷èñëî äèñëîêàöèé â åäèíèöå îáúåìà; À – “ïðîáåãàåìàÿ” èìè

ïëîùàäü; b – ìîäóëü âåêòîðà Áþðãåðñà; � 0 – ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà,

çàâèñÿùàÿ îò ïðèðîäû ïðåïÿòñòâèÿ è ñïîñîáà åãî ïðåîäîëåíèÿ; �g – èçìå-

íåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ñâÿçàííîå ñ ëîêàëüíûìè àòîìíûìè ñìåùåíèÿìè

ïðè àêòèâàöèè (ýêâèâàëåíòíî ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãåëüìãîëüöà); � ýô – ýôôåê-

òèâíîå íàïðÿæåíèå, çàâèñÿùåå îò òåìïåðàòóðû, � � � �ýô � � (� – ïðèëîæåí-

íîå íàïðÿæåíèå; � � – àòåðìè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèÿ); V * – àêòèâà-

öèîííûé îáúåì, V lb R* � � , ãäå l – äëèíà îòðåçêà äèñëîêàöèè; �R – àêòè-

âàöèîííîå ðàññòîÿíèå. Ñîîòâåòñòâåííî � ýôV * – ðàáîòà, âûïîëíåííàÿ ýôôåê-

òèâíûì íàïðÿæåíèåì. Ïðè íóëåâîì ýôôåêòèâíîì íàïðÿæåíèè âåëè÷èíà �g

ðàâíà ïîëíîé ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ, ò.å. ñâî-

áîäíîé ýíåðãèè àêòèâàöèè ïðåïÿòñòâèÿ.

Ðèñ. 2. Äèàãðàììà-ñõåìà ê îïðåäåëåíèþ èñòèííûõ íàïðÿæåíèé è óñëîâíûõ ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé ïðè êðó÷åíèè.
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Çåãåð [9, 10], âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì (3), ïîëó÷èë âûðàæåíèå äëÿ

íàïðÿæåíèÿ â ôóíêöèè îò òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ:
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ãäå ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãåëüìãîëüöà �g çàïèñàíà ñîãëàñíî âûðàæåíèþ òåðìî-

äèíàìèêè � �g U T S� �0 .

Íîâàÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ èñòèííûõ íàïðÿæåíèé ïðè êðó÷åíèè.

Ïîïûòàåìñÿ ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå Aððåíèóñà (3) òàê, êàê ýòî äåëàë Çåãåð

(4), òîëüêî ÷òîáû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âìåñòî ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ

áûëà áû äåôîðìàöèÿ.

Îáû÷íî ìåõàíè÷åñêèå èñïûòàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

äâèæåíèÿ øòîêà, è, íà÷èíàÿ ñ ïðåäåëà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñêîðîñòü äåôîð-

ìèðîâàíèÿ îáðàçöà �� â äåéñòâèòåëüíîñòè âñå âðåìÿ èçìåíÿåòñÿ è ìû íå

ìîæåì ñòðîãî ãîâîðèòü î êîíêðåòíîé ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ëþáîì

âèäå èñïûòàíèé, áóäü òî ðàñòÿæåíèå, ñæàòèå, êðó÷åíèå è ò.ä. Èçìåíÿåòñÿ ïðè

ýòîì íå òîëüêî ñêîðîñòü äåôîðìèðîâàíèÿ, íî è ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ íàãðóçêè

(íàïðÿæåíèÿ). Âñå æå äîâîëüíî ÷àñòî èñïûòàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ íàðàñòàíèÿ íàãðóçêè. Ðàíüøå äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä íàëè-

âàíèÿ âîäû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ â ðåçåðâóàð, ñîåäèíåííûé ñ îáðàçöîì

÷åðåç ðû÷àãè è òÿãè. Ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ êîìïüþòåðèçèðîâàííûõ èñïûòà-

òåëüíûõ ìàøèí ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðîãðàììíî: ìàøèíà ñàìà îòñëåæèâàåò

ïîñòîÿííûé ïðèðîñò íàïðÿæåíèÿ ïðè èñïûòàíèÿõ. Ðàíåå [11] ýêñïåðèìåíòû

ïðîâîäèëèñü íà ñåðâîãèäðàâëè÷åñêîé èñïûòàòåëüíîé ìàøèíå Instron 8500.

Â äàííîé ðàáîòå ýêñïåðèìåíòû íà êðó÷åíèå âûïîëíÿëèñü íà êîìïüþòå-

ðèçèðîâàííîé ìàøèíå äëÿ êðó÷åíèÿ ÒÒÌ-200, ñîçäàííîé â ÑÊÒÁ Èíñòèòóòà

ïðîáëåì ïðî÷íîñòè èì. Ã. Ñ. Ïèñàðåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû, ñ ïîñòîÿííîé ñêî-

ðîñòüþ âðàùåíèÿ çàõâàòà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü êðó-

÷åíèÿ îáðàçöîâ íà ýòîé ìàøèíå ñ ïîñòîÿííûì ïðèðîñòîì êðóòÿùåãî ìîìåíòà.

Îòìåòèì, ÷òî âèä êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ðàçíûõ ñïîñîáàõ íàðàñòàíèÿ

íàãðóçêè ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèòñÿ, ðàçâå ÷òî íå óäàñòñÿ çàðåãèñòðèðîâàòü

ïàäåíèå íàãðóçêè ïðè øåéêîîáðàçîâàíèè íà ðàñòÿæåíèå â ñëó÷àå èñïîëü-

çîâàíèÿ ìàøèíû â ðåæèìå ñ ïîñòîÿííûì ïðèðîñòîì íàãðóçêè.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Àððåíèóñà (3) äëÿ ñëó÷àÿ ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé

â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå, ïðèíÿâ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè ïîñòî-

ÿííûìè:
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Â ñëó÷àå åñëè íàãðóçêà èëè êðóòÿùèé ìîìåíò ïðè èñïûòàíèÿõ íàðàñ-

òàþò ëèíåéíî îò âðåìåíè, òî ïðîèçâîäíàÿ íàïðÿæåíèÿ îò âðåìåíè – êîíñòàí-

òà, è ìîæíî ðàçäåëèòü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) íà ��:
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Âûðàçèì � ýô ÷åðåç ïðèëîæåííîå íàïðÿæåíèå �, êàê îòìå÷àëîñü âûøå,

� � � �ýô � � , è ïðîëîãàðèôìèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6):

ln ln
�

.

* *

C
B g

kT

V

kT

V

kT
� � � �

�

� ���
(7)

Îáîçíà÷èì ïîñòîÿííûå ln
�

ln

*
B g

kT

V

kT
C

�

� �
� � � �

�
const 0 è ïðîïîòåíöè-

ðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè:

Ñ
d

d
C

V

kT
� �

�

�
�
�

�

�
	
	

�

�

�
0 exp .

*

(8)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè � � �� � � �0 0 0 0C C . Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó-

÷èì

�
�

�
�

�
�
�

�

�
	
	

kT

V
C

V

kT*

*

exp0 (9)

è îïÿòü ïðîëîãàðèôìèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè:

ln( ) ln .
*

*

�
�

�
�

�
�

�

�
	�

kT

V
C

V

kT0 (10)

Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �:

� �� �
�

�
�

�

�
	kT

V

kT

V

kT

V
C

* * *
ln( ) ln .0 (11)

Îáîçíà÷èì kT V * � � 0 . Òîãäà

kT

V
C

* 0 0
0

0
0� ��

�

�
� è V kT* � � 0 . (12)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì

� � � � �� �0 0 0ln( ) ln( ). (13)

Èòàê, çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò äåôîðìàöèè èìååò âèä

� �
�

�
�

�

�
��

�

�
		0

0

ln . (14)
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Àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî óðàâíåíèþ (13) ñ ïîìî-

ùüþ ïðîãðàììû Excel ïîêàçàíà íà ðèñ. 2 (êðèâàÿ 1). Ïîëó÷åí ëîãàðèôìè-

÷åñêèé çàêîí y x� �56 345 389 88, ln( ) , . Ïðè ýòîì ñâîáîäíûé ÷ëåí 389,88 ðàâåí

íàïðÿæåíèþ â ñëó÷àå åñëè äåôîðìàöèÿ � �1; � 0 – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëîãà-

ðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ñ îñüþ 0Õ, à òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé â òî÷êå

(� 0 0, ) ðàâåí Ñ 0 . Êàñàòåëüíàÿ ê ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè â òî÷êå ñ îðäè-

íàòîé � 0 ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèàãðàììó

íàãðóæåíèÿ äî ïðåäåëà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ò.å. çàêîí Ãóêà. Ïîýòîìó ìîæíî

� 0 îáîçíà÷èòü � ï (íàïðÿæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëó ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè).

Äëÿ ìàòåðèàëîâ (íàïðèìåð, ñåãíåòîýëàñòèêè [11]), íå èìåþùèõ ëèíåéíî-

ãî ó÷àñòêà (çàêîíà Ãóêà), íà÷àëî êîîðäèíàò óäîáíî ïåðåíåñòè â òî÷êó (� 0 0, ),

ò.å. îñü îðäèíàò áóäåò � * . Óðàâíåíèå äëÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ çàïèøåì â âèäå

� �
� �

�
�

�

�
* ln ln .�

��

�
��

�

�
		� �

�

�
��

�

�
		0

0

0
0

0

1 (15)

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò èíòåðåñíîå ñâîéñòâî: äëèíà îòðåçêà ÀÂ

(ðèñ. 2) íå çàâèñèò îò òî÷êè êàñàíèÿ êàñàòåëüíîé è îñòàåòñÿ âñå âðåìÿ

îäèíàêîâîé è ðàâíîé � ï . Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ íàïðÿæåíèÿ ïî äåôîð-

ìàöèè áóäåò

� ,� �
�

� �

�

�
� �ï

ï0

0

1
(16)

äëèíà îòðåçêà ÀÂ ðàâíà

AB � � � �� �
�

�
� �0

ï , (17)

ò.å. îíà íå çàâèñèò îò �.

Ïîäñòàâèì òî÷êó ïðåäåëà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè � �� ï â óðàâíåíèå (14):

� � � �ï ï ï� ln( ),0 îòêóäà èìååì � �ï 0 �å , ãäå å – îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî

ëîãàðèôìà. Ñëåäîâàòåëüíî, � �ï �å 0 , � �0 � ï å. Òîãäà óðàâíåíèå (14) çàïè-

øåì â âèäå

� �
�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
		� �

�

�
��

�

�
		ï

ï
ï

ï

ln ln .
e

1 (18)

Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ â óðàâíåíèå (18) âõîäÿò òîëüêî

óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà: ïðåäåë ïðîïîðöèîíàëüíîñòè � ï è ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ åìó äåôîðìàöèÿ � ï . Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå çàêîí Ãóêà íå

îïèñûâàåò íà÷àëî êðèâîé äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè íàëè÷èè ïðåäâàðèòåëüíîé

äåôîðìàöèè. Ýòî õîðîøî âèäíî èç ðèñ. 3, ãäå ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû öèêëè-

÷åñêèõ èñïûòàíèé ìàòåðèàëà íà êðó÷åíèå ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ êðóòÿùèì

ìîìåíòîì è ñîîòâåòñòâåííî íàïðÿæåíèåì êðó÷åíèÿ. Ïîñëå öèêëà 1 èìååòñÿ

îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ, ò.å. ïðåäâàðèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ � ïð äëÿ öèêëà 2.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ êðèâàÿ 3 ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé äëÿ ïåðâîãî öèêëà (êðè-
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âàÿ 1) è äëÿ ñóììàðíîé êðèâîé (öèêëû 1 è 2). Ïðè ýòîì çàêîí Ãóêà äëÿ öèêëà

2 íå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ëîãàðèôìè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè, à óðàâíåíèå

(16) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

� � � �� �ï ïk ln( ). (19)

Òàêîãî âèäà ôîðìóëà, êàê ýìïèðè÷åñêàÿ, áûëà ïðåäëîæåíà [6] äëÿ îïèñà-

íèÿ êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ èñòèííîãî ðàçðóøàþùåãî

íàïðÿæåíèÿ ïðè êðó÷åíèè. Ïðèíÿâ äîñòàòî÷íî ãðóáûå äîïóùåíèÿ î òîì, ÷òî

ìàòåðèàë ïîñëå ïðåäåëà òåêó÷åñòè àáñîëþòíî ïëàñòè÷íûé, ò.å. � �� �ï const,

è ÷òî � ��10 ï , áûëà ïîëó÷åíà [6] ñëîæíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà èñòèííîãî

íàïðÿæåíèÿ ïðè êðó÷åíèè â ìîìåíò ðàçðóøåíèÿ:

t

M

R
ð

ð

ð

ð

, ln( )

ln( )
.�

�

�

4 5

3 1

3�
� � �

� �

ï ï

ï

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ ïîÿâëåíèåì ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ è êîìïüþòå-

ðèçèðîâàííûõ èñïûòàòåëüíûõ ìàøèí îïðåäåëåíèå èñòèííûõ íàïðÿæåíèé ïðè

êðó÷åíèè ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïðîñòûì. Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî �
�

� �
T

W

T

Dp

16
3

, ãäå

W p – ïîëÿðíûé ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ, è � ��
D

L2
, óðàâíåíèå (1) çàïèøåì

÷åðåç íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè:

t
d

d
� �

�

�
��

�

�
		

3

4

1

4
� �

�

�
(20)

(� – óñëîâíîå íàïðÿæåíèå êðó÷åíèÿ).

Ðèñ. 3. Ðåçóëüòàòû öèêëè÷åñêèõ èñïûòàíèé ìàòåðèàëà íà êðó÷åíèå ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ

íàïðÿæåíèåì êðó÷åíèÿ.
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Âòîðîé ÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå äåôîðìàöèè íà

ïðîèçâîäíóþ íàïðÿæåíèÿ ïî äåôîðìàöèè. Ïî óðàâíåíèþ (16) óñòàíîâëåíî,

÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå â ñëó÷àå åñëè êðèâàÿ íàãðóæåíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ëîãàðèô-

ìè÷åñêîìó çàêîíó, ðàâíî îòðåçêó ÀÂ (ðèñ. 2) è íå çàâèñèò îò äåôîðìàöèè.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (19) è ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â

(20), ïîëó÷èì

t k k� � � �
3

4

1

4

1 3

4

1

4
� �

�
� . (21)

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû Excel âûðàæà-

åòñÿ â âèäå � �� �k bln (ðèñ. 2). Òîãäà óðàâíåíèå (21) çàïèøåì òàê:

t k b k� � �
3

4

1

4
( ln ) .� (22)

Çíàÿ óðàâíåíèå àïïðîêñèìàöèè óñëîâíûõ íàïðÿæåíèé � �� �k bln , ëåãêî

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ èñòèííûõ íàïðÿæåíèé ïî ôîðìóëå (22). Êðèâàÿ

èñòèííûõ íàïðÿæåíèé ïðè êðó÷åíèè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (22), ïîêàçàíà

íà ðèñ. 2 êðèâîé 3.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ

(19) ñ óðàâíåíèåì (2), ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ êðèâàÿ ôàêòè-

÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèåé ê ýêñïîíåíöèàëüíîé. Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî

ýòè êðèâûå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû âòîðîãî êâàäðàíòà. Â

îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûå ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû è îäèíàêîâî îïèñûâàþò

êðèâûå äåôîðìèðîâàíèÿ. Ê íåäîñòàòêàì ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè ìîæíî

îòíåñòè ñòðåìëåíèå åå ê ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòå, ÷òî, î÷åâèäíî, íå íàáëþ-

äàåòñÿ íà ðåàëüíûõ êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ.

Åñëè îáùàÿ äåôîðìàöèÿ íå î÷åíü áîëüøàÿ, ò.å. � ��10 ï , è óïðóãîé

äåôîðìàöèåé ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ, ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ îòäåëåíèå ïëàñòè-

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ôóíêöèé y x� ln( ) è y x�� �exp( ).
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÷åñêîé äåôîðìàöèè îò îáùåé. Èç óðàâíåíèÿ (16) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ

îáùåé äåôîðìàöèè:

� �
�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�
��

�

�
		� �

�

�
��

�

�
		�

�

�
��

�

�ï
ï ï ï ï

ln ln exp
e e 		� � �

�

�
��

�

�
		

e�

�
� �

�

�ï
ï

ï

1

e
exp .

Ñ ïîìîùüþ çàêîíà Ãóêà íàéäåì óïðóãóþ äåôîðìàöèþ:

�
�

�
� � �

�

�óïð
ï

ï
óïð óïð

ï

ï

� � � ,

à ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ áóäåò ïîëó÷åíà ðàçíèöåé ìåæäó îáùåé è óïðó-

ãîé:

�

�
�

�
�

�

�

�
�

�
� �

�

�
�

�

�ïë

ï
ï ï

ï

ï
ï

ïë
ï

ï
ï

ï

� � � � � � �

exp exp

ln( )
å å

� �1

� �
�

�
��

�

�
		� � � �

�

�
��

�

�
		�ln ln ln(� �

�

�

�

�
� �

�

�ïë
ï

ï ï
ïë

ï

ï

1 �
�

�ï
ï

) � �

� � �
�

�
��

�

�
		1 ln .

�

�

�

�
ïë

ï ï
(23)

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (23) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæå-

íèåì è äåôîðìàöèåé â íåÿâíîé ôîðìå. Ïðè � � �ï ï� � �0 , ò.å. âûïîëíÿþòñÿ

êðàåâûå óñëîâèÿ. Êðèâàÿ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïîêàçàíà íà ðèñ. 2 êðè-

âîé 2. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòà êðèâàÿ òàêæå õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ëîãà-

ðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé, åå óðàâíåíèå áóäåò ó x� �36 474 325 49, ln( ) , (ðèñ. 2).

Îïðåäåëåíèå óñëîâíûõ è èñòèííûõ äåôîðìàöèé ïðè êðó÷åíèè. Íå-

ñìîòðÿ íà øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ “äåôîðìàöèÿ ñäâèãà ïðè êðó÷å-

íèè”, â ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ íåò îäíîçíà÷íîãî åãî òîëêîâàíèÿ. Â íåêî-

òîðûõ ðàáîòàõ [12], â ÃÎÑÒ 3565-80 íà êðó÷åíèå [13] äàíî îïðåäåëåíèå, ÷òî

ýòî óãîë, íà êîòîðûé èçìåíÿþòñÿ ïðÿìûå óãëû ïàðàëëåëåïèïåäà. Àâòîðû

ðàáîò [5, 6, 14, 15] îïðåäåëÿþò äåôîðìàöèþ êàê òàíãåíñ ýòîãî óãëà. Ïðè

ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ òàêîå ðàçíî÷òåíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëî, òàê êàê tg( )� �� ,

à ïðè ñðåäíèõ è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ arctg( ),� ÿâëÿÿñü îãðàíè÷åííîé ôóíê-

öèåé, ñòðåìèòñÿ ê � 2, ò.å. îïðåäåëåíèå äåôîðìàöèè ñäâèãà óãëîì ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ íåðàöèîíàëüíûì. Ïî-ñóùåñòâó, èçìåðÿÿ äåôîðìàöèþ ñäâèãà óãëîì,

íåëüçÿ ïîëó÷èòü çíà÷åíèå áîëüøå 1,57, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìíîãî÷èñëåííûì

äàííûì, ïîëó÷åííûì ïðè èñïûòàíèÿõ íà êðó÷åíèå, ãäå óñëîâíûå äåôîðìàöèè

� ìîãóò áûòü áîëüøå 10. Èñõîäÿ èç èçëîæåííîãî ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ

äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ, ñîäåðæàùóþ arctg, â ÃÎÑÒ 3565-80 [13] ñëåäóåò

ñ÷èòàòü íåïðàâèëüíîé è ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ôîðìóëîé áåç arctg âî âñåì

äèàïàçîíå äåôîðìàöèé:
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�
�

�
D

l2
, (24)

ãäå l – äëèíà ðàáî÷åé ÷àñòè îáðàçöà.

Ñîîòíîøåíèå Íàäàè [5] ìåæäó óäëèíåíèåì è ñäâèãîì ïðè êðó÷åíèè

òàêæå íå îáùåïðèçíàííî:

�
�

� �� � � � �1
2

4 12( ) . (25)

Â. Ã. Îñèïîâ [15], îøèáî÷íî ïðèíÿâ äåôîðìàöèþ ïðè êðó÷åíèè çà ïðîñ-

òîé ñäâèã, ïîëó÷èë áîëåå ïðîñòóþ ôîðìóëó:

�
�

�
2

. (26)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè äåôîðìàöèÿ ïðè êðó÷åíèè ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì ñäâèãîì

[5, 14]. Â ðåçóëüòàòå ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ ðàñõîæäåíèå ìåæäó ôîðìóëà-

ìè (25) è (26) î÷åíü ñóùåñòâåííîå (ðèñ. 5,à). Èç ðèñ. 5,à âèäíî, ÷òî êðèâàÿ 1

(ïî Íàäàè) ïðîõîäèò çíà÷èòåëüíî âûøå êðèâîé 4 (ïî Îñèïîâó).

Íå óãëóáëÿÿñü â ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðîâ è

äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, ìîæíî ëåãêî óâèäåòü íåïðàâîìåð-

íîñòü (26), îïðåäåëèâ â êà÷åñòâå ãðóáîãî ïðèáëèæåíèÿ ê âûâîäó ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó � è � óäëèíåíèå îáðàçóþùåé öèëèíäðà ïðè êðó÷åíèè.

Ðèñ. 5. Ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óäëèíåíèåì è ñäâèãîì ïðè êðó÷åíèè: 1 – ñîîòíîøåíèå

Íàäàè, 1
2

4 12� � � �
�

� �( ) ; 2 – óäëèíåíèå îáðàçóþùåé OA (ðèñ. 5,á), 1 12� �� ; 3 –

ïðîìåæóòî÷íàÿ ôîðìóëà Îñèïîâà, 1 12� � �� � ; 4 – ñîîòíîøåíèå Îñèïîâà, � 2, – à è ê

îïðåäåëåíèþ óäëèíåíèÿ îáðàçóþùåé öèëèíäðà ïðè êðó÷åíèè – á.

á

à
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Ðàññìîòðèì öèëèíäð åäèíè÷íîé âûñîòû ñ îáðàçóþùåé ÎÀ (ðèñ. 5,á). Ïðè

êðó÷åíèè ýòà îáðàçóþùàÿ ïåðåéäåò â ïîëîæåíèå ÎÂ, à êâàäðàò ñ äèàãîíàëüþ

ÎÀ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ðîìá ñ äèàãîíàëüþ ÎÂ (íà ðèñ. 5,á îòìå÷åíî ïóíê-

òèðîì), ÷òî è ïðîèñõîäèò ïðè ÷èñòîì ñäâèãå. Ïðè ýòîì � áóäåò ðàâíà ÀÂ ñ

ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÎÀ�1. Òîãäà � áóäåò

�
�

�� �
�

�
� �

�
� �

� � �
�l

l

OB OA

OA

OA AB OA

OA

( )
.

2 2 2 2
2

1 1

1
1 1 (27)

Çàâèñèìîñòü � îò �, îöåíåííàÿ êàê óäëèíåíèå îáðàçóþùåé ïî ôîðìóëå

(27), ïîêàçàíà íà ðèñ. 5,à êðèâîé 2. Õîðîøî âèäíî, ÷òî êðèâàÿ 2 ïðè áîëüøèõ

äåôîðìàöèÿõ ñòðåìèòñÿ ê êðèâîé 1. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü ñîîòíî-

øåíèÿ Íàäàè, òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî äåôîðìàöèÿ óäëèíåíèÿ ïðè êðó÷åíèè íå

ìîæåò áûòü ìåíüøå (êðèâàÿ 4), ÷åì óäëèíåíèå îáðàçóþùåé. Ðàçóìååòñÿ, ïðè

ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ (� �0 5, ) ðàçíèöà ìåæäó êðèâûìè 1 è 4 íåçíà÷èòåëüíà, è

ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ êàê ôîðìóëîé Íàäàè, òàê è óïðîùåííûì ñîîòíîøåíèåì

Îñèïîâà (ðèñ. 5,à). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñðåäíèõ è áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ

( , )� �0 5 îöåíî÷íî ìîæíî ïðèíÿòü � ��0 7, .

à

á

Ðèñ. 6. Êðèâûå êðó÷åíèÿ ñòàëè 20 â óñëîâíûõ (à) è èñòèííûõ (á) êîîðäèíàòàõ.
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Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ êðèâóþ äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè êðó÷åíèè ñòàëè 20 â

óñëîâíûõ êîîðäèíàòàõ (ðèñ. 6,à), ïîñëå åå àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ ëîãàðèô-

ìè÷åñêîãî çàêîíà è èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ôîðìóëû (19) îïðåäåëÿþòñÿ

èñòèííûå íàïðÿæåíèÿ. Äåôîðìàöèÿ ñäâèãà � ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî âûðàæåíèþ

(24) âî âñåì äèàïàçîíå äåôîðìàöèé. Óñëîâíàÿ äåôîðìàöèÿ óäëèíåíèÿ � âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (25), à èñòèííàÿ äåôîðìàöèÿ áóäåò e� �ln( ).1 � Êðèâàÿ

êðó÷åíèÿ ñòàëè 20 â èñòèííûõ êîîðäèíàòàõ (ðèñ. 6,á) ìîæåò áûòü èñïîëüçî-

âàíà äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè äåôîðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ.

Ð å ç þ ì å

Íà îñíîâ³ ð³âíÿííÿ òèïó Àððåí³óñà äëÿ øâèäêîñò³ ïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿

çàïðîïîíîâàíî ëîãàðèôì³÷íèé çàêîí çâ’ÿçêó íàïðóæåííÿ ç äåôîðìàö³ºþ. Çàêîí

âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ çíà÷íîãî ñïðîùåííÿ âèçíà÷åííÿ ³ñòèííèõ íàïðóæåíü

òåêó÷îñò³ ïðè êðó÷åíí³. Ñèñòåìàòèçîâàíî óÿâëåííÿ ùîäî âèçíà÷åííÿ óìîâ-

íèõ ³ ³ñòèííèõ äåôîðìàö³é ïðè êðó÷åíí³.
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