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ТЕПЛО- І МАСООБМІННІ ПРОЦЕСИ ТА АПАРАТИ, ТЕОРІЯ ТА ПРАКТИКА СУШІННЯ

Введение
В последние годы появился широкий спектр микро-

устройств с криволинейной геометрией. Криволинейная 
геометрия каналов часто используется в биотехнологи-
ях и других технических устройствах для грануляции, 
сепарации и смешивания микрочастиц [1,2]. Большое 
количество этих устройств основано на концепции об-
разования продольных вихрей под влиянием центро-
бежных сил, что позволяет обеспечить высокую про-
пускную способность и эффективность процесса. Для 
прогнозирования протекания этих процессов возникают 
проблемы, связанные с вопросами исследования гид- 
родинамической неустойчивости течения. При этом не-
обходимо оценивать значения критериев возникнове- 
ния неустойчивости. 

Существует много работ по гидродинамической не-
устойчивости в микроканалах при течении чистой сре-
ды. Вопросы центробежной неустойчивости потока в 
криволинейных каналах отображены в работах  [3, 4], 
вопросы неустойчивости потоков Дина – в работах [3, 
5]. Было показано влияние различных параметров на 

критическое значение чисел Тейлора и Дина. В работе 
[6] разработана новая модель термокапиллярной не-
устойчивости в тонкой плёнке на основе модифициро-
ванного уравнения Орра-Зоммерфельда.

Влияние пористости среды на процессы неустой- 
чивости ламинарного течения в пористом плоском ка-
нале изучалась в работе [7], в гиперпористой среде – в 
работе [8]. Была проанализирована зависимость кри-
тического числа Рейнольдса от различных параметров 
среды. Методом ренормгрупповой (RNG) модели ис-
следовано возникновение турбулентности в пористой 
среде [9]. В работах [10, 11] рассматривается характер 
течения и неустойчивости в пористых криволинейных 
каналах. Получено решение для профиля скорости и 
критического числа Дина в зависимости от геометрии 
канала и пористости среды.   

Цель данной работы – получение критериев не-
устойчивости для течения Дина в криволинейном по-
ристом микроканале как функции коэффициента про-
скальзывания, проницаемости и отношения между 
радиусами вогнутых и выпуклых стенок.
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Досліджено нестійкість течії із про- 

ковзуванням у криволінійному мікрока- 
налі, сформованому двома нерухомими 
концентричними поверхнями. Викорис- 
тано метод колокацій для знаходження 
критичних значень чисел Діна та хви-
льових чисел, які визначають критерії 
нестійкості для потоку. Отримано залеж- 
ності критичних значень чисел Діна від 
ширини каналу, коефіцієнта проковзу-
вання і проникності.

Исследована неустойчивость тече- 
ния с проскальзыванием в криволиней- 
ном пористом микроканале, сформиро-
ванном двумя неподвижными концен-
трическими поверхностями. Использо-
ван метод коллокаций для нахождения 
критических значений чисел Дина и 
волновых чисел, которые определяют 
критерии неустойчивости для потока. 
Получены зависимости критических зна- 
чений чисел Дина от ширины канала, 
коэффициента проскальзывания и про-
ницаемости.

The instability of slipping flow in a 
curvilinear porous microchannel formed 
by two stationary concentric surfaces 
is investigated. The collocation method 
was used for calculation of critical Dean 
numbers and wave numbers, which define 
criteria of instability. Dependences for 
critical values of Dean numbers from 
the channel width, slipping factor and 
permeability are obtained. 

Библ. 11, рис. 2, табл. 1.
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K – проницаемость;
L – длина свободного пробега молекул;
p – давление;
pA – амплитуда давления;
R1 – радиус выпуклой стенки;
R2 – радиус вогнутой стенки;
r, φ, z – цилиндрические координаты;
t – время;
um – средняя скорость;

u0, p0 – скорость и давление основного потока;
uA, vA, wA – амплитуды возмущений скоростей;
w, v, u – компоненты скорости;
β – коэффициент нарастания возмущений;
γ – волновое число;
η – ширина зазора между цилиндрическими поверхно-
стями;
ν – кинематическая вязкость;
ρ – плотность.
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Математическая модель и решение  
для невозмущённого потока

Исследуется устойчивость ламинарного течения в 
криволинейном микроканале, образованном двумя не-
подвижными цилиндрами (течение Дина). Канал запол-
нен пористой средой с однородной проницаемостью. 
Движение потока обеспечивается азимутальным гради-
ентом давления.

Гидродинамика потока в таком микроканале описы-
вается следующими уравнениями, которые выражаются 
в цилиндрических координатах:

,               (1)

,

                     (2)

,  (3)

,                (4)

где "волна" указывает на то, что параметр размерный. 
Уравнения (1) – (3) содержат член, учитывающий ли-
нейное сопротивление Дарси пористой среды. Для ис-
следования неустойчивости необходимо получить про-
филь скорости основного потока. Для течения Дина эти 
профили получены из азимутальной проекции уравне-
ния импульса. Поскольку поток не зависит от азиму-
тальной координаты φ, все инерционные члены равны 
нулю. Профиль скорости также не зависит от продоль-
ной координаты z, т.к. поток гидродинамически полно-
стью развит.

.             (5)

Течение проходит вдоль азимутальной координаты 
φ. Азимутальный градиент давления не зависит от ради-
альной координаты и является постоянной величиной. 
Уравнение в безразмерной форме принимает вид:

,               (6)

где  – безразмерные параметры;

 –  число Дарси.

Уравнение для потока в криволинейном микрока- 
нале решается при следующих граничных условиях:

, где ϑ  – коэффициент вязкостного

проскальзывания.  

 при r = η,                 (7)

 при r = 1,               (8)

где .

Уравнение (6) с граничными условиями (7), (8) ре-
шается методом изменения параметров.

В результате невозмущённый профиль скорости для 
основного потока имеет вид:

,                (9)

где – С1, С2 – константы интегрирования; I1, K1 – моди-
фицированные функции Бесселя.

Анализ линейной неустойчивости
Центробежная неустойчивость исследована на ос-

нове метода малых (линейных) возмущений. На основ-
ное течение накладываем возмущения так, что суммар-
ные величины выглядят таким образом:

,           (10)

,             (11)

,             (12)

,            (13)

Подставляя уравнения (10) – (13) в уравнения (1) – 
(4), лианизируя и устраняя амплитуды wA и pA при β = 0,  
получим следующие уравнения для азимутальных и ра-
диальных амплитуд:
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,            (14)

,   (15)

где ,               (16)

,         (17)

, 

 ,                              (18)

где De – число Дина; u0, um – безразмерные скорость 
основного потока и средняя скорость; γ – безразмерное 
волновое число.

Критерий гидродинамической неустойчивости, ко-
торый приводит к развитию вторичных вихрей, полу-
чается путём решения задачи на собственные значения 
уравнений (14), (15) при следующих граничных  усло-
виях:

uA = σ(DuA  – uA /η) при x = -1/2;             (19)

uA = σ(DuA  – uA) при x = 1/2.              (20)

В результате критическое число Дина задаётся сле-
дующим уравнением:

.              (21)

Численные решения и анализ  
полученных результатов

Уравнения (14) – (15) с граничными условиями  
(19) – (20) решались методом коллокаций с пробными 
функциями:

; .           (22)

; .          (23)

где Tj(y) – полиномы Чебышева первого рода. Результа-
ты расчётов критических чисел Дина представлены в 
табл.1 Та
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На рисунке 1 показана зависимость критического 
числа Дина от ширины канала при различных значениях 
проницаемости среды.

С ростом σ значение числа Decr увеличивается, что 
связано с увеличением степени заполненности профиля 
невозмущённой скорости. Этот эффект аналогичен вли-
янию профиля скорости основного потока на неустой-
чивость, описываемую модифицированным уравнени-
ем Орра-Зоммерфельда. Это тенденция наблюдается 
при всех значениях параметра Da. Также из рисунка 1а 
видно, что при течении чистой жидкости (Da→∞) за- 
висимость критического числа Дина имеет минимум 
приблизительно при η = 0,5. Для граничных условий  
без скольжения (σ = 0) этот минимум не наблюдается. 
Наличие минимумов обусловлено тем, что с уменьше-
нием размера канала при наличии условий проскаль-
зывания развитие гидродинамической неустойчивости 
становится более сложным. Уменьшение проницаемо-
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Рис. 1. Зависимость критического числа Дина от параметра η при: а) Da→∞; б) Da = 0,01; в) Da = 0,001. 

б)

сти приводит к стабилизации потока лишь при малых  
η. С уменьшением ширины криволинейного канала  
влияние проскальзывания не наблюдается и миниму- 
мов зависимости чисел Decr нет.

На рисунке 2 показана зависимость критического 
числа Дина от σ и проницаемости среды при различных 
значениях η. Как обсуждалось выше, увеличение ши-
рины канала (уменьшение η)  и уменьшение проница-
емости (уменьшение Da) приводит к увеличению кри-
тического числа Дина, что указывает на стабилизацию 
потока при гидродинамической неустойчивости. Влия-
ние проницаемости усиливается с увеличением шири-
ны канала. При η = 0,95 проницаемость практически не 
влияет на центробежную неустойчивость ( рис.2а). Этот 
результат следует из уравнений (14) – (15), т.к. члены, 
содержащие параметр Da выпадают из уравнений при 
η = 1. Критические волновые числа также возрастают с 
увеличением ширины зазора канала и пористости сре-
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ды, т. е. с уменьшением значений параметров η и Da 
трансверсальный масштаб продольных вихрей умень-
шается. 

Выводы
Исследована гидродинамическая неустойчивость 

потока с проскальзыванием в криволинейном пористом 
микроканале между двумя неподвижными концентри- 
ческими цилиндрами. Получены невозмущенные про-
фили скорости для потока с проскальзыванием. Пробле-
ма линейной неустойчивости решена численно, исполь-
зуя метод коллокаций. 

Расчёты показали, что увеличение коэффициента 
проскальзывания, пористости среды и ширины канала 
приводит к увеличению заполненности профиля скоро-
сти невозмущенного потока (профиль становится более 
плоским). Это, в свою очередь, приводит к увеличению 
критических значений числа Дина и критической длины 

волны возмущения, которые определяют критерии не-
устойчивости для потока. Также показано, что для σ > 0  
зависимости критического числа Дина от параметра η 
имеют минимум, наблюдающийся при η = 0,5. С умень-
шением ширины канала и проницаемости этот эффект 
нивелируется.
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The hydrodynamic instability of flow with slippage in 

a curvilinear porous microchannel between two stationary 
concentric cylinders is investigated. Unperturbed velocity 
profiles for a flow with slip are obtained. The problem of 
linear instability is solved numerically, using the collocation 
method. 

Calculations showed that an increase in the coefficient 
of slippage, the porosity of the medium and the width of 
the channel leads to an increase in the occupancy of the 
velocity profile of the undisturbed flow (the profile becomes 
more flat). This, in turn, leads to an increase in the critical 
values of Dean number and the critical wave length of the 
perturbation, which determine the instability criteria for the 
flow. It is also shown that for σ> 0 the dependences of the 
critical Dean number on the parameter η have a minimum 
observed at η = 0.5. With decrease in channel width and 
permeability, this effect is leveled.
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Key worlds: instability of flow, permeability, critical Dean 
number.
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