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Введение
Значний інтерес до результатів дослідження 

теплообміну в градієнтних потоках визначається ши-
роким розповсюдженням каналів змінного перетину в 
техніці. Вплив градієнта тиску на теплообмін в турбу-
лентному пограничному шарі постійно досліджується 
при створенні та удосконаленні теплообмінного облад-
нання для енергетики, аерокосмічної техніки, хімічної 
промисловості та в біологічних системах [1-5].

В роботах [1,2] розглядаються проблеми, що 
пов’язані з розробкою та удосконаленням ефективних 
однофазних теплообмінних апаратів. Розглядаються 
властивості теплового пограничного шару на поверхні, 
що обігрівається. Досліджується вплив градієнту ти-

ску, температурної неоднорідності і проникненності 
поверхні на теплообмін в турбулентному погранич-
ному шарі. Показано зв'язок енергоефективності і 
компактності теплообмінних апаратів з інтенсифікацією 
процесів теплообміну.

Робота [3] присвячена розвитку теорії та методів 
моделювання градієнтних течій в робочому просторі 
твердопаливних ракетних двигунів. Представлено ре-
зультати досліджень внутрішніх турбулентних течій на 
основі сучасних технологій моделювання. Вивчаються 
особливості спряженого теплообміну в  каналах, що 
обертаються.

Для обґрунтування вибору та оптимізації теплово-
го захисту і визначення теплових режимів конструкцій 
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Представлено математичну модель 
та надано рішення задачі теплообміну 
в турбулентному пограничному шарі зі 
зміною тиску в напрямку течії. Отрима-
но залежності профілю температури та 
коефіцієнта тепловіддачі від параметрів 
потоку. 

Представлена математическая мо-
дель и дано решение задачи теплообме-
на в турбулентном пограничном слое с 
изменением давления в направлении те-
чения. Получены зависимости профиля 
температуры и коэффициента теплоот-
дачи от параметров потока.

Mathematical model is presented 
and solution to the heat transfer problem 
in turbulent boundary layer with changing 
pressure in longitudinal direction is 
described. The dependences of the 
temperature profile and heat transfer 
coefficient from the flow parameters are 
obtained.

Бібл. 16 , рис. 2.
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cf  – коефіцієнт тертя;
cp – теплоємність при постійному тиску;
K – параметр ламінаризації;
T – температура;
Rw – радіус кривизни поверхні;
L – довжина вільного пробігу;
р – тиск;
q – тепловій потік;
u, υ –  складові швидкості;
x, y – Декартові координати;
α – коефіцієнт тепловіддачі;

 – динамічна в’язкість;
δ –  товщина пограничного шару;
τ – дотичне напруження;
  – густина;

Безрозмірні параметри:
Nu – число Нуссельта;	
Pr – число Прандтля; 
Re – число Рейнольдса; 
St – число Стантона;

Індекси нижні:
Σ – ефективний параметр;
∞ – параметр на границі пограничного шару;
w – параметр на стінки.
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літальних апаратів необхідно знати теплові навантаже-
ня, що діють на їхню поверхню. В роботі [4] представлені 
результати досліджень впливу тривимірності течії, 
нерівноваги фізико-хімічних процесів, ламінарно- 
турбулентного переходу на теплообмін поверхонь 
літальних апаратів. Представлено методи рішення 
основних задач теплообміну як на основі загальних 
рівнянь Нав’є – Стокса, так і в наближенні пограничного 
шару.  Проаналізовано вплив від’ємного градієнту тиску 
на ламінарізацію турбулентного потоку, запропоновані 
поправочні коефіцієнти для розрахунку теплообміну в 
пограничному шарі. 

В роботі [6] досліджувався вплив різних факторів на 
гідродинаміку і теплообмін відривних течій в дозвуко-
вих потоках. Представлено результати чисельного та ек-
спериментального досліджень теплових характеристик 
відривних потоків, що виникають за різними перешко-
дами. Розглянуті можливості управління інтенсивністю 
теплообмінних процесів в дозвукових потоках.

Результати експериментальних досліджень тепло-
обміну при течії повітря в плоскому конфузорному 
каналі представлено в роботі [7]. Дослідження прове-
дено як в стаціонарному режимі, так і при наявності 
гармонійних коливань витрати робочого середовища. 
Встановлено ефект інтенсифікації тепловіддачі при 
наявності пульсацій потоку. Показано вплив амплітуди 
і частоти коливань витрати теплоносія на зростання 
коефіцієнта тепловіддачі.

В роботі [8] представлено результати експе-
риментальних досліджень теплообміну при течії 
повітря в конічному дифузорі з проникненням стінки, 
що обігрівається. Оцінено вплив вдуву на поверхні 
теплообміну на число Стантона. 

В роботі [9] представлені результати експеримен-
тального і чисельного дослідження впливу повздовж-
нього градієнта тиску за виступом на теплообмін в 
звужувальних і розширювальних каналах. Отримані 
залежності коефіцієнтів тепловіддачі від кутів розши-
рення і звужування каналів. Показано, що зі збільшенням 
повздовжнього градієнта тиску максимальне значення 
числа Нуссельта збільшується для звужувального кана-
лу і зменшується для розширювального каналу.

Результати дослідження нестаціонарного тепло-
обміну в градієнтному потоці повітря  представлені 
в роботі [10]. Показано комплексний вплив неста-
ціонарності і градієнта тиску на теплообмінні проце-
си. Відмічається, що наявність градієнта тиску значно 
ускладнює розрахунки теплообміну в пограничному 
шарі.

Результати чисельного та експериментально-
го досліджень стаціонарної природньої конвекції в 
області між двома коаксіальними циліндрами з малим 
співвідношенням сторін представлені в роботі  [11]. 
Відмічаються труднощі при порівнянні результатів те-
оретичних та експериментальних досліджень, що вини-
кають в результаті прийнятих граничних умов симетрії 
в математичній моделі. Представлено візуалізацію течії 
і показано необхідність повного описання тривимірного 
поля швидкостей для коректного порівняння отриманих 
результатів.

Теплообмін в зоні відриву пограничного шару при 
ламінарному і турбулентному режимах течії з довільним 
законом зміни швидкості на зовнішній межі погранич-
ного шару теоретично досліджено в роботах [12-14]. 
Отримано закономірності для розрахунку коефіцієнта 
тепловіддачі в залежності від параметрів потоку та для 
трьох різних моделей турбулентної (вихрової) в’язкості.

Математична модель
В статті розглядається задача сталої течії і 

теплообміну в турбулентному пограничному шарі з 
змінним тиском в напрямку течії. Система рівнянь 
кількості руху і енергії для турбулентного пограничного 
шару в’язкої нестисливої рідини запишеться у вигляді  
[15]

			                

						                   

де

				                                          

μΣ, λΣ – ефективні коефіцієнти в’язкості і теплопровід-
ності.
Граничні умови:

u=0, υ=0, T=Tw     при  y=0; 
u=U∞ ,T=T∞         при y=δ.

Аналітичний підхід
Вважаємо, що температура T є функцією швидкості  u. 
В цьому разі рівняння (2) записуємо наступним чином
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Видно, що вираз в квадратних скобках співпадає з 
лівою частиною рівняння (1). В результаті підстановки 
рівняння (1) отримаємо

						                  
або

						                  
						              	

Введемо ефективне число Прандтля

тоді з урахуванням  залежності (3) рівняння (5) можливо 
записати в наступному вигляді

або, вводячи позначення , отримаємо

						                  

Перепишемо рівняння (6) у вигляді, більш зручно-
му для інтегрування

						                   

В результаті інтегрування  рівняння (7) отримаємо

Звідси

								      
						                  
де

	                       
       

Повторне інтегрування рівняння (8) дає

						                  

Враховуючи, що =0 при u=0, отримаємо С2=0. На 
зовнішній межи пограничного шару  при  u=U∞, 
тоді розподіл безрозмірної температури  запи-
шеться у вигляді
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де   – безрозмірна швидкість.

Далі визначимо коефіцієнт тепловіддачі

													                                

З урахуванням того, що напруга тертя на стінці

вираз для числа Стантона St запишеться у вигляді

Цей вираз можливо переписати наступним чином

													                               

Тут показник ступеню числа Прандтля замінено с  -1  на  -0,57 для того, щоб при течії біля пластини  
(  ) формула (12) змогла б перетворюватися в відоме вираження для коефіцієнта тепловіддачі 
при течії на пластині.

Розглянемо вираз у квадратних скобках рівняння (12). Враховуючи, що , цей вираз запишіться

Далі припустимо, що

													                  

одержимо
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Зробимо підстановку вираз (14) в рівняння (12), 
отримаємо

В концепції Прандтля [15] пограничного шару біля 
плоскої пластини існує зона постійної напруги, яку 
умовно розповсюджують на усю товщину погранично-
го шару. Це дає змогу отримати логарифмічний закон 
розподілу швидкості. Спираючись на цю концепцію, бу-
демо вважати, що для плоскої пластини рівняння (15) 
переходе в класичну форму

Для того щоб використати формулу (15) необхідно 
знати залежність . Апроксимуємо її поліномом 
третього ступеню

Для знаходження невідомих коефіцієнтів полінома 
використаємо умову на зовнішньої границі погранично-
го шару, де

Дві другі умови знайдемо, розглядаючи  рівняння 
руху (1) на стінці, де воно має наступний вигляд

Зробимо наступне перетворення

В результаті отримаємо

або в безрозмірному вигляді

Третя умова для визначення коефіцієнтів полінома 
(17) буде

За допомогою умов (18)-(20)  знаходимо коефіцієнти 
 Тоді поліном (17) можливо записати в такому 

вигляді

Для спрощення рішення обмежимось лінійною 
апроксимацією, тобто будемо вважати

Підставимо (22) в інтеграл рівняння (15), отримаємо

Тоді рівняння (15) с урахуванням (23) запишеться

Введемо відносний коефіцієнт тертя

Тоді формула (24) запишеться у вигляді

Розподіл температури (10) с урахуванням формули 
(14) можна трансформувати до
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Використовуючи співвідношення (22) формула (27) 
запишеться у вигляді

Аналіз результатів
Проаналізуємо розподіл температури в погранично-

му шарі в умовах впливу поздовжнього градієнту тиску. 
Для цього побудуємо профілі температури, використо-
вуючи формулу (28). Ці профілі представлені на рис. 1.

При побудові профілів температури використову-
валися профілі швидкості в градієнтному погранич-

ному шарі, як були запропоновані в роботі [16]. Рис. 1 
демонструє, що при від’ємному поздовжньому градієнту 
тиску N < 0 (прискорення) градієнт профілю температу-
ри біля стінки зменшується порівняно з течею при N=0. 
Це обумовлено, так званим, явищем ламінарізації течії, 
коли турбулентна енергія іде на прискорення потоку. 
Це відображається «стоком» енергії в члені генерації 
турбулентності (останній член в рівнянні (29))

При позитивному градієнті тиску градієнт профілю 
температури біля стінки теж зменшується, але не так 
сильно. Це обумовлено зниженням градієнту профілю 
швидкості перед зоною можливого відриву погранично-
го шару. Описані тенденції зміни форми профілю тем-
ператури відображають характер поведінки коефіцієнту 
тепловіддачі в градієнтному пограничному шарі. На  
рис. 2 зображено зміну комплексу  як функції 
параметру градієнта тиску N, який розрахований на 

Рис. 1. Розподіл температури в пограничному шарі при різних значеннях параметру N: 1) -0,9; 2) 0,01; 3) 3. 

Рис. 2. Залежність відносного числа Стантона від параметру N. 



Теплофізика та теплоенергетика, 2019, т. 41, №4 25

Тепло- і масообмінні процеси та апарати, теорія та практика сушіння

основі формули (26). Як бачимо в зоні прискорення 
N < 0 значення комплексу   зменшується із-
за ламінарізації течії, а в зоні N > 0 цей комплекс ро-
сте. Але не все так однозначно. Справа у тому, що 
комплекс  також залежить від поведінки 
коефіцієнта тертя. У випадку прискорення, як пока-
зано в [16], на початку зони прискорення коефіцієнт 
тертя зростає. Це обумовлено початковим прискорен-
ням потоку, коли ефекти ламінарізації ще не значні. 
На другій частині зони прискорення коефіцієнт тер-
тя вже зменшується із-за ламінарізації потоку. Тому 
поведінка коефіцієнта тепловіддачі на початковій зоні 
прискорення залежить від інтенсивності градієнту  
тиску – коефіцієнт тепловіддачі може як зростати, так 
і зменшуватися. На другій частині зони прискорення 
коефіцієнт тепловіддачі завжди падає.

У випадку позитивного градієнту тиску коефіцієнт 
тертя прямує до нуля в точці відриву пограничного шару, 
але при цьому параметр N прямує до нескінченості. При 
цьому, згідно (26), коефіцієнт тепловіддачі прямує до ве-
личини, яка може бути розрахована по співвідношенню 
для зони відриву пограничного шару [12,13].

Висновки
В роботі представлено математичну модель и дано 

рішення задачі теплообміну в турбулентному погранич-
ному шарі зі зміною тиску в напрямку течії. Отримані 
залежності для профілів температури і коефіцієнта 
тепловіддачі при течій з  градієнтом тиску.  

При негативному повздовжньому градієнті ти-
ску (прискорення потоку) коефіцієнт тепловіддачі 
може як зростати так і зменшуватися в залежності 
від інтенсивності градієнту тиску. На початку зони 
прискорення, коли ефекти ламінарізації потоку ще 
незначні, коефіцієнт тепловіддачі зростає. Надалі, з 
ростом ламінарізації потоку, коефіцієнт тепловіддачі 
зменшується.

У випадку позитивного повздовжнього градієнту 
тиску градієнт профілю температури біля стінки 
зменшується, що обумовлено зменшенням градієнту 
профілю швидкості перед зоною можливого відриву по-
граничного шару.  
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Effect of pressure gradient on heat transfer in turbulent 
boundary layer is constantly investigated during creation 
and improvement of heat exchange equipment for energy, 
aerospace, chemical and biological systems.
The paper deals with problem of steady flow and heat  
transfer in turbulent boundary layer with variable pressure 
in longitudinal direction. The mathematical model is 
presented and the analytical solution of heat transfer in the 
turbulent boundary layer problem at positive and negative 
pressure gradients is given. Dependences for temperature 
profiles and coefficient of heat transfer on flow parameters 
were obtained.  
At negative longitudinal pressure gradient (flow acceleration) 
heat transfer coefficient can both increase and decrease. At 
beginning of acceleration zone, when laminarization effects 
are negligible, heat transfer coefficient increases. Then, as 
the flow laminarization increases, heat transfer coefficient 
decreases. This is caused by flow of turbulent energy 
transfers to accelerating flow.
In case of positive longitudinal pressure gradient, 
temperature profile gradient near wall decreases. It is 
because of decreasing velocity gradient before zone of 
possible boundary layer separation.
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