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КОСМИЧЕСКИЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ  
ТЕХНОЛОГИИ И СИСТЕМЫ 

УДК 513.7 

К.И. Науменко 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОРИЕНТАЦИИ  
С ПОМОЩЬЮ СПУТНИКОВОЙ  
НАВИГАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ GPS 

Предлагается новый метод решения задачи определения ориентации с помо-
щью спутниковой радионавигационной системы GPS (Global Positioning System). 
Процедура минимизации общепринятой целевой функции сводится к решению 
обобщенной задачи Вахба. Для получения кватерниона, определяющего ориента-
цию объекта, предлагается быстросходящийся итерационный алгоритм. Приме-
нение метода иллюстрируется результатами численного моделирования. 

Математическая модель. Пусть на подвижном объекте установлено 1+m  
антенн, принимающих сигналы n  спутников GPS. Одну из этих антенн полага-
ем основной, а m  оставшихся — подчиненными. Тогда точки их установки 
определяют в связанной с объектом системе координат m  базовых 
векторов .,...,, 21 mbbb  Предполагаем, что известно решение стандартной задачи 
спутниковой навигации — задачи определения местоположения подвижного объ-
екта по данным о расположении спутников и расстояниям до них. Это решение 
определяет нормированные векторы ,,...,, 21 nsss  задающие линии визирования 
на спутники в навигационной системе координат (системе, в которой определяет-
ся ориентация объекта). 

Для определения ориентации по сигналам спутников GPS используется кон-
тур слежения за разностью фаз радиосигналов, которые приняты основной и каж-
дой из подчиненных антенн. Информация об этой разности позволяет вычислить 
проекции базовых векторов на направления визирования в соответствии с соот-
ношениями  

 ),(cos ijijiji nLb j∆+=θ  ,,...,2,1 ;,...,2,1 njmi ==  (1) 

где iiiib bbb T==  — длина (евклидова норма) вектора ,ib  «Т » — знак опе-

рации транспонирования, ijθ  — угол между базовым вектором ib  и j-й линией 

визирования, L  — длина волны сигнала, ijn  — целое число волн в разности сиг-

налов, принятых основной и i-й подчиненной антеннами, ijj∆  — дробная часть 

этой разности. Заметим, что контур слежения за разностью фаз принятых сигна-
лов дает значение только величины .ijj∆  Для получения целого числа волн ijn  

можно использовать различные подходы. Наиболее часто применяется квазиста-
тический алгоритм, реализуемый с учетом динамики как объекта, так и направле-
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ний визирования [1]. Локальный (отнесенный к фиксированному моменту времени) 
метод определения величин ijn  рассмотрен в [2], он сводится к решению системы 

диофантовых уравнений. В [3] обсуждаются различные достоинства и недостатки 
этих двух подходов и предлагается новый статистический метод решения указан-
ной задачи. 

Предполагая далее известными величины ,ijn  представим результаты изме-

рений в виде 
 ).( ijijij nL j∆+=φ∆  (2) 

Тогда, в силу равенств (1) и с точностью до неопределенных величин ijε  (обу-

словленных как погрешностями задания базовых векторов ,ib  так и помехами 
измерений их проекций на направления визирования) представления (2) могут 
быть записаны в виде 

 ,ijjiij ε+=φ∆ ΤAsb  (3) 

где A  — матрица преобразования координат, определяющая ориентацию связан-
ной с объектом системы координат относительно навигационной, или некоторая 
оценка этой матрицы, полученная на основании априорных данных о характери-
стиках погрешностей. При задании координатных систем правыми тройками ор-
тогональных базисных векторов матрица A ортогональна, т.е. удовлетворяет ра-
венству  

 ,IAA =Τ  (4) 

где I  — трехмерная единичная матрица. 
Заметим, что при наличии достаточно точной оценки Â  неизвестного истин-

ного значения этой матрицы число волн ijn  в (2) может быть найдено как бли-

жайшее целое значение числа ]./ˆ[ ijji L j∆−Τ sAb  Такое представление ijn  спра-

ведливо, например, для базового вектора длиной 1 м, если ≅L 0,19 м и угловая 
ошибка оценки не превышает 10 °. 

Полагая погрешности измерений ijε  стационарными центрированными гаус-

совыми процессами с дисперсией ,2
ijσ  задачу определения ориентации спутнико-

вой навигационной системой сформулируем на основании соотношений (3) как 
задачу минимизации функционала [1, 4] 
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на множестве матриц преобразования координат .A  
Стандартный подход к определению матрицы A  как из системы уравне-

ний (3), так и путем минимизации функционала (5) при ограничении (4) — при-
менение рекуррентных алгоритмов метода наименьших квадратов (МНК) [1]. Бо-
лее экономным, в смысле быстродействия, оказывается подход, основанный на 
сведении задачи минимизации функционала (5) к решению обобщенной задачи 
Вахба. Эта процедура реализуется при помощи МНК на основании измерений (2) 
координат ортов направлений визирования в связанной с объектом системе (или 
координат базовых векторов в навигационной системе) [4]. 
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Ограничимся рассмотрением типичной в практических применениях ситуа-
ции, когда в связанной системе координат имеется не менее трех )3( ≥m  неком-
планарных базовых векторов .ib  В этом случае, обозначив 
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перепишем функционал (5) в виде 
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Так как первая из сумм в этом представлении функционала (5) не зависит от мат-
рицы ,A  то сформулированная задача сводится к минимизации функционала 
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и представляет собой обобщение рассмотренной в [5] задачи, названной в литера-
туре (см., например, [1, 4]) задачей Вахба. Далее при ее решении будем пользо-
ваться кватернионами. 

Кватернионы. Наряду с описанием взаимной ориентации двух декартовых 
систем координат I  и E  матрицей преобразования координат A  угловое поло-
жение этих систем может быть задано нормированным кватернионом 
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определяющим плоский поворот системы координат I  до совмещения с систе-
мой E  на угол j  вокруг заданной нормированным вектором e  эйлеровой оси 
вращения. Первая компонента α  кватерниона q  называется его скалярной ча-
стью, а три оставшиеся и представленные вектором n  — векторной. Матрица 
преобразования координат A  как функция кватерниона q  имеет вид 

 ,))(()( 2nVInnqA −α+= Τ  (8) 

где )(nV  — оператор векторного произведения,  
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Пусть матрицы преобразования координат 0A  и 1A  определяют ориента-
цию двух систем координат 0E  и 1E  относительно системы ,I  а матрица 0Aδ  
соответствует повороту из состояния 0E  в состояние .1E  Эти матрицы удовле-
творяют равенствам 

 ,001 AAA δ=  .010
Τ=δ AAA  (9) 
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Тогда для кватернионов ,0q  1q  и кватерниона рассогласования ,0qδ  кото-
рые соответствуют удовлетворяющим равенствам (9) матрицам преобразования 
координат ,0A  1A  и ,0Aδ  в силу правил сложения и вычитания конечных пово-
ротов справедливы матричные операции умножения и деления кватернионов  

 ,)( 00 qqq1 δΦ=  ,)( 100 qqq Ψ=δ  (10) 
где 
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Задача Вахба. Пусть msss ,...,, 21  — единичные векторы, определяющие за-
данные в навигационной системе координат направления (например, направления 
векторов напряженности магнитного поля Земли, на звезду, на спутник и т.п.), 

mkkk ,...,, 21  — результаты наблюдений этих векторов (измерение их проекций) 
в связанной с объектом системе. Тогда матрицу A  можно определить из системы 
уравнений 
 ,ii kAs =  .,...,2,1 mi =  (12) 

В связи с тем, что как наблюдаемые, так и заданные векторы содержат погрешно-
сти, решение системы уравнений (12) в общем случае не существует. Поэтому для 
определения ориентации объекта следует применять МНК. Так, c учетом того, что 
погрешности измерений проекций каждого наблюдаемого вектора имеют одина-
ковые дисперсии, в работе [3] предложен метод отыскания матрицы преобразова-
ния координат A  путем минимизации функционала  
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где iρ  — положительные весовые множители, которые определяются как вели-
чины, обратные дисперсии погрешности измерений. 

Решение этой задачи на множестве кватернионов q  (определяющих, соглас-
но (8), матрицу ориентации A ) получено в работах [6–8] (в [7, 8] рассматривает-
ся также случай 1≥m  при наличии априорной оценки). Процедура отыскания 
стационарных значений функционала (13) при ограничении  

 1=Τqq  (14)  
приводит к уравнению  

 ,qKq γ=  (15) 

где 
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(в (16) и далее при использовании матриц вида (11) как функций трехмерного 
вектора s  подразумевается кватернион с нулевой скалярной частью и равной s  
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векторной). Кватернион ,q  обеспечивающий минимальное значение функциона-
ла (13), — это нормированный собственный вектор, который отвечает максималь-
ному собственному значению симметрической матрицы .K  

При измерении двух векторов искомый собственный вектор матрицы K  мо-
жет быть найден как линейная комбинация двух собственных векторов, которые 
отвечают двукратному максимальному собственному значению матрицы 2K  [8]. 
Так, полагая 

 ,21 kkk ×=  ,21 sss ×=  ,kssk Τ+⋅=d  (17) 

для этих собственных векторов (если 0≠d ) имеем  
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а для собственного вектора, отвечающего максимальному собственному значению 
матрицы ,K  получаем [8] 
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Следовательно, искомый кватернион определяется соотношением 

 ./ uuq =  (21) 

Если ,0=d  а также при малом абсолютном значении этой величины в урав-
нении (15) следует выполнить замену ,)( 1 qqq sΦ=  где 1sq  — кватернион, отве-
чающий повороту на угол π  вокруг вектора .1s  

Отметим, что аналитическое решение (15) задачи Вахба найдено благодаря 
тому, что функционал (13) представляет собой квадратичную форму кватернио-
на .q  Эта форма в обобщенной задаче Вахба оказывается биквадратной. 

Обобщенная задача Вахба. Рассмотрим задачу минимизации функционала 
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где квадратичная форма погрешностей измерений задается положительно опреде-
ленными матрицами .iR  Решение этой задачи сводится, в силу ограничения (14), 
к отысканию стационарных значений функционала 
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где λ  — множитель Лагранжа.  
Пусть 
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