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УДК 62-50:534 

В.Б. Ларин 

ОБ ОБРАЩЕНИИ ПРОБЛЕМЫ АНАЛИТИЧЕСКОГО 
КОНСТРУИРОВАНИЯ РЕГУЛЯТОРОВ 

Введение. В процессе развития теории аналитического конструирования ре-
гуляторов наряду с прямыми задачами интенсивно исследовались и обратные 
(см., например, [1, § 89]). Но в отличие от прямой задачи, алгоритм решения ко-
торой в случае линейной системы был сведен к стандартной процедуре (построе-
нию стабилизирующего решения матричного уравнения Риккати), для обратных 
задач пока трудно указать аналогичный унифицированный алгоритм (см., 
например, [2–4], где есть дальнейшие ссылки). В [5] высказано предположение, 
что основой такого унифицированного алгоритма может служить аппарат линей-
ных матричных неравенств (ЛМН) [4], и предложен соответствующий алгоритм. 
Однако можно указать задачи, для решения которых требуется более общий под-
ход. Такой подход будет изложен ниже. Статья организована следующим обра-
зом. После описания постановок прямой и обратной задачи для систем с непре-
рывным и дискретным временем, в соответствии с [5, 6] кратко излагается суть 
алгоритма решения обратной задачи, который базируется на ЛМН, и указываются 
случаи, когда этот подход может не быть эффективным. Далее излагается предла-
гаемый подход, суть которого состоит в построении множества возможных реше-
ний и выборе из этого множества такого решения, которое удовлетворяет опреде-
ленным условиям. 

Постановка задачи. Сформулируем прямую и обратную задачи аналитиче-
ского конструирования регуляторов. Задача аналитического конструирования 
регуляторов для линейной стационарной системы, оптимизируемой по квадра-
тичному функционалу [1], или линейная квадратичная (ЛК) задача [7–9], форму-
лируется так. Движение объекта описывается стационарной системой дифферен-
циальных уравнений 
 ,0)0(, ≠+= xBuAxx  (1) 

где x  — вектор состояния системы, u  — вектор управляющих воздействий, А, 
В — независящие от времени матрицы соответствующих размеров. Необходимо 
найти регулятор (матрицу )K  
 ,Kxu =  (2) 

который, обеспечивая устойчивость замкнутой системы 

 ,0)(Re <+λ BKA  (3) 

минимизировал бы функционал 

 ∫
∞

+=
0

TT .)( dtRuuQxxJ  (4) 

Здесь и далее T — транспонирование; .0=,0 TT >≥= RRQQ  
Известно (см., например [7, 8]), что решение этой (прямой) задачи, определя-

емой (1)–(4), имеет вид 

 ,T1 PBRK −−=  (5) 
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где симметричная матрица P  — так называемое стабилизирующее решение мат-
ричного алгебраического уравнения Риккати 

 .0T1T =+−+ − QPBPBRPAPA  (6) 

Обращение проблемы аналитического конструирования регуляторов [1], или 
обратная ЛК задача [4], формулируется так. Заданы матрицы А, В, К, удовлетво-
ряющие условию (3); требуется найти (если существуют) матрицы Q, R такие, 
чтобы регулятор (2) был решением задачи (1)–(4). 

Отметим неоднозначность решения обратной задачи. Так, например, если в 
функционале (4) матрицы R  и Q  умножить на произвольное положительное 
число, то это не изменит результат решения прямой задачи (матрицу ,K  опреде-
ляемую (5)).  

Аналогичным образом формулируются прямая и обратная задачи в случае 
так называемого дискретного времени, т.е. когда движение объекта описывается 
не дифференциальным уравнением (1), а конечно-разностным уравнением 

 ),()()1( iBuiAxix +=+  ....,1,0=,0)0( ix ≠  (7) 

Смысл векторов x  и u  аналогичен принятому в (1). При такой постановке задачи 
соотношения (2), (4) трансформируются следующим образом: 

 ),( )( ixKiu =  (8) 

 ∑
∞

=

+=
0

TT ),()()()((
i

iRuiuiQxixJ  0.>,0 RQ ≥  (9) 

Задача (прямая) состоит в выборе матрицы K  в (8), который минимизирует 
функционал (9) при условии устойчивости замкнутой системы, т.е. модули соб-
ственных значений матрицы )( BKA +  должны быть меньше единицы: 

 .1)( <+λ BKA  (10) 

Решение этой задачи имеет вид [7, 8, 10] 

 ,)( T1T PABRPBBK −+−=  (11) 

где P — симметричная матрица, которая представляет собой стабилизирующее 
решение дискретного матричного алгебраического уравнения Риккати 

 .)( T1TTT QPABRPBBPBAPAAP ++−= −  (12) 

Обратная задача состоит в отыскании матриц ,, RQ  фигурирующих в (9), по за-
данным матрицам ,,, KBA  удовлетворяющим (10). 

Далее сосредоточим внимание на вычислительном алгоритме построения 
решения обратных задач в случае как непрерывного, так и дискретного времени.  

Базирующийся на ЛМН алгоритм решения обратной ЛК задачи [5]. 
Итак, пусть заданы матрицы ,,, KBA  удовлетворяющие (3). Необходимо найти 
матрицы Q  и R  таким образом, чтобы в результате решения ЛК задачи, опреде-
ляемой (1)–(4), была найдена (согласно (5)) матрица ,K  совпадающая с исходной. 
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Для решения этой задачи в [5] использован подход, базирующийся на ЛМН. Со-
гласно [4], для решения обратной ЛК задачи необходимо найти симметричные 
матрицы 
 ,00,>,0 ≥≥ PRQ  (13) 

удовлетворяющие уравнениям 

 ,0)()( TT =+++++ QRKKBKAPPBKA  (14) 

 ,0T =+ RKPB  (15) 

которые следуют из (5), (6). 
Отметим, что такая постановка задачи кроме матричных неравенств (13) со-

держит уравнения (14), (15). Это затрудняет непосредственное использование 
стандартных процедур метода ЛМН [11]. Действительно, если (14) и условие 

0≥Q  можно записать в виде неравенства 

 ,0)()( TT ≤++++ RKKBKAPPBKA  (16) 

то сведение процедуры решения уравнения (15) к некоторой стандартной пробле-
ме, формулируемой в терминах ЛМН, требует дополнительных рассуждений. 
В связи с этим рассмотрим матричные неравенства 

 ,,,0 T
T RKPBSIY

IS

SY
+=λ<≥












 (17) 

где Y  — симметричная матрица, λ  — скаляр, I  (здесь и далее) — единичная 

матрица соответствующего размера. Согласно [4], неравенство 0T ≥












IS

SY
 экви-

валентно неравенству ,0T ≥− SSY  которое с учетом второго неравенства в (17) 
можно переписать в виде 

 .TSSI >λ  (18) 

Из (18) следует, что если найдены матрицы P  и ,R  удовлетворяющие (13), (17) 
при достаточно малой величине ,λ  то эти матрицы могут служить достаточно хо-
рошей аппроксимацией решения уравнения (15). Руководствуясь этими сообра-
жениями, обратную ЛК задачу с учетом (13), (16) и (17) можно сформулировать в 
терминах ЛМН таким образом. Заданы матрицы ;,, KBA  необходимо минимизи-
ровать λ  при выполнении следующих ЛМН: 

 ,0,0 >≥ RP  ,0)()( TT ≤++++ RKKBKAPPBKA  

 .     ,     ,0 T
T

RKPBSIY
IS

SY
+=λ<≥












 (19) 

Это стандартная задача ЛМН (задача ЛМН на собственные значения [4]). Для ее 
решения используется процедура gevp.m пакета MATLAB [11]. В результате по-
лучаем матрицы P, R, Y и соответствующие значения скаляра .λ  Искомое значе-
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ние матрицы Q  определяется уравнением (14). Таким образом, алгоритм решения 
обратной ЛК задачи (определение матриц ,Q  )R  сводится к использованию стан-
дартной процедуры пакета MATLAB. 

В результате аналогичных рассуждений применительно к задаче с дискрет-
ным временем (движение объекта описывается уравнением (7)) также можно по-
лучить алгоритм решения обратной ЛК задачи. Пусть заданы матрицы А, В, К, 
удовлетворяющие (10). Необходимо минимизировать λ при выполнении следую-
щих ЛМН: 

  ,0>P  ,0)( TTT ≤−−− PBKBKRKKPPAA  

 .     ,     ,0 TT
T PABPBKBRKSIY

IS

SY
++=λ<≥












 (20) 

В отличие от [3] в алгоритме (20) нет требования обратимости матрицы .A  
Отметим, что для эффективности описанного выше алгоритма решения об-

ратной задачи для системы с непрерывным временем существенно условие ,0>R  
так как оно исключает тривиальное решение задачи (19), а именно ,0=R  .0=P  
Существенно, что это условие )0( >R  естественно в задачах минимизации функ-
ционала (4), однако оно должно быть опущено при рассмотрении минимаксных 
или игровых задач [7]. В связи с этим далее опишем подход, позволяющий снять 
ограничение .0>R  

Снятие ограничения 0.>R  Рассмотрим уравнения (14), (15), определяю-
щие решение обратной задачи. Один из возможных подходов к решению обрат-
ной задачи может включать следующие шаги.  

1. Отыскание множества решений уравнения (15). 
2. Выбор из этого множества решений матриц R  и ,P  удовлетворяющих 

определенным требованиям. 
3. Определение по найденным матрицам R  и P  матрицы Q  согласно (14). 
Итак, опишем первый шаг. Введем следующие обозначения. Пусть ,1∗X  

nXX ∗∗ ,,2   — столбцы матрицы .X  По определению 

 .)(vec
1

T



















=

∗

∗

nX

X

X   (21) 

Этой процедуре соответствует операция )(⋅⋅X  пакета MATLAB. Известно (см., 
например, [12]), что матричное уравнение (15) можно записать в виде системы 
уравнений 

 ,0=+ FpDr  (22) 

где ),(vec Rr =  ),(vec Pp =  ,TKID ⊗=  .T IBF ⊗=  Здесь и далее ⊗  — знак 
прямого прoизведения матриц [12] (это произведение реализуется процедурой 
kron.m пакета MATLAB). Так как матрицы R  и P  симметричны, систему (22) 
необходимо дополнить линейными уравнениями 

 ,0=rGR  ,0=pGP  (23) 
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которые следуют из условий ,TRR =  .TPP =  Объединяя (22) и (23), можно за-
писать систему 
 ,0=Wz  (24) 

 ,



















=

P

R

GO

OG

FD

W  











=

p

r
z . 

Здесь и далее O  обозначает нулевую матрицу соответствующего размера. 
Множество решений уравнения (15) определяется аннулирующим подпро-

странством матрицы W  [12]. Это подпространство определяется столбцами мат-

рицы U  такой, что ,0=WU  IUU =T  (для отыскания матрицы U  можно ис-
пользовать процедуру null.m пакета MATLAB). 

Очевидно, что получение матрицы U  — итог первого шага алгоритма, по-
скольку каждый из столбцов матрицы U  и их линейная комбинация определяют 
множество симметричных матриц R  и ,P  представляющих собой решение урав-
нения (15). 

Перейдем ко второму шагу алгоритма — выбору матриц R  и .P  Фигуриру-
ющий в (24) вектор ,z  который определяет матрицы R  и ,P  представим в виде 
линейной комбинации столбцов матрицы .U  Эта комбинация определяется век-
тором :x  

 ,Uxz =  ,1=x  (25) 

где ⋅  — спектральная норма .T 





 = xxx  

Разбив z  на векторы r  и ,p  найдем, согласно (21), матрицы R  и P (пере-
ход от векторов r  и p  к матрицам R  и P  может быть выполнен процедурой 
reshape.m пакета MATLAB). 

Таким образом, выбор конкретных матриц R  и P  из множества решений 
уравнения (15) сводится к выбору компонент вектора x  в (25). Этот выбор можно 
подчинить различным требованиям, например максимизации минимального соб-
ственного значения матрицы R  и т.п. 

Третий шаг алгоритма (определение матрицы Q  согласно (14)) тривиален. 
Аналогичные процедуры могут быть использованы и в задаче с дискретным вре-
менем ((7)–(9)). В этой задаче аналогом уравнения (15) будет условие ,0=S  где 
S  определяется неравенствами (20), т.е. 

 .0TT =++ PABPBKBRK  (26) 

Для того чтобы получить решение этого уравнения при помощи процедур ЛМН (20), 
необходимо ограничиться тремя случаями: ;0,0 >> PR  ;0>R  .0>P  Без ограни-
чений такого рода в результате использования алгоритма (20) может получиться 
тривиальное решение: .0,0 == PR  Отметим, что, в отличие от рассмотренной 
выше задачи с непрерывным временем, в задаче с дискретным временем случай 

0≥R  не является особым. Модифицируем изложенный алгоритм применительно 
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к задаче с дискретным временем. Очевидно, эта модификация связана только 
с изменением выражения для матрицы ,F  фигурирующей в (24). Действительно, 
в рассматриваемом случае (задача с дискретным временем) уравнению (26) соот-
ветствует уравнение (22) с такими матрицами D  и :F  

 ,TKID ⊗=  .)( TTTT ABBKBF ⊗+⊗=  (27) 

С учетом (27) описанный выше алгоритм можно использовать для решения 
обратных задач с дискретным временем. 

Пример 1. Пусть в (1), (2) 

 ,
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
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



ε+

−
−=K  

где ε  — параметр. Необходимо определить матрицы Q и R из формулы (4). Од-
нако прежде чем рассмотреть результат использования описанной выше вычисли-
тельной процедуры решения обратной задачи, приведем одно из возможных ана-
литических решений уравнения (15): 

 ,
11

11













ε+
=R  .

)1(1

11
2 












ε+ε+ε+

ε+
=P  (28) 

Соответствующую этим матрицам матрицу Q  можно определить из (14). 
Рассмотрим решение (28) уравнения (15) при разных значениях .ε  Отметим, 

что при 0>ε  матрицы R  и P  положительно определены и, следовательно, ре-
шение (28) не противоречит лемме 2 из [2], так как в этом случае матрица KB  
имеет различные действительные собственные значения. 

При 0<ε  каждая из матриц R  и P  имеет собственные значения разных 
знаков, а матрица KB  — комплексные собственные значения. 

В случае 0=ε  матрицы R  и P  сингулярны, а матрица KB  имеет кратные 
собственные значения. Определив по этим (соответствующим )0=ε  матрицам R  
и P  матрицу ,Q  согласно (14) получим решение обратной задачи (матрицы R  и 
Q  в (4)). Однако в этом случае для решения прямой задачи нельзя использовать 
стандартные процедуры. Действительно, по этим матрицам нельзя найти матри-
цу K  (решение прямой задачи), которая определяется (5), поскольку при сингу-
лярной матрице R  уравнение (6) теряет смысл. 

Приведем результат использования описанного выше алгоритма для решения 
этого примера при .0=ε  Матрицы PR GG  ,  в (23) имеют такой вид: 

 ].01010[ −== PR GG  

Фигурирующая в (25) матрица U  состоит из двух столбцов. Выбирая в (25) компо-
ненты вектора x  в соответствии с требованием максимизации минимального соб-
ственного значения матрицы ,R  получаем следующие значения матриц R  и :P  

 ,
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11


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


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
== aPR  .3536,0=a  (29) 
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Таким образом, полученные значения матриц R  и P  отличаются от приве-
денных в (28) при 0=ε  только множителем ,a  что несущественно. Далее из (14) 
получим значение матрицы ,Q  соответствующее матрицам R  и ,P  определяе-
мым (29): 

 .
8891,38284,2

8284,27678,1












=Q  (30) 

Обобщение задачи. В описанных выше алгоритмах решения обратной зада-
чи процедура состояла из двух этапов. На первом определялись матрицы R  и ,P  
на втором — матрица .Q  Существенно, что при этом характеристики искомого 
решения определяются только требованиями к матрицам R  и .P  Однако воз-
можна постановка задачи, когда искомое решение определяется требованиями к 
матрице Q  или ко всем трем матрицам ,R  ,P  .Q  В этом случае необходимо опи-
сать множество матриц ,R  ,P  ,Q  удовлетворяющих условиям задачи, и выбрать 
из этого множества соответствующее решение. 

Рассмотрим эту процедуру применительно к задаче с непрерывным време-
нем, которая определяется матричными уравнениями (14), (15). Эти матричные 
уравнения необходимо заменить соответствующей системой линейных уравне-
ний. Пусть 

 ),(vec Rr =  ),(vec Pp =  ).(vec Qq =  

В этих обозначениях уравнению (15) соответствует система (22), уравнению (14) — 
система 

 ,0=++ TqSpNr  (31) 

где ,TT KKN ⊗=  ,)()( TT BKAIIBKAS +⊗+⊗+=  .IT =  Пополним систе-
му (23) уравнением 

 ,0=qGQ  (32) 

которое следует из условия .TQQ =  Объединяя (22), (23), (31), (32), получаем си-
стему уравнений, аналогичную (24): 

 ,0=Wz  (33) 

 ,
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Множество решений обратной задачи определяется аннулирующим подпростран-
ством матрицы W из этой системы. Таким образом, дальнейшие вычислительные 
процедуры аналогичны описанным выше. 
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Рассмотрим задачу с дискретным временем. Множество ее решений опреде-
ляется матричными уравнениями 

 ,0)( TTT =+−−− QPBKBKRKKPPAA  (34) 

 ,0TT =++ PABPBKBRK  (35) 

которые следуют из (11), (12). Матричным уравнениям (34), (35) соответствуют 
следующие линейные алгебраические уравнения: 

 ,0=+ FpDr  ,0=++ TqSpNr  (36) 

где ,)( , TTTTT ABBKBFKID ⊗+⊗=⊗=  ,TT KKN ⊗−=  −⊗= TT AAS  

,)()( TT BKBKI ⊗−−  ,IT =  векторы qpr ,,  имеют прежний смысл. 
Таким образом, и в случае задачи с дискретным временем множество ее реше-

ний определяется системой, аналогичной (33), в которой матрицы TSNFD ,,,,  — 
матричные коэффициенты системы (36). 

Пример 2. Продолжим рассмотрение примера 1. Используя систему (33), 
найдем решение обратной задачи, сформулированной в примере 1, при 0=ε  и 
при условии, что Q  — диагональная матрица. 

В этом случае аннулирующее подпространство матрицы ,W  фигурирующей 
в (33), имеет размерность 2. Построив линейную комбинацию базисных векторов 
этого подпространства таким образом, что внедиагональные элементы матри-
цы Q  равны нулю, получаем: 

 ,
0263,00788,0

0788,01838,0
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
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=R  ,
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−
=Q  (37) 

В отличие от решения этой же обратной задачи, полученного в примере 1 (выра-
жения (29), (30)), приведенное выше решение позволяет решить прямую задачу, 
используя стандартные процедуры. Так, приняв в качестве исходных данных мат-
рицы R  и ,Q  определяемые (37), и используя процедуру lqr2.m пакета MATLAB, 
получаем значение матрицы ,K  практически совпадающее с исходным (норма 

разности этих матриц ).102~ 15−⋅  
 

В.Б. Ларін 

ПРО ОБЕРНЕННЯ ПРОБЛЕМИ АНАЛІТИЧНОГО 
КОНСТРУЮВАННЯ РЕГУЛЯТОРІВ 

Розглянуто задачу, обернену до задачі синтезу оптимального відносно квадра-
тичного функціонала регулятора, для лінійної стаціонарної системи. Ця задача 
формулюється у такий спосіб: для заданих матриць, що описують динаміку си-
стеми і матриці регулятора, необхідно визначити вагові матриці квадратичного 
функціонала. Запропонований алгоритм розв’язання цієї задачі включає проце-
дуру побудови множини розв’язків і вибір з цієї множини такого розв’язку, що 
задовольняє певним критеріям. 
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V.B. Larin 

ON INVERSION OF THE PROBLEM  
OF ANALYTICAL DESIGNING OF CONTROLLERS 

The problem which is inverse to the problem of synthesis of the optimal controller 
according to quadratic functional for linear stationary system is considered. This 
problem is formulated as follows. For the matrices describing dynamics of the system 
and the matrix of a controller, it is necessary to determine the weight matrices of the 
quadratic functional. The offered algorithm of solving this problem includes proce-
dure of finding the set of solutions and choosing from this set the solution satisfying 
certain criteria. 
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