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ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ 
ГЕОИНФОРМАЦИОННОЙ МОДЕЛИ 
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ЛОКАЛЬНО-
НЕРАВНОВЕСНЫХ ПРОЦЕССОВ ГЕОМИГРАЦИИ 

Введение 

Настоящая работа посвящена обобщению дробно-дифференциальной геоин-
формационной модели [1] для исследования локально-неравновесных во времени 
миграционно-консолидационных процессов в геопористых средах со сложной 
пространственно-временно́й структурой. Необходимость учета свойств суще-
ственной временно́й нелокальности процессов переноса способствовала пере-
смотру ряда общепринятых математических моделей и созданию новых [2–6] для 
повышения степени адекватности известных количественных моделей описания 
процессов переноса в геосредах со сложной пространственно-временной структу-
рой для которых характерны эффекты памяти, пространственной нелокальности и 
самоорганизации. Следует отметить, что заметный прогресс в области математиче-
ского моделирования процессов переноса в неравновесных условиях функциониро-
вания связан с использованием формализма интегро-дифференцирования дробного 
порядка [7–9]. Поскольку во многих случаях систем со сложной пространственно-
временной структурой используемые математические модели переноса базируют-
ся на дифференциальных уравнениях дробного порядка, то они описывают про-
цессы, являющиеся нелокальными во времени и (или) пространстве. 

Как правило, математическое моделирование геомиграционных процессов 
выполняется в предположении насыщенности массивов геопористой среды чи-
стой водой [10, 11]. Однако в настоящее время особую актуальность приобретают 
исследования в области математического моделирования динамики указанных 
процессов в пористых средах, насыщенных солевыми растворами [6, 12, 13]. Это 
в значительной мере обусловлено рядом проблем экологии, в частности задачами 
охраны грунтов и грунтовых вод от загрязнений токсичным содержимым поверх-
ностных накопителей промышленных и бытовых стоков. 

Проявляющиеся в сложных горно-геологических условиях эффекты неравно-
весности обусловлены рядом причин объективного характера, в частности, слож-
ностью структуры среды, ее микронеоднородностью, кавернозностью и др. [14]. 
Попытки учесть указанные эффекты при описании динамики процессов переноса 
в геопористой среде стимулируют разработку методов математического модели-
рования геомиграционных процессов в локально-неравновесных условиях. 

В связи с этим в работе [1] построена математическая модель для исследова-
ния динамики миграционных (фильтрационно-консолидационных) процессов в 
насыщенной солевыми растворами геопористой среде в условиях сильной вре-
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менной нелокальности (учет влияния свойств памяти среды). Ниже указанная мо-
дель обобщается с учетом формулировки, базирующейся на системе дробно-
дифференциальных уравнений с обобщенными производными Капуто, что позво-
ляет, в частности, описывать (в определенном смысле управляя процессом моде-
лирования) в рамках одной математической модели как известные стандартные, 
так и нестандартные режимы динамики локально-неравновесного во времени 
фильрационно-консолидационного процесса в насыщенных солевыми растворами 
деформируемых геопористых средах (в частности, фрактальной структуры). 

1. Диффузионное уравнение с обобщенной производной Капуто дробного 
порядка: разностный метод решения первой краевой задачи  

Данный раздел носит вспомогательный характер, в нем приведено краткое 
изложение методики численного решения первой краевой задачи для уравнения 
диффузии дробного порядка с обобщенной производной Капуто. 

Рассмотрим в области ),0(),0( ∞+×l  следующую краевую задачу для обоб-
щенного диффузионного уравнения:  
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Здесь )(tg  — положительная, непрерывно дифференцируемая на ],0[ T  функция, удо-
влетворяющая ],0[ Tt∈∀  условию ,0)( >′ tg  )(zΓ  — гамма-функция Эйлера [15].  

Заметим, что в частном случае ttg ≡)(  обобщенная производная (4) превращает-
ся в обычную регуляризованную производную по Капуто дробного порядка β [7–9]. 
Не нарушая общности, положим в дальнейшем const, 0 =ua  и введем в рассмот-
рение безразмерные переменные и параметры соотношениями 
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Тогда, переходя в (1)–(3) к безразмерным переменным согласно соотношениям (5) и 
опуская в дальнейшем знак штрих над безразмерными величинами, получаем задачу 
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Введем в рассмотрение сеточную область ),,0(:),{( miihxtx ijih ===Ω t  
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производную дробного порядка в левой части (6), имеем 
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Отметим, что в классе достаточно гладких функций справедливо соотноше-
ние ).()(

,
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, τ+∆= ββ Ouu∆ gτgτ  Задаче (6)–(8) поставим в соответствие разностную схе-
му, записываемую в обозначениях работы [16] в виде 
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При этом для оценки порядка аппроксимации рассматриваемой разностной схемы 
имеет место соотношение 
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Расписывая в (10) соответствующие разностные операторы и приводя подобные 
члены, получаем систему 
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Система (13) эффективно решается методом прогонки [16]. Неравенство 
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определяет устойчивость прогонки. 
На основании принципа максимума имеем [16] 
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Пусть множество )(tg  допустимых функций таково, что справедливы нера-
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Далее, предполагая выполненным условие  
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с учетом (19) получаем оценку 
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Тогда из (17) с учетом соотношений (16), (21) имеем 
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Следует отметить, что в частном случае ttg ≡)(  имеем 1)( )( −βτ=τδ τ
k  и под-

становка данного выражения в соотношение (22) дает оценку 
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совпадающую с полученной в [17]. 

В случае, например, )1()( ≥γ= γttγ  из (22) получаем оценку 
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где )1(1 β−γ−=µ .  
Таким образом, при выполнении (20) из (24) следует сходимость разностной 

схемы (10), (11) в случае )1()( ≥γ= γttγ  в равномерной метрике. 
Далее построим соответствующую разностную схему при наличии в (1) кон-

вективной составляющей (уравнение конвективной диффузии с обобщенной про-
изводной Капуто).  

Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения  
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размерным переменным и параметрам согласно соотношениям  
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Опуская в дальнейшем знак штрих над безразмерными величинами, получаем  
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Задаче (27)–(29) поставим в соответствие на сетке τΩh  разностную схему, 
которая в обозначениях работы [16] записывается в виде 
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где ygt
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Система (32) эффективно решается методом прогонки [16]. При этом прогоноч-
ные соотношения имеют вид 
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а прогоночные коэффициенты вычисляются по формулам 
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Стартовые значения прогоночных коэффициентов равны 0,0 11 =β=α jj  ).,0( nj =  
Устойчивость метода прогонки для данной системы уравнений вытекает из факта 
диагонального преобладания в матрице коэффициентов этой системы. 

Разностная схема (30), (31) тестировалась на задаче 
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метрической переменной, для значения 
безразмерного времени 12,0=t  графи-
чески показаны на рис. 1 (кривая 1 со-
ответствует точному решению задачи, 
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отклонения точного от приближенного 
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Отметим, что тестирование схемы на нескольких других примерах задач с одно-
родными граничными условиями типа Дирихле дает величину отклонения точно-
го от приближенного решения меньше 1–2 % (с увеличением числа узлов сетки 
указанное отклонение уменьшается). Это указывает на возможность эффективно-
го использования рассматриваемого подхода при численном моделировании эво-
люционных процессов, описываемых уравнениями с обобщенными дробными 
производными Капуто.  

2. Численное моделирование локально-неравновесного 
во времени фильтрационно-консолидационного процесса 
в геопористой среде на основе дробно-дифференциальной 

модели с обобщенными производными Капуто 

Математическая модель для описания динамики фильтрационно-консолида-
ционного процесса в геопористой среде, насыщенной солевыми растворами, в 
условиях существенной временной нелокальности базируется на системе уравне-
ний дробного порядка вида [1] 
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напор [10], γ — удельный вес жидкости), C — концентрация солей в жидкой фазе, 
k — коэффициент фильтрации среды, d — коэффициент диффузии, ν — коэффици-
ент осмоса, υC  — коэффициент консолидации [10, 11], kC /γν=η υ , )(β

tD  — опе-
ратор регуляризованной дробной производной порядка β, σ — пористость среды. 

Вводя в рассмотрение обобщенную производную по Капуто в виде (4), полу-
чаем следующую обобщенную математическую модель фильтрационно-консоли-
дационного процесса в геопористой среде, насыщенной солевыми растворами: 
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При ttg ≡)(  модели, описываемые уравнениями (41), (42) и (39), (40), очевидно 
совпадают. 

Обобщенная математическая модель, базирующаяся на системе уравнений 
(41), (42), обладает (по сравнению с моделью, основанной на системе уравнений 
дробного порядка (39), (40)) тем преимуществом, что позволяет путем выбора 
функции )(tg  (из некоторого допустимого множества) управлять процессом мо-
делирования, описывая различные желаемые режимы функционирования процес-
са, например субдиффузионный, супердиффузионный и др. [7].  

Убедимся в этом путем численного моделирования в рамках обобщенной ма-
тематической модели динамики локально-неравновесного во времени фильтраци-
онно-консолидационного процесса для насыщенного солевым раствором геопо-
ристого массива конечной мощности. 

Рассмотрим задачу о фильтрационной консолидации массива мощности l, 
насыщенного солевым раствором, имеющего проницаемую верхнюю грань и рас-
положенного на проницаемом основании. В рамках обобщенной математической 
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модели, учитывающей временную неравновесность процесса, задача сводится к 
решению в области ),0(),0( ∞+×l  системы уравнений (41), (42) при следующих 
краевых условиях: 
 ,0),0( =tp  ,0),( =tlp  ,)0,( 0pxp =  (43) 

 ,),0( 0CtC =  ,0),(
=

∂
∂

x
tlC  ,0)0,( =xC  (44) 

где 0p  — начальное значение избыточного давления в геопористой среде, 0C  —
заданное значение концентрации солей на входе фильтрационного потока. 

Введем в рассмотрение безразмерные переменные и параметры соотношениями 
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Переходя в (41)–(44) к безразмерным переменным согласно соотношениям (45) и 
опуская в дальнейшем знак «штрих» над безразмерными величинами, получаем 
следующую нелинейную краевую задачу: 

 ,),( 2

2

2

2
)(

,
x
C

x
ptxpD gt

∂

∂
η−

∂

∂
=β  (46) 

 ,),( 2

2
)(

, x
Cu

x
CdtxCD gt ∂

∂
+

∂

∂
=σ β  (47) 

 ,0),0( =tp  ,0),1( =tp  ,1)0,( =xp  (48) 

 ,1),0( =tC  ,0),1(
=

∂
∂

x
tC  ,0)0,( =xC  (49) 

где ,
x
C

x
pku

∂
∂

ν−
∂
∂

=  uD gt
)(

,
β  определяется согласно (4). 

 Введем в рассмотрение сеточную область τΩh  и поставим в соответствие 
(46), (47) систему разностных уравнений, записываемую в стандартных обозначе-
ниях [16] в виде 
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Отметим, что для дискретизации уравнения (46) использована неявная разност-
ная схема, а для уравнения (47) — монотонная разностная схема Самарского [16]. 

Расписывая в соотношениях (50), (51) соответствующие разностные операто-
ры и приводя подобные члены, получаем следующие системы алгебраических 
уравнений: 
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Разностные уравнения систем (52), (53) , являясь трехточечными, эффективно ре-
шаются методом прогонки [16]. При этом устойчивость метода прогонки для ука-
занных систем вытекает из факта диагонального преобладания в матрицах коэф-
фициентов этих систем алгебраических уравнений. 

Учитывая изложенное, вычислительный алгоритм для приближенного реше-
ния рассматриваемой задачи сформулируем следующим образом. 

1. На данном временном слое вычисляем значение концентрации C в соот-
ветствии с (53), используя значение давления p из предыдущего временного слоя. 

2. С учетом найденных на данном временном слое значений C, вычисляем 
значения давления p на этом слое согласно (52). Этим решение задачи на рассмат-
риваемом временном слое завершается. 

3. Переходим на следующий временной слой и повторяем вычисления начи-
ная с шага 1. 

3. Результаты численных экспериментов и выводы 

Численное моделирование динамики полей фильтрационных давлений и по-
лей концентраций в геофильтрационном потоке в рамках рассматриваемой ло-
кально-неравновесной математической модели геомиграции с обобщенными про-
изводными Капуто выполнено относительно безразмерных переменных и пара-
метров, определяемых соотношениями (45). 

Некоторые из полученных результатов расчетов изображены на рис. 2–5.  
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Рис. 3 
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Рис. 5 
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Рис. 2 
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Рис. 4 
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На рис. 2 показана динамика кривых избыточных напоров в сверхбыстром 
режиме распространения возмущений в различные моменты времени: 1, 1' — 

02,0=t ; 2, 2' — ;1,0=t  3, 3' — ;2,0=t  4, 4' — ;5,0=t  5, 5' — 7,0=t  (кривые 1–5 

соответствуют ,)( ttg =  а кривые 1'–5' — ).)( 2ttg =  Динамика полей концентраций 
в жидкой фазе в обычном (кривые 1–5, ))( ttg =  и сверхбыстром (кривые 1'–5', 

))( 5ttg =  режимах для тех же моментов времени показана на рис. 3. На рис. 4 пока-
зана динамика кривых избыточных напоров в сверхмедленном режиме для указан-
ных выше моментов безразмерного времени (кривые 1–5 соответствуют ,)( ttg =  

а кривые 1'–5' — ).)( ttg =  Нестандартное распределение порового давления в 
геопористом массиве в рамках модели с обобщенными производными Капуто при 

01,02)( tttg +=  представлено на рис. 5 (1 — ;021,0=t  2 — ;102,0=t  3 — ;202,0=t  
4 — ;504,0=t  5 — ).705,0=t  

Анализ результатов численных экспериментов, соответствующих варьирова-
нию вида функции ),(tg  позволяет сделать вывод о том, что в рамках рассматрива-
емой обобщенной математической модели имеется возможность моделирования: 

• сверхбыстрых режимов рассеивания полей избыточных напоров в насы-
щенных солевыми растворами деформируемых геопористых пластах (см. рис. 2);  

• сверхбыстрых режимов динамики распространения полей концентраций в 
жидкой фазе (см. рис. 3);  

• сверхмедленных режимов рассеивания полей избыточных напоров в насы-
щенных геопористых пластах (см. рис. 4);  

• особенных, отличных от указанных выше, режимов динамики консолидаци-
онного процесса, например режимов, графически выраженных в виде картин рас-
пределения избыточного порового давления, для которых в каждый фиксированный 
момент времени характерно близкое к установившемуся распределение давлений во 
внутренних точках насыщенного солевым раствором геомассива с одновременным 
резким падением давлений в окрестностях кровли и подошвы (см. рис. 5).  

Заключение 

Для теоретического описания локально-неравновесных во времени фильтраци-
онно-консолидационных процессов в насыщенных солевыми растворами деформиру-
емых геопористых средах предложена дробно-дифференциальная математическая 
модель на базе обобщенной производной Капуто. Результаты численного моделиро-
вания фильтрационной консолидации деформируемого насыщенного геомассива в 
рамках указанной модели свидетельствуют о возможности в определенном смысле 
управления процессом моделирования в локально-неравновесных условиях с помо-
щью варьирования вида функции ),(tg  определяющей тип заданного режима функ-
ционирования изучаемого процесса (сверхмедленный, сверхбыстрый и т.д.). 
 

В.М. Булавацький 

ПРО ОДНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ ДРОБОВО-
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОЇ ГЕОІНФОРМАЦІЙНОЇ МОДЕЛІ 
ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ЛОКАЛЬНО-
НЕРІВНОВАЖНИХ ПРОЦЕСІВ ГЕОМІГРАЦІЇ 

Розглянуто узагальнену дробово-диференціальну математичну модель для дос-
лідження динаміки локально-нерівноважних у часі геоміграційних процесів. 
Поставлено відповідну цій моделі нелінійну крайову задачу, розвинуто методи-
ку її чисельного розв’язання та наведено результати чисельних експериментів. 
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V.M. Bulavatsky 

ON ONE GENERALIZATION OF FRACTIONAL 
DIFFERENTIAL GEOINFORMATION MODEL 
FOR RESEARCH OF LOCALLY-NONEQUILIBRIUM 
PROCESSES OF GEOMIGRATION 

The generalized fractional differential mathematical model for research of dynamics 
of local-nonequilibrium in time geomigrations processes is considered. The nonlinear 
boundary-value problem, appropriate to this model is put, the technique of its numer-
ical solution is developed and the results of numerical experiments are given. 
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