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Введение 

В последнее время проблема определения инвариантных множеств линейных 
и нелинейных непрерывных и дискретных динамических систем и их семейств 
как автономных, так и подверженных воздействию ограниченных возмущений, 
привлекает все большее внимание исследователей (см., например, [1–4], а также 
[5] — обзор, содержащий около ста публикаций, посвященных этой проблеме). 

При определенных свойствах автономных нелинейных дискретных систем 
в них существуют специальные виды инвариантных множеств — предельные 
циклы (автоколебания). Актуальной остается проблема определения параметров 
этих автоколебаний, в том числе наибольшее отклонение от положения равнове-
сия при движении системы по предельному циклу.  

В статье на основе данных, полученных в работах, посвященных исследованию 
робастной устойчивости семейств нелинейных дискретных систем [6] и обобщению 
результатов из [7], предлагается конструктивный метод определения оценок свер-
ху радиусов устойчивых предельных циклов семейств достаточно широкого клас-
са автономных нелинейных дискретных систем.  

1. Постановка задачи 

Рассмотрим семейство систем 

 ,,2,1,0),,(1 =Φ=+ nLXX nn  (1) 

где )( , ⋅Φ∈ mX R  — нелинейная однозначная вектор-функция, такая что 0,)(0, =Φ L  
линейно зависящая от вектора параметров L, для которого задана его оценка  
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Здесь ,;1, MjL j =  — j-я вершина многогранника L, M — число его вершин. 
Возможны две различные постановки задачи анализа предельных циклов се-

мейства систем (1), (2).  
В первой из них принимается, что по крайней мере для некоторых L∈L  и при 

выполнении определенных условий в системах из семейства (1), (2) существуют 
устойчивые предельные циклы (автоколебания) и требуется определить оценки 
сверху радиусов всех возможных предельных циклов семейства систем (1), (2). 
Иными словами, необходимо определить оценку радиуса «огибающей» всех воз-
можных предельных циклов.  

В другой постановке задачи принимается, что соотношения (1), (2) таковы, 
что для всех L∈L  во всех системах семейства (1), (2) существуют устойчивые 
предельные циклы и требуется найти оценку сверху радиуса, наибольшего из них.  

Ниже рассмотрена задача анализа в ее первой постановке. Пусть свойства не-
линейной функции ),( LX nΦ  таковы, что по крайней мере для некоторых L∈L  
и при определенных начальных условиях в некотором подмножестве семейства 
систем (1), (2) возникают устойчивые предельные циклы (автоколебания). 
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Условием существования предельного цикла при фиксированном значении 
L∈L  является выполнение равенства 
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Обозначим векторы ),(LX i  ,)(;1 LNi =  удовлетворяющие равенству (3), че-
рез ).(* LX i  Тогда предельный цикл )(* LX  при фиксированном L∈L  в системе (1) 
определяется как  
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Если задача нахождения векторов )(* LXi  и чисел ),(LN  удовлетворяющих ра-
венству (3), при фиксированном векторе L∈L  решена, то по уравнению (1) опреде-
ляются все 2−N  вектора ,)(* LX i  ,2;1 −= Ni  ,)]([)( **

1 LXLX ii Φ=+  ,1)(;1 −= LNi  

которые полностью определяют предельный цикл )(* LX  рассматриваемой системы 
в виде  
 .)()( **
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Как отмечалось выше, в общем случае при некоторых значениях L∈L  пре-
дельные циклы в соответствующих системах могут не существовать. В этих слу-
чаях множества .)(* ∅=LX  

В общем случае определение параметров предельного цикла — вектора *
nX  

и числа N, удовлетворяющих условию (3), — задача трудноразрешимая. Практи-
ческий интерес представляет нахождение радиуса )( *Xρ  множества ,*X  определя-
емого как  
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поскольку именно эта величина определяет наибольшее отклонение от положения 
равновесия — начала координат — при движении семейства систем (1), (2) по 
предельному циклу. 

Так же, как и в [8], в дальнейшем будем рассматривать лишь выпуклую обо-
лочку )(~ LX  множества )(* LX   
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Из (6), (7) следует, что ].)([)](~[ * LL XX ρ=ρ  Говоря в дальнейшем о предель-
ных циклах, будем иметь в виду их выпуклые оболочки (7). 

В общем случае даже при фиксированном значении вектора L∈L  задача 
определения вектора )(* LX n  и числа ),(LN  удовлетворяющих условию (3), не 
имеет точного решения. Поэтому ниже ограничимся определением лишь оценок 
сверху предельного цикла .*X  Но прежде чем приступить к их определению, рас-
смотрим условия их существования. 

Поведение семейства систем (1) будем анализировать лишь в некоторой ин-
тересующей нас ограниченной области },:{ σ≤=∈ XXX X  что всегда имеет 
место в приложениях. 

Пусть для вектора nX  задана его оценка 

 ,nnX X∈  (8) 

где nX  — центрально-симметрическое ограниченное выпуклое множество. 
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Из (1), (2), (8) получаем 
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Введем скалярную характеристику множества X — его радиус ),(Xρ  и эту ве-
личину примем в качестве функции Ляпунова. Норму вектора в определении (6) ис-
пользуем в виде 
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Для удобства читателей приведем теорему работы [6] (см. также [7]), которая 
будет нужна нам в дальнейшем. 

Теорема [6]. Если первая разность функции Ляпунова 

 ,0)()),((1 nvvv nnnnn ∀<ρ−ρ=−=∆ + XLXΦ  (11) 

отрицательно-определенная, то тривиальное решение разностного включения 
(9) асимптотически устойчиво при .∞→n  

Следствие. Из (11) следует, что преобразование ),( LXnΦ  осуществляет сжа-
тое отображение множества nX  во множество ,1+nX  т.е. имеет место включение 

 .1 nn XX ⊂+  (12) 

Нетрудно показать, что для центрально-симметрических интервальных мно-
жеств nX  и 1+nX  строгое включение (12) имеет место тогда и только тогда, когда 
по крайней мере одно из системы нестрогих неравенств 

 ,;1,,1, mixx nini =≤+  ,;1,,1, mixx nini =≥+  (13) 

является строгим. При этом справедливо неравенство 

 ).()( 1 nn XX ρ<ρ +  (14) 

Пусть свойства вектор-функции ),( LXΦ  таковы, что в области  

 }:{~ rXX ≤=X  (15) 

достаточные условия устойчивости тривиальных решений системы (9), т.е. нера-
венства (14), не выполняются. В общем случае из этого еще не следует, что се-
мейство систем (1), (2) робастно неустойчиво, так как условия (14) лишь доста-
точные. Поэтому осуществим линеаризацию семейства систем (1), (2) в сколь 
угодно малой окрестности начала координат и проверим выполнение необходи-
мых условий ее робастной устойчивости в каждой из вершин ,;1, MjL j =  мно-

жества L. Если эти условия хотя бы в одной из вершин jL  не выполняются, то 

семейство систем (1), (2) робастно неустойчиво.  
Условия существования в семействе нелинейных систем (1), (2) устойчивых 

предельных циклов устанавливает следующее утверждение. 
Утверждение. Если свойства нелинейной вектор-функции ),( LXΦ  таковы, что: 
• ),( LXΦ  при всех L∈L  осуществляет сжатое отображение границы мно-

жества ;X  
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