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Р.О. Масталиев 

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ 
ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКА  
В ОДНОЙ СТУПЕНЧАТОЙ ЗАДАЧЕ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  
С ДИСКРЕТНО-НЕПРЕРЫВНОЙ СИСТЕМОЙ* 

Введение. Многие процессы практически имеют сложную структуру, буду-
чи ступенчатыми процессами. Они считаются подклассом гибридных систем и 
встречаются в следующих задачах: управления химико-технологическими про-
цессами, автоматизированными производственными системами конвейерного 
типа, оценки качества состояния воды в бассейне реки в зависимости от выбро-
сов промышленными предприятиями загрязняющих веществ, в литейном произ-
водстве и др. (см., например, [1–3]). 

В работах [4–8] изучены задачи оптимального управления, описываемые  
интегральными и разностными уравнениями типа Вольтерра, доказаны необхо-
димые условия оптимальности, найдены условия управляемости и др. 

Заметим, что задача оптимального управления, описываемая системой ли-
нейных разностных уравнений Вольтерра с квадратичным критерием качества, 
изучена в [9, 10]. 

В [11] рассмотрена ступенчатая задача оптимального управления, описывае-
мая системой разностных уравнений типа Вольтерра. Доказано необходимое ус-
ловие оптимальности в форме дискретного принципа максимума Понтрягина и 
исследован особый (в смысле принципа максимума Понтрягина) случай. 

В настоящей работе рассматривается одна из ступенчатых задач оптимально-
го управления, описываемая разностными и интегро-дифференциальными урав-
нениями типа Вольтерра. 

1. Постановка задачи 
Рассмотрим задачу о минимуме функционала 
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Здесь 010 ,,, xTtt  заданы, причем разность 01 tt −  — натуральное число, ),(xϕ  
)(yφ  — заданные, дважды непрерывно дифференцируемые скалярные функции, 

),,,,( uxtf τ  )),,,(( vytg τ  — заданная n (m)-мерная вектор-функция, непрерывная 
по совокупности переменных вместе с частными производными по ),( ux ),( vy  
до второго порядка включительно, )(xG  — заданная, дважды непрерывно диффе-
ренцируемая m-мерная вектор-функция, )(tu  — r-мерный вектор управляющих 
воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного и открытого 
множества ,U  )(tv  — r-мерный кусочно-непрерывный на 2T  вектор управляю-
щих воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного и откры-
того множества ),(V  т.е. 
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Пару ))(),(( tvtu  с приведенными выше свойствами назовем допустимым 
управлением, а соответствующий процесс ))(),(),(),(( tytxtvtu  — допустимым 
процессом. 

Цель публикации — вывод необходимых условий оптимальности первого и 
второго порядка в рассматриваемой задаче. 

2. Первая и вторая вариации функционала качества 

Считая ))(),(),(),(( tytxtvtu οοοο  оптимальным процессом, обозначим =)((( tu  

),()( tutuο Δ+=  ))()()(),()()(),()()( txtytytxtxtxtvtvtv οοο Δ+=Δ+=Δ+=  произ-
вольный допустимый процесс и запишем формулу приращения функционала 

 )).(())(())(())((),(),(),( 11 TyTytxtxvuSvuSvuS οοοοοο φ−φ+ϕ−ϕ=−=Δ  (4) 

Ясно, что приращение ))(),(( tytx ΔΔ  траектории ))(),(( tytx οο  будет удовле-
творять системе 
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Пусть ))(),(( tptψ  — неизвестная (n+m)-мерная вектор-функция. 
Умножив обе части соотношений (5), (7) соответственно на ),(tψ  )(tp  ска-

лярно, а затем просуммировав и проинтегрировав полученные тождества по 1T  и 
,2T  будем иметь 
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Ясно, что 
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Отсюда с учетом (8) имеем 
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Принимая во внимание эти тождества, формулу приращения (1) запишем 
в виде  

−Δ′−−′−Δ′+

+τ−ττψ′−Δ−ψ′+

+Δ−ψ′+φ−φ+ϕ−ϕ=Δ

∫

∑∑∑
−

=τ

−

=

−

=

dttytptxGtxGtpTytp

tutxtftutxtftxt

txtTyTytxtxvuS

T

t

o

t

t

t

tt

t

tt

οο

)()()))(())(()(()()(

))](),(,,())(),(,,([)()()1(

)()1())(())(())(())((),(

1

11

0

1

0

1112

111
1111

&

 

 .))](),(,,())(),(,,()[(
1

dtdtvtytgtvtytgp οο
T

t

T

t
ττ−ττ′− ∫∫  (11) 

Введем следующие обозначения: 
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Формулу приращения (11) представим в виде 

 +Δ−ψ′+φ−φ+ϕ−ϕ=Δ )()1())(())(())(())((),( 1111 txtTyTytxtxvuS οο  
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Используя формулу Тейлора из (12), после некоторых преобразований 
получим 
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Здесь по определению 
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где ,),()( ′ΔΔ=Δ uxtz  .),()( ′ΔΔ=Δ vytk  

Кроме того, величины ),(⋅iο  ,5,1=i  определяются соответственно из раз-
ложений 
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Если предположить, что вектор-функция ))(),(( tptψ  является решением задачи 
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то формула приращения (13) примет вид 
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Уравнения (15) назовем сопряженной системой в рассматриваемой задаче 

управления. Специальное приращение оптимального управления ))(),(( tvtu oo  
в силу открытости областей управления VU , можно определить по формуле 
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Здесь ,),( Tttu ∈δ  — произвольная r-мерная вектор-функция со значениями из 

,rR  ,),( Tttv ∈δ  — произвольная кусочно-непрерывная вектор-функция со значе-

ниями из ,qR  а ε — достаточно малое по абсолютной величине число. 
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Пусть ));(),;(( εΔεΔ tytx  — специальное приращение оптимальной траектории 

)),(),(( tytx οο  отвечающее приращению ));(),;(( εεΔ tvtu управления )).(),(( tvtu οο  
Из (5)–(8), используя формулу Тейлора и лемму Гронуолла–Беллмана, по 

схеме [5, c. 15–21; 12, c. 22–25; 14, c. 33–38] доказывается справедливость оценок:  
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Из (18) с учетом (17) сразу следует, что εΔεΔ ;(,;( tytx  имеют порядок 
малости ε и, кроме того, для );( εΔ tx  и );( εΔ ty  справедливо утверждение. 

Лемма. Для специального приращения ));(),;(( εΔεΔ tytx  управления траек-

тории ))(),(( tvtu οο  справедливо разложение 
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Здесь ))(),(( tytx δδ  — вариация траектории, ))(),(( tytx oo  — решение следующей 
системы линейных неоднородных разностных и интегро-дифференциальных 
уравнений типа Вольтерра: 
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Следуя, например, [13], (20)–(21) назовем уравнением в вариациях для рас-
сматриваемой задачи. 

Принимая во внимание (14), (17)–(19) в (16), покажем справедливость 
разложения 
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Из (22) следует, что первая и вторая вариации функционала (1) (в классиче-
ском смысле) имеют соответственно следующий вид: 
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3. Необходимые условия оптимальности 

Известно (см., например, [13, с. 51–53]), что вдоль оптимального процесса 
первая вариация функционала качества равна нулю, а вторая вариация неотрица-
тельна, т.е. 

 ,0),;,(1 =δδδ vuvuS oo  (25) 

 0),;,(2 ≥δδδ vuvuS oo  (26) 

для всех ,,)( 1TtRtu r ∈∈δ  .,)( 2TtRtv r ∈∈δ  
Из тождества (25) с учетом (23) в силу произвольности и независимости ва-

риаций ),(tuδ  )(tvδ  управляющих воздействий получаем, что 
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— произвольная точка непрерывности управления ).(tv  
Сформулируем полученный результат. 
Теорема 1 (аналог уравнения Эйлера). Для оптимальности допустимого 

управления ))(),(( tvtu oo  в задаче (1), (2) необходимо, чтобы выполнялись соот-
ношения (27). 

Аналог уравнения Эйлера является необходимым условием оптимальности 
первого порядка. Используя неравенство (26), удается получить необходимые ус-
ловия оптимальности второго порядка, непосредственно выраженные параметра-
ми задачи (1), (2). 

Поскольку (20) и (21) — соответственно линейные неоднородные разностные 
и интегральные уравнения типа Вольтерра относительно ),(txδ  ),(tyδ  то их ре-
шения (см., например, [15–18]) можно представить в виде 
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Здесь по определению 
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где ),( τtR  и ),( τtQ  — матричные функции соответствующих размерностей, яв-
ляющихся решениями задач 
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где 1E  и 2E  — единичные матрицы соответствующих размерностей. 
Далее формулу (29) с учетом (28) запишем 

 ).(),())((),()(),()( 11

1

112
1

01

sustFtxGttQdssvstFty
t

ts

ο
x

t

t
δ+δ=δ ∑∫

−

=
 (30) 

С помощью выражений (28), (30) получим необходимые условия оптималь-
ности второго порядка. 

Из (24), (26) следует, что вдоль оптимального управления ))(),(( tvtu oo  вы-
полняются соотношения 
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для всех ,)( rRtu ∈δ  ;1Qt ∈  
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для всех ,)( qRtv ∈δ  .2Tt ∈  
В случае, когда ,0)( ≡δ tv  ,1Tt ∈  (29) принимает вид 
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С помощью (28), (33) убеждаемся в справедливости следующих тождеств: 
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и принимая во внимание тождества (34)–(38), неравенство (31) приведем к виду 
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Теперь предположим, что ,0)( ≡δ tu  ,1Tt ∈  а ,0)( ≠δ tv  .2Tt ∈  Тогда из (28), 
(32) следует, что 
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Далее, используя (40), получаем следующие выражения: 
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Положим  
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Учитывая (44), с помощью (41)–(43) неравенство (32) приведем к виду 
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Проанализируем полученный результат. 

Теорема 2. Для оптимальности допустимого управления ))(),(( tvtu oo  в за-
даче (1), (2) необходимо, чтобы неравенства (39) и (45) выполнялись для всех 

),(tuδ  ,1Tt ∈  ,)( qRtv ∈δ  ,2Tt ∈  соответственно. 
Учитывая довольно общий характер теоремы 3 и используя различные 

специальные вариации управления, можно получить ряд легко проверяемых 
необходимых условий оптимальности, в частности аналог условия Лежан- 
дра–Клебша. 

Аналог условия оптимальности Лежандра–Клебша [13, 20] для рассматри-
ваемой задачи вытекает из полученного критерия оптимальности (теорема 2). 
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Следствие (аналог условия Лежандра–Клебша). Вдоль оптимального управ-
ления ))(),(( tvtu oo выполняются соотношения 

 0][ ≤θ′ uHu uu  для всех rRu∈  и ,T∈θ  

 0][ ≤θ′ vMv vv  для всех qRv∈  и .\2 TT∈θ  

Для доказательства следствия достаточно в неравенствах (38) и (45) вариа-
цию ),(tuδ  )(tvδ  определить соответственно по формуле 
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Здесь δ  — достаточно малое произвольное число, 1T∈θ  )( 2T∈θ — произвольная 
точка непрерывности управления ),(tv  а ,u  v  — произвольный вектор. 

Заключение. С помощью модификации метода приращений вычислены пер-
вая и вторая вариации терминального функционала в ступенчатых задачах опти-
мального управления, описываемые системой разностных и интегро-дифферен-
циальных уравнений типа Вольтерра.  

Доказано необходимое условие оптимальности первого порядка в форме ана-
лога уравнения Эйлера. С помощью второй вариации получено условие опти-
мальности второго порядка. 

Наконец, определены необходимые условия оптимальности второго порядка 
в форме условия оптимальности типа Лежандра–Клебша. 
 

Р.О. Масталієв 

НЕОБХІДНІ УМОВИ ОПТИМАЛЬНОСТІ  
ПЕРШОГО І ДРУГОГО ПОРЯДКУ  
В ОДНІЙ СТУПІНЧАСТІЙ ЗАДАЧІ  
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ  
З ДИСКРЕТНО-НЕПЕРЕРВНОЮ СИСТЕМОЮ 

Розглянуто задачу керування зі ступінчастою структурою, що описана систе-
мою різницевих та інтегро-диференціальних рівнянь типу Вольтерра. За при-
пущенням відкритості області керування отримано необхідні умови оптималь-
ності першого і другого порядку. 

R.O. Mastaliyev 

NECESSARY FIRST AND SECOND ORDER 
OPTIMALITY CONDITIONS IN ONE OPTIMAL 
CONTROL STEPWISE PROBLEM  
WITH DISCRETE-CONTINUOUS SYSTEM 

The control problem with stepwise structure, which is described by the system of dif-
ference and integro-differential equations of the Volterra type is considered. Under 
assumption of the control domain openness the necessary optimality conditions of the 
first and the second orders are obtained. 
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