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УДК 519.8 

О.А. Березовский 

О РЕШЕНИИ ОДНОЙ СПЕЦИАЛЬНОЙ 
ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ, СВЯЗАННОЙ  
С ОПРЕДЕЛЕНИЕМ ИНВАРИАНТНЫХ МНОЖЕСТВ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Введение 

При решении задач, связанных с определением инвариантных множеств и 
синтезом управления параметрами, возникает необходимость решения специаль-
ных оптимизационных задач [1–3]. Данная работа посвящена одной из таких за-
дач, решение которой может понадобиться при синтезе управления, минимизи-
рующего область локализации инвариантного множества семейства нелинейных 
систем, подверженных воздействию ограниченных возмущений. Она формулиру-
ется следующим образом: 
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n Rx ∈K  В случае 0≥k  задача (1), (2) представляет собой задачу выпуклого 

программирования и относится к специальному классу «second-order cone program-
ming problems» [4, 5], который достаточно исследован (например, в [4] указаны неко-
торые известные «решатели», реализующие, как правило, модификации метода внут-
ренних точек: AMPL, CPLEX, ECOS, Joptimizer, OpenOpt, SDPT3 и др.). Более инте-
ресен случай ,0<k  когда задача невыпуклая. Именно он и является предметом 
исследования настоящей работы. Предложенное ниже решение данной задачи осно-
вано на представлении ее в виде квадратичной задачи (т.е. в виде оптимизационной 
задачи, целевая функция и функции ограничений которой представляют собой квад-
ратичные функции (quadratically constrained quadratic programming)) и применении 
двойственного подхода [6, 7] для нахождения нижней оценки оптимального значения 
целевой функции полученной задачи. В работе сформулировано условие, при выпол-
нении которого найденная оценка будет точной. 

Квадратичная постановка задачи 

Задачу (1), (2) для случая 0<k  можем записать в виде квадратичной задачи 
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Отметим, что переменная ,y  которая соответствует норме вектора x, яв-
ляется величиной положительной. Однако включать соответствующее огра-
ничение в формулировку задачи (3)–(5) нет необходимости, так как оно вы-
полняется автоматически. Это следует из очевидного соотношения 

 ),(),(),( T
0

T
0 ykxdyxfykxdyxf −+=−≤+=   

где 0<k  и 0≥y  — произвольное значение переменной y  из области определе-
ния задачи (3)–(5). 

Воспользуемся двойственной лагранжевой оценкой для квадратичных экстре-
мальных задач [6, 7] для оценки снизу оптимального значения *f  целевой функции в 

задаче (3)–(5). 
Двойственная лагранжева оценка 

Рассмотрим общую постановку квадратичной оптимизационной задачи 

 )(min 0
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где EQLE
iiii IIicxbxAxxf ∪∪∈++= }0{,)( TT  — произвольные квадратичные 

функции в пространстве .nR  Двойственная оценка *ψ  оптимального значения *f  
целевой функции задачи (6)–(8) определяется как 
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+U  — область определения вектора множителей Лагранжа ,mRu∈  учитывающая 
наличие ограничений в виде неравенств: };,0:{ LE

i IiuuU ∈≥=+  D  — множество 
переменных ,mRu∈  при которых матрица )(uA  положительно определена. 

Отметим, что определить оценку *ψ  относительно просто, поскольку внутрен-
няя задача (10) является безусловной задачей минимизации выпуклой квадратичной 
функции, а внешняя задача (9) — задачей максимизации вогнутой функции )(uψ  на 

выпуклом множестве .DU ∩+  Однако в каждом конкретном случае возникает необ-
ходимость исследования точности полученной оценки (см., например, [8–14]). 

Для исследуемой задачи (3)–(5) двойственная оценка примет следующий вид: 
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Перед тем как исследовать точность нижней оценки *
1ψ  (11), предварительно 

сформулируем достаточное условие точности двойственной оценки (9)–(10) для 
квадратичной задачи общего вида (6)–(8). 
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;,1 nj =  *x  и *u  — векторы, в которых достигаются значения *f  и *ψ  в задачах 
(6)–(8) и (9), (10) соответственно. 

Теорема. Если существуют такой вектор p  и такое положительное число 
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то .** f=ψ  Причем если условие (12) выполняется при ,0=p  то вектор 

2/)()()( **1** ubuAuxx −−==  решения задачи (9), (10) является и решением зада-
чи (6)–(8). 

Доказательство. Рассмотрим нахождение двойственной оценки (9), (10) для 
задачи (6)–(8). При Du∈  внутренняя задача (10) строго выпукла. Следовательно, 

система 0),(' =uxLx  имеет единственное решение .2/)()()( 1 ubuAux −−=  Это дает 
возможность записать функцию )(uψ  в явном виде: 
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Функция )(uψ  вогнута и непрерывно дифференцируема в области ,D  а зна-

чит, и в области определения ;+∩UD  ее градиент вычисляется по формулам 

.,1)),((' miuxfiui
==ψ  Исследуем ее, предварительно переписав следующим об-

разом: 
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(это выражение получено путем подстановки вместо квадратичной матрицы )(uA  
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 (9) может достигаться либо во внут-

ренней точке множества ,D  либо когда u  стремится к границе положительной 

определенности .DD ∩  Выше для каждого +∩∈ UDDu )\(  определено множе-
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 которое соответствует набору 

индексов дробных членов в выражении (13), знаменатели которых при данном 
+∩∈ UDDu )\(  обращаются в нуль. Отметим, что для внутренних точек области 

определения (для )Du∈  это множество пусто, а на границе неотрицательной оп-
ределенности (для )\ DDu∈  может состоять из одного или более членов, в зави-
симости от числа кратности .0)(min)(
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Рассмотрим возможные случаи, которые могут возникать в зависимости от 
свойств области определения двойственных переменных. 
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В этом случае при стремлении к нулю знаменателей дробных членов в выраже-
нии (13) хотя бы один соответствующий числитель не стремится к нулю. Тогда 

−∞→ψ )(u  при uu ~→  для всех ,)\(~ +∩∈ UDDu  т.е. во всех граничных точках об-
ласти положительной определенности, которые принадлежат допустимой области за-
дачи (9). Во всех остальных точках допустимой области значения функции )(uψ  ко-

нечны. Это означает, что в задаче (9) супремум вогнутой функции )( )(sup u
UDu
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достигается во внутренней точке области положительной определенности. Но для 
данного случая справедливо утверждение, сформулированное Н.З. Шором в виде сле-
дующей леммы. 

Лемма [6, с. 90, лемма 4.1]. Если )(sup* u
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Таким образом, в случае 1, который соответствует условию (12) при ,0=p  
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ограничений задачи (6)–(8)). Следовательно, 2/)()()( **1* ubuKux −−=  — допус-
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0 fuxf =ψ=  

Случай 2. +∩∈∃ UDDu )\(  такое, что )(uJj∈∀  .0)(
1

0
T =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ξ ∑

=

m

i
iij bubu  

В данном случае для всех дробных членов в выражении (13) при стремлении 
к нулю знаменателей соответствующие числители также стремятся к нулю. 

Пусть существуют такие вектор nRp∈  и положительное число ,0~ >ε  что 
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Рассмотрим вспомогательную задачу, которая соответствует исходной зада-
че (6)–(8) с возмущенной целевой функцией :),()()( 0 xpxfxf ε+=ε  
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Для этой задачи маргинальная функция будет иметь вид 
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Тогда, в силу условия (12) теоремы, для возмущенной задачи имеем случай 1, 
т.е. .**

εε =ψ f  Но поскольку 0** →ψ−ψε  и 0** →−ε ff  при ,0→ε  то .** f=ψ  

Таким образом доказано, что условие (12) является достаточным для того, 
чтобы .** f=ψ  

Теорема доказана. 

Достаточное условие точности двойственной оценки задачи (3)–(5) 

Воспользуемся доказанной выше теоремой для того, чтобы сформулировать 
достаточное условие точности двойственной оценки для квадратичной зада- 
чи (3)–(5) (аналог исследуемой в работе задачи (1), (2)), предварительно предста-
вив ее в более удобной для этих целей форме. 
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Путем замены переменных xUx ~=  в задаче (3)–(5) получаем задачу 
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Двойственная оценка для задачи (14)–(16) равна 
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I  — единичная матрица. 
Поскольку невырожденное линейное преобразование не влияет на значение 

двойственной оценки, двойственные оценки *
1ψ  (11) для задачи (3)–(5) и *

2ψ  (17) 

для задачи (14)–(16) совпадают: .*
2

*
1 ψ=ψ  Также не изменяется (с учетом преобра-

зования пространства) и множество точек, на которых это значение достигается. 
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Утверждение 1. Если система 
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несовместна, то решение задачи (17) дает точку глобального экстремума задачи 
(14)–(16) и .**

2 f=ψ  
Доказательство. Это утверждение является прямым следствием теоремы из 

предыдущего раздела. Рассмотрим условие (12) при .0=p  Поскольку в задаче (17) 
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отсюда очевидно, что нулевые знаменатели на границе D  могут быть лишь 
в дробных слагаемых функции ),(2 uψ  соответствующих минимальному числу .minβ  

Путем подстановки в неравенство условия (12) при 0=p  соответствующих 
значений параметров задачи (17): 
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где jj eu =ξ )(  — собственные векторы матрицы ),(2 uA  je  — n-мерный вектор, 
j-я компонента которого равна единице, а остальные равны нулю, получаем 
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Таким образом, условие (12) теоремы при 0=p  для задачи (14)–(16) примет вид 

 )\( DDu∈∀  minJj∈∃  такое, что ,0)2( 0min1
T ≠β−η xudj   

или, учитывая вид множества { },0)(:)\( 2min1 =−β= uuuDD  

 01 >∀u  minJj∈∃  такое, что .0)2( 0min1
T ≠β−η xudj  (19) 

С учетом того, что полученное условие (19) эквивалентно несовместности системы 
от одной переменной 
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доказательство утверждения 1 завершено. 
Из доказанного утверждения следует достаточно простая для практиче-

ского использования процедура проверки на точность двойственной оценки 
для конкретных задач вида (14)–(16): из первого равенства системы (18) на-
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ходим 1u  и, если оно положительное, подставляем в остальные равенства. 
Первое же нарушение равенства означает, что решение задачи (17) дает оп-
тимальное значение и точку глобального минимума задачи (14)–(16); если же 
система окажется совместной, то оценка, получаемая в результате решения 
задачи (17), может быть как равной, так и меньше оптимума задачи (14)–(16). 

В частном случае, когда кратность минимального собственного числа 
матрицы Q  равна 1 ),1( min =J  утверждение 1 может быть переписано в сле-
дующем виде. 

Утверждение 2. Если множество minJ  состоит из единственного индекса 

},,2,1{ ns K∈  и числа ds
Tη  и 0

T xsη  имеют противоположные знаки, то решение 

задачи (17) дает точку глобального максимума задачи (14)–(16) и .**
2 f=ψ  

Этому утверждению может быть дана следующая геометрическая интерпре-
тация: двойственная оценка будет точной, если векторы d  и 0x  лежат в разных 
полупространствах, образуемых гиперплоскостью, нормалью которой является 
собственный вектор sη  матрицы ,Q  соответствующий ее единственному мини-
мальному собственному числу, и которая проходит через начало координат или, 
другими словами, .0),cos(),cos( 0 <ηη xd ss  

Следует подчеркнуть, что поскольку, как отмечалось выше, задачи (1) и (2), 
(3)–(5) и (14)–(16) эквивалентны, а двойственные оценки (11) и (17) в соответст-
вующих квадратичных задачах совпадают, то результаты, сформулированные 
в утверждениях 1 и 2, справедливы также для задач (1) и (2) и (3)–(5). 

Заключение 
Многие задачи, в частности, возникающие при исследовании динамических сис-

тем, могут быть представлены в виде квадратичных экстремальных задач. И примене-
ние двойственных оценок в ряде случаев дает возможность не просто оценить опти-
мальное значение целевой функции, но и получить ее точное значение вместе с точкой 
оптимума. В утверждениях 1 и 2 сформулировано достаточно общее и практичное ус-
ловие проверки задач вида (1), (2) на возможность их решения с помощью сведения к 
задаче (14)–(16) (к задаче (3)–(5)) и нахождения двойственной оценки (17) (оцен-
ки (11)). С точки зрения вычислительной трудоемкости целесообразнее использовать 
задачу (14)–(16) и соответственно оценку (17). В этом случае матрица функции Ла-
гранжа имеет диагональный вид, что значительно упрощает на каждой k -й итерации 
решение внутренней задачи нахождения )( kk uxx =  при фиксированном ,ku  а также 
учет условия положительной определенности матрицы функции Лагранжа ).( Du∈  

В заключение отметим, что полученные результаты могут быть экстраполи-
рованы на случай использования SDP-релаксаций [15, 16] для решения рассмат-
риваемых квадратичных задач. 
 

О.А. Березовський  

ПРО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ОДНІЄЇ СПЕЦІАЛЬНОЇ 
ОПТИМІЗАЦІЙНОЇ ЗАДАЧІ, ПОВ’ЯЗАНОЇ 
З ВИЗНАЧЕННЯМ ІНВАРІАНТНИХ МНОЖИН 
ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ  

Розглянуто неопуклу задачу оптимізації, яка зустрічається при синтезі керування, 
що мінімізує область локалізації інваріантної множини сімейства нелінійних сис-
тем. Для розв’язування цієї задачі використовується еквівалентна їй квадратична 
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задача, для знаходження нижньої оцінки оптимального значення цільової функції 
якої застосовано двоїстий підхід. Сформульовано та доведено достатню умову 
того, що даний підхід дає оптимальне значення цільової функції і точку глобаль-
ного екстремуму початкової задачі. 

O.A. Berezovskyi 

ON SOLVING THE SPECIAL OPTIMIZATION 
PROBLEM RELATED TO THE DEFINITION 
OF INVARIANT SETS OF DYNAMICAL SYSTEMS  

Nonconvex optimization problem, which occurs in the synthesis of a control, minimizing 
the localization region of the invariant set of the family of nonlinear systems, is consi-
dered. To solve this problem, we use an equivalent quadratic problem to find the lower 
bound of the optimal value of the objective function in the framework of dual approach. 
The sufficient condition, that this approach gives the optimum value of the objective func-
tion and the global extremum point of the original problem, is formulated and proved. 
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