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МЕТОДЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ  
И АДАПТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

УДК 517.9 

В.А. Воронов, А.В. Лакеев, Ю.Э. Линке, В.А. Русанов 

ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ В ПРОЦЕССЕ  
ЮСТИРОВКИ МАТРИЦЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ∗ 

Теоретико-системное исследование пространства модулей линейных дина-
мических моделей минимальной дифференциальной реализации принадлежит к 
числу тех разделов математики, где ставить «естественные» вопросы гораздо лег-
че, чем отвечать на них. Первыми работами, послужившими толчком к примене-
нию современных алгебро-геометрических методов в качественной теории ли-
нейных систем, были публикации Д. Калмана и М. Хазевинкеля [1, 2]. Они сти-
мулировали новые подходы к общим проблемам идентификации и стабилизации 
(см., например, статьи [3, 4] или [5]). В частности, для разработки «геометриче-
ского каркаса» теории идентификации линейных стационарных систем управле-
ния Р. Брокетт [6] изучал глобальные топологические свойства пространства всех 
собственных рациональных передаточных mp × -матриц, у которых степень Мак-
Миллана равна n. Данная работа примыкает к этой линии исследования, дополняя 
(развивая) качественные результаты [7−9]. 

1. Постановка задачи 

В этом разделе кратко напомним некоторые из основных аналитических кон-
струкций пространства модулей линейных систем дифференциальной реализации 
минимального динамического порядка (или, что структурно эквивалентно, на-
блюдаемых динамических систем), затем сформулируем задачу по определению 
(вычислению) предпочтительной системы реализации [7] на семействе подобных 
моделей «объект−регулятор−наблюдатель», индуцированных группами преобра-
зований [10]. 

Пусть, как обычно, )(ΡmnM ×  — множество всех mn× -матриц над полем ве-
щественных чисел Ρ, в случае nm =  для упрощения обозначений будем писать 

)(ΡnM  (соответственно, )(ΧmnM ×  и )(ΧnM  — над полем комплексных чи-
сел );Χ  )(ΡnGL  — полная линейная группа степени n  над Ρ  и )(Ρnn GLSO ⊂  — 
специальная ортогональная группа; отметим, что группа )(ΡnGL  является неог-

раниченным несвязным открытым 2n -многообразием, соответственно nSO  — 
связное компактное 2/)1( −nn -многообразие (следствие 0.2.4 [10]). 

                                                           
∗ Работа выполнена при частичном финансировании гранта Президента Российской Федерации 
по государственной поддержке ведущих научных школ (НШ-5007.2014.09). 
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Рассмотрим общие уравнения движения (на временной полуоси )),0[ Ρ⊂∞  
непрерывной линейной стационарной динамической системы 

 )()(),()(/)( tCxtytButAxdttdx =+=  (1) 

с состояниями ,)( ntx Ρ∈  входами (управлением) ,)( mtu Ρ∈  выходами pty Ρ∈)(  
и матрицами ),(ΡnMA∈  ),(ΡmnMB ×∈  ).(ΡnpMC ×∈  Считаем, что уравне-

ния (1) получены апостериори в результате минимальной дифференциальной реали-
зации заданной системы управляемых динамических процессов вход−выход [7, 9], 
что определяет некоторую матричную модель — фиксированную точку ),,( CBA  
в декартовом пространстве матриц 

 ).()()(:)(,, ΡΡΡΡ npmnnpmn MMMM ×× ××=  

Пусть ),( CAQ  — матрица наблюдаемости∗ системы минимальной реализа-
ции (1) (или, что эквивалентно, nCAQ =),(rank  согласно следствию 2 [7]), и пусть 

 }),(rank:)(),,{(:)( ,,,, nCAQMCBA pmnpmn =′′∈′′′=ℜ ΡΡ  

обозначает открытое в топологии Зариского [11] подмножество наблюдаемых 
систем (1); )(,, Ρpmnℜ  как открытое подмножество нормированного пространства 

)(,, ΡpmnM  является вещественным подмногообразием в .)( pmnn ++Ρ  

Переход к новому базису в пространстве состояний nΡ  на базе трансформи-
рующей матрицы )(ΡnGLS ∈  изменяет координаты модели реализации по формуле 

 Sxz =:  (2) 

и преобразует уравнения (1) в эквивалентную им стационарную динамическую 
систему 

 ).()(),()(/)( 11 tzCStytSButzSASdttdz −− =+=  (3) 

Это определяет [10] вещественно-аналитическое действие группы Ли 
)(ΡnGL  на подмножестве динамических систем )(,, Ρpmnℜ  согласно правилу 

 ),()()(: ,,,, ΡΡΡ pmnpmnnGL GL ℜ→ℜ×ρ  

 ),,,()),,(,(ρ)),,(,( 11 −−= CSSBSASCBASCBAS GLa   

называемое действием подобия на многообразии ).(,, Ρpmnℜ  

Действие подобия GLρ задает на )(,, Ρpmnℜ  отношение эквивалентности ∼ 

 ).,,(),,(:)(),,(),,( 11 −−=′′′∈∃⇔∼′′′ CSSBSASCBAGLSCBACBA n Ρ  

Классы эквивалентности  

 )}(:),,{(:],,[ 11 ΡnGLSCSSBSASCBA ∈= −−  
                                                           
∗ Заметим, что TT1TTTTT ])(,,,[:),( CACACCAQ n−= K  — матрица управляемости для системы 

,,/ TTT xByuCxAdtdx =+=  которая называется двойственной к системе (1), поскольку управ-
ляемость одной из них эквивалентна наблюдаемости другой (отметим, что наблюдаемость — ха-
рактерное свойство системы минимальной реализации); здесь и далее в основном тексте верх-
ний индекс T, как обычно, означает операцию транспонирования. 
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отношения ∼ называются [10] орбитами действия .GLρ  Фактор-пространство по 
отношению ∼ называется пространством орбит действия GLρ  и обозначается 

 ).(/)(:)( ,,,, ΡΡΡ npmn
GL

pmn GLℜ=ℜ  

В пространстве орбит )(,, ΡGL
pmnℜ  имеется естественная топология [10], назы-

ваемая фактор-топологией и являющаяся самой тонкой из всех возможных топо-
логий на ),(,, ΡGL

pmnℜ  для которых непрерывно каноническое отображение 

 ),()(: ,,,, ΡΡ GL
pmnpmnGL ℜ→ℜπ  

 ].,,[),,(),,( CBACBACBA GL =πa  

Пространство орбит ),(,, ΡGL
pmnℜ  как правило, называют пространством модулей 

многообразия линейных систем минимальной реализации (наблюдаемых систем); это 
означает, что его точки параметризуют орбиты действия .GLρ  Перечисленные конст-
рукции переносятся на действие подобия SOρ  по специальной ортогональной груп-
пе ;nSO  можно показать [11, с. 120], что nSO  — связная компонента ортогональной 

группы ,nO  при этом справедливо равенство },,2,1:{ K=∪= kUSO k
n  где U  — 

любая окрестность единицы в nSO  (см. п. (в) предложения 1 [11, с. 118]), в этом по-

ложении )(,, ΡSO
pmnℜ  хаусдорфово, отображение SOπ  замкнутое (теорема I.3.1 [10]). 

Поэтому далее индекс GL  (соответственно SO) обозначает действие группы 
)(ΡnGL  (соответственно nSO ); при отсутствии указанных индексов индекс # оз-

начает действие либо группы )(ΡnGL , либо .nSO  
Рассмотрим матричнозначное отображение GLη  и функционалы ,GLf  SOg  

следующего вида: 
 ),()()()(:η ΡΡΡΡ nnnnGL MMMGL →××  

 ,:),,(),,( 1 ASASAASAAS GL ′′−′=′′′η′′′ −a  

 ,)()(: ΡΡΡ →× nnGL MMf  

 )},(:),({inf:),(),( 1 ΡnGLGL GLSSAASAAfAA ∈′′′η=′′′′′′ −a  

 ,)()(: ΡΡΡ →× nnSO MMg  

 },:),,(η{sup:),(),( 1
nSOSO SOSSAASSAAgAA ∈′′′=′′′′′′ −a  

где ⋅  — евклидова норма ( 2l -норма) в );(ΡnM  ниже используем факт =2S  
).(tr TSS=  Заметим, что )()(:),,(η ΡΡ nnnSO MMSOA →×′′⋅⋅  — замкнутое ото-

бражение (теорема I.1.2 [10]). 
Фиксируя терминологию, назовем матричнозначную функцию 

 ),()(:)€,,(η ΡΡ nnGL MGLAA →⋅  

где )(ΡnMA∈  и )(€ ΡnMA∈  заданы, GL -юстировкой матриц AA €,  под действи-

ем подобия .GLρ  При этом значение функционала )€,( AAfGL  назовем квазиточ-
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ностью GL-юстировки матриц ;€, AA  соответственно )€,( AAgSO  — рассогласова-
нием SO-юстировки (используется при действии группы ).nSO  Термин «квази-
точность» инициирован положением 

 ),€,()}(:)€,,(η{inf0 AAfGLSAAS GLnGL ≤∈≤ Ρ  

 )}(:{€ 1 ΡnGLSSASA ∈∈ − .0)€,()}(:)€,,(η{inf ==∈⇒ AAfGLSAAS GLnGL Ρ  

Сформулируем задачу. Определить нижнюю оценку квазиточности GL -юсти-

ровки матриц ),(ΡnMA∈  )}(:){(\)(€ 1 ΡΡ nn GLSSASMA ∈∈ −  (системы диффе-
ренциальной реализации (1) и некоторой «эталонной матрицы») через построение 
неотрицательного функционала 

 ,)()()(: ΡΡΡΡ →××σ nnnGL MMGL  

и вычислимого матричного отображения 

 ),()()(: ΡΡΡ nnn GLMMH →×  

таких, что функционал ΡΡ →′′′⋅σ )(:),,( nGL GLAA  ненулевой и при этом для лю-

бых матриц )(, ΡnMAA ∈′′′  (а, следовательно, и )€, AA  справедливо «оценочное 
отношение» 

 ).,(),),,((σ0 AAfAAAAH GLGL ′′′≤′′′′′′≤  (4) 

Замечание 1. Задача (4) (и ей подобные) мотивируется определением проек-
ции в координатное пространство )(ΡnM  орбиты действия ,GLρ  индуцирован-
ной тройкой ),,( CBA  системы дифференциальной реализации (1) и вычислением 
в ней начального приближения в схеме Ньютона−Канторовича (гл. XVIII [12]) при 
оптимизации ошибки юстировки — подгонки к фиксированной матрице ,€A  не вхо-
дящей в орбиту ],,[ CBA  и приближающей к трансформирующим матрицам из 

следствия 1 (см. также заключение в [13]); так, при 0€ =A  решение задачи «оптими-
зации» юстировки отвечает выбору системы реализации (3) с минимальной 2l -нор-

мой для 1−SAS  [8]. Заметим, что здесь можно применять различные альтернативные 
подходы; для матриц )(ΧnM  см., например, постановки в § 4, гл. VIII [14]. 

2. Геометрия орбиты действия подобия и базис реализации 

При юстировке матрицы A  объекта системы минимальной дифференциаль-

ной реализации (1) знание геометрии пространства модулей )(#
,, Ρpmnℜ  необхо-

димо для понимания алгебраической структуры орбиты действия подобия ρ . По-
этому ниже уточним некоторые орбитальные конструкции (результаты этого раз-
дела не претерпят каких-либо качественных изменений при смене 2l -нормы 

в )),(( ⋅ΡnM  на любую матричную норму); полезные сопутствующие понятия 

см. в [11, 15]. Далее )()(:Pr ,, ΡΡ npmnn MM →  — оператор проектирования на 

соответствующее координатное пространство; ясно, что для любой матрицы 

)(€ ΡnMA∈  будет выполняться равенство 

 .€)€,),(()],,[(Pr 1 AAAGLCBA nGLGLn +η=π− Ρo  
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Рассмотрим также действие группы )(ΡnGL  на множестве вещественных 
nn× -матриц согласно правилу 

 ,),(),(),()()(: 1−=τ→×τ SASASASMMGL GLnnnGL aΡΡΡ  

называемому также действием подобия на многообразии ).(ΡnM  
Орбиту матрицы )(ΡnMA∈  относительно GLτ  будем обозначать )(AGLΟ , 

т.е. )}.(:{)( 1 ΡnGL GLSSASA ∈= −Ο  

Аналогично для группы nSO  обозначим )}.(:{)( 1 ΡnSO SOSSASA ∈= −Ο  
Очевидно, что выполняется (включая смену индекса GL  на )SO  равенство 

).],,[(Pr)( 1 CBAA GLnGL
−π= oΟ  Известно, что )(AGLΟ  — гладкое подмногооб-

разие в )(ΡnM  размерности ,2 kn −  где k  — размерность стабилизатора мат-
рицы A  (или, что эквивалентно, k  — размерность ядра кольцевого коммута-
тора )),()(:)( ΡΡ nn MGLASSAS →−a  см. [15]); согласно теореме В.1.7 [11] 

),)(:)(()(Card AnnGL GLGLA ΡΡ=Ο  где AnGL )(Ρ  — централизатор матрицы A, 
при этом AnGL )(Ρ  — замкнутая подгруппа группы )(ΡnGL  (теорема 2.6.3 [11]). 

Всюду в дальнейшем, согласно определению 1.4.4 [16], матрицу )(ΡnMA∈  
будем называть недефектной (в терминологии определения 1.3.6 [16] — диагона-
лизируемой), если она подобна диагональной в )(ΧnM , в противном случае мат-
рица называется дефектной. 

Теорема 1. 1. Для дефектной матрицы )(ΡnMA∈  многообразие )(AGLΟ  не 
замкнуто в пространстве ).),(( ⋅ΡnM  

2. Многообразие )(AGLΟ  не ограничено для не скалярной матрицы ).(ΡnMA∈  
Доказательство. 1. Не теряя общности, доказательство проведем для веще-

ственного спектра матрицы A  (ниже уточним, какие детали нужно учесть для 
комплексного случая). Пусть Ρ⊂λλλλ },,,,{ 321 nK  — собственные значения 
матрицы A, и пусть A в жордановом базисе имеет хотя бы одну клетку (жорданов 
блок) порядка 2≥  для некоторого собственного значения. Примем 

},,,,,{diag:€
321 nA λλλλ= K  т.е. матрица A€  по структуре недефектная. Согласно 

теореме 3.1.11 [16], очевидно, будет ).(€ AA GLΟ∉  
Используя следствие 3.1.13 [16], получаем, что для любого числа 0≠ε  най-

дется матрица )(€ AA GLΟ∈ε  вида 
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такая, что каждое .1,1},,0{ −=ε∈ nidi  

Тогда будет выполняться неравенство ,1€€ ε−≤−ε nAA  т.е. в любой 2l -бли-

зости от A€  найдутся матрицы из ),(AGLΟ  что доказывает утверждение 1. Если у 
матрицы A  имеются комплексные собственные числа, то можно использовать 
вещественную жорданову каноническую форму (теорема 3.4.5 [16]) и аналог 
следствия 3.1.13 [16] для нее. 
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2. Заметим, что если A  не скалярная матрица, то в многообразии )(AGLΟ  

найдется не диагональная матрица .€A  Действительно, если сама A  не диагональ-

ная, то берем .€ AA =  Напротив, пусть },,,,{diag 321 nA λλλλ= K  и .21 λ≠λ  Тог-

да, полагая ,
10
11

2−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= nIS &  где +&  — прямая сумма матриц и 2−nI  — единичная 

)2()2( −×− nn -матрица, соответственно получаем, что +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λ

λ−λλ
== − &

2

1211
0

€ SASA  

},,,,{diag 321 nλλλλ+ K&  не диагональная матрица. 

Далее, берем ),(},,,,1{diag 12 Ρn
n

h GLhhhD ∈= −K  тогда, очевидно, имеем 

 ),,0(),(€ 1 ∞+∈∀∈− hADAD GLhh Ο  

и ∞→−1€
hh DAD  либо при ∞→h  (нижняя треугольная структура матрицы 

),€ 1−
hh DAD  либо при 0→h  (верхняя треугольная структура матрицы ),€ 1−

hh DAD  

либо в обоих случаях (не треугольная структура ),€ 1−
hh DAD  что в конечном итоге 

устанавливает утверждение ii).  
Если многообразие )(AGLΟ  не замкнуто, то для любой матрицы 

),(\)(€ AMA GLn ΟΡ∈  являющейся предельной точкой для ),(AGLΟ  сколь угодно 
малое неустранимое «шевеление» ее элементов может привести к ситуации, когда 

);(€ AA GLΟ∈  в [15] дан анализ, к какому простейшему виду можно привести се-
мейство матриц из ),(ΧnM  гладко зависящих от параметров, с помощью гладко 
зависящих от параметров замен координат (см. также теорему 3). В данном кон-
тексте, несмотря на «мало оптимистичный» результат теоремы 1 для дифферен-
циальной реализации (1) с дефектной матрицей ,A  заметим, что для решения 
практических задач, как правило, достаточно следующего геометрического ут-
верждения. 

Теорема 2. 1. Для недефектной матрицы )(ΡnMA∈  многообразие )(AGLΟ  

замкнуто в пространстве ).),(( ⋅ΡnM  

2. )(ASOΟ  — компакт для любой матрицы ).(ΡnMA∈  
Доказательство. Многообразие )(ASOΟ  компактно в силу п. 3 теоремы I.3.1 

[10], что подтверждает часть 2. Перейдем к доказательству утверждения 1. 
Пусть nn

nnn
A aaaaAIf +λ++λ+λ+λ=−λ=λ −

−−
1

2
2

1
1)(det)( K  — характеристиче-

ский многочлен матрицы A  ( )(ΡnMI ∈  — единичная матрица) и )(λAg  — ми-
нимальный многочлен для .A  

Определим нелинейное векторно-матричное отображение 

 ),()(: ΡΡΡ n
n

n MM ×→ϕ  

 )),()),(,),(((col:)( 1 BgBBBB Anϕϕ=ϕ Ka  

где )(),()1()( BEBEB kk
k

k −=ϕ  — сумма главных миноров матрицы B  порядка ,k  

nk ,1=  (т.е. )(Bkϕ  — коэффициент при kn−λ  в характеристическом многочлене 
матрицы ).B  
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Заметим, что для недефектной матрицы A  условие )(AB GLΟ∈  эквивалентно 

 ),0),,,((col)( 1 nnaaB K=ϕ  (5) 

где naa ,,1 K  — коэффициенты характеристического многочлена матрицы A  и n0  — 
нулевая nn× -матрица. 

То, что равенство (5) выполняется для любой матрицы ),(AB GLΟ∈  очевидно. 
Покажем обратное. Пусть (5) выполнено. Тогда из условия nA Bg 0)( =  получаем, что 
минимальный многочлен B  является делителем ).(λAg  Следовательно, B  недефект-
ная и ее спектр содержится в спектре .A  Из равенств nn aBaB =ϕ=ϕ )(,,)( 11 K  по-
лучаем, что характеристический многочлен B  совпадает с ),(λAf  поэтому в спектре 
матрицы B  содержатся все собственные числа матрицы A  и с той же кратностью. 

Из доказанного выше получаем, что )0),,,((col)( 1
1

nnGL aaA K−ϕ=Ο  и, сле-
довательно, орбита )(AGLΟ  замкнута, так как очевидно, что отображение ϕ  не-
прерывно.  

Замечание 2. Несмотря на то, что приведение матрицы к жордановой нор-
мальной форме — по существу неустойчивая операция (данная форма разрывно 
зависит от элементов исходной матрицы), ход доказательства теоремы 2 позволя-
ет заключить, что многообразие∗ 

 )}(det)(det&)('),(:{ 1 AIAIMAGLSSAS nn −λ=′−λ∈∈′∪ − ΡΡ  

замкнуто, так как равно ),(1
1

kk
n

k
a−

=
ϕ∩  где niia ,,1}{ K=  — коэффициенты характери-

стического многочлена );(det EI −λ  это уточняет положение, когда матрица A  
имеет кратные собственные значения (не только вещественные). 

Теорема 2 приводит к некоторым важным выводам, касающимся разре-
шимости задачи оптимизации нормы юстировки матриц ,A  ,€A  которые пере-
числены ниже. 

Следствие 1. При юстировке матриц ),(ΡnMA∈  )(\)(€ AMA GLn ΟΡ∈  су-

ществуют такие трансформирующие матрицы ,, *****
nSOSS ∈  что выполнимы 

равенства 
 },:)€,,({sup)€,,( ***

nSOSO SOSAASAAS ∈η=η  

 }.:)€,,({inf)€,,( **
nSOSO SOSAASAAS ∈η=η  

Для недефектной матрицы A  найдется ),(* ΡnGLS ∈  для которой 

 )}.(:)€,,({inf)€,,( * ΡnGLGL GLSAASAAS ∈η=η  (6) 

Доказательство. Первые два равенства вполне прозрачны, поэтому подтвер-
дим (6). Пусть .€: AAr −=  Тогда множество GL-юстировки матриц ,A  A€  

 )(}€:)({: ArAAMAW GLn Ο∩≤−′∈′= Ρ  

                                                           
∗ Данное многообразие — объединение всех орбит ),(GL A′Ο  отвечающих матрицам A′  с харак-
теристическим многочленом, как у исходной матрицы A (т.е. не обязательно, что A′  подобна A); 
из теорем 1 и 2 следует, что среди означенных орбит )(AGL ′Ο  замкнута лишь одна, та, что отве-
чает матрице ,A′  для которой минимальный многочлен не имеет кратных корней. 
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компактное (поскольку многообразие )(AGLΟ  замкнутое), отсюда 

 },:€{inf)€,,*(&**:)(* 1 WAAAAASWASSGLS GLn ∈′−′=η∈∈∃ −Ρ  

что подтверждает (6); т.е. )€,,( * AASGLη  — расстояние от A€  до компакта W  в 

метрике Хаусдорфа, при этом существование матрицы *S  — очевидное следст-
вие того, что числовая функция Ρ→−′′ WAAA :€a  достигает на компакте W  
нижней (впрочем, и верхней) грани.  

Теорема 3. Если порядок n  системы дифференциальной реализации нечет-
ный, то многообразие )(AGLΟ  линейно связное. 

Доказательство не приводим, так как оно элементарно вытекает из рассужде-
ний, привлекающих линейную связность подгруппы матриц из )(ΡnGL  с положи-
тельным детерминантом (см. 1.5.14 [17]); означенная линейно связная компонента — 
открытое множество в );),(( ⋅ΡnM  линейно связное пространство связно, но об-
ратное неверно, в силу чего линейно связные компоненты (максимальные линейно 
связные подмножества) не обязательно должны быть замкнутыми множествами. 
На геометрическом языке этот результат гласит: при нечетном минимальном ди-
намическом порядке для действия подобия нет структурных препятствий, чтобы 
перевести базис системы (1) в базис системы (3) непрерывным движением (иными 
словами, деформацией, трансформирующей матрицы S  в области орбиты 

));(AGLΟ  это, в частности, при четном n  делает проблематичным использование 

метода Ньютона−Канторовича в вычислении трансформирующей матрицы ,*S  
удовлетворяющего следствию 1, и методологически оправданным (в данной си-
туации) использование группы преобразований .nSO  

3. Оценка квазиточности юстировки матриц 

Начнем этот раздел с простого факта: для любых матриц )(€,, ΡnMAAH ∈  
существует (и притом единственная) вещественная симметричная положительно-
полуопределенная матрица )()€,( 2 ΡnMAAG ∈  такая, что справедливо связываю-
щее равенство 
 ,€)€,( 2T HAHAhAAGh −=  

где ),(][ Ρnij MHh ∈=  nhh ,,1 K  — столбцы матрицы H  и .),,(col:
2

1
n

nhhh Ρ∈= K  

Явное выражение для матрицы )€,( AAG  легко получить, используя конструкцию 
прямого произведения (см., например, § 8.5 [18]): 

 ,)€,( T FFAAG =  .€T IAAIF ⊗−⊗=  

В контексте нижеследующей теоремы отметим (переходя к построениям над 
полем Χ ), что собственные значения 22 nn × -матрицы )(2 ΧnMF ∈  (кронекеров-

ская разность TA  и )€A  совпадают с 2n  числами ,ji vv ′−  где nvv ,,1 K  — собст-

венные значения матрицы )(ΧnMA∈  и nvv ′′ ,,1 K  — собственные значения 

)(€ ΧnMA∈  (теорема 8.3.1 [18]). Ясно, что 2/1)(tr GF =  и все 2n  собственных 

значений матрицы )€,( AAG  лежат на полуоси .),0[ Ρ⊂∞  

Теорема 4. При юстировке матриц ),(ΡnMA∈  )(\)(€
GL AMA n ΟΡ∈  справед-

ливы оценки квазиточности и рассогласования 
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 ,)))€,((()€,( 2/1
min AAGnAAfGL λ≥  

 ,)))€,((()€,(}:)€,,({sup 2/1
max AAGnAAgSOSAAS SOnSO λ≤≤∈η  

где ))€,(()),€,(( maxmin AAGAAG λλ  — соответственно минимальное и максималь-

ное собственные значения матрицы ).€,( AAG  

Доказательство. Поскольку при GL-юстировке матриц ,A  A€  справедливы 
положения 
 ),€,,()€,,(0, AASAAcScc GLGL η=η⇒≠∈Ρ  

 ,1 2/11 nSS ≥⇒= −  

проверяемые непосредственно и, сверх того, группа )(ΡnGL  — открытое множество, 
всюду плотное в пространстве ),),(( ⋅ΡnM  то имеет место цепочка следующих 
отношений: 

 ≥∈= − )}(:)€,,(η{inf)€,( 1 ΡnGLGL GLSSAASSAAf  

 ==∈η≥ }1),(:)€,,({inf 2/1 SGLSSAASn nGL Ρ  

 ==∈−= }1),(:€{inf 2/1 HMHHAHAn n Ρ  

 =∈−= 2/122 )})(:/€{(inf ΡnMHHHAHAn  

 ,)))€,(((}):/)€,({(inf 2/1
min

2/1TT AAGnhhhhAAGnh nn λ=∈= ×Ρ  

где 
2

),,(col: 1
n

nhhh Ρ∈= K  — вектор, индуцированный матрицей ),(][ Ρnij MHh ∈=  

))€,((min AAGλ  — минимальное собственное значение матрицы );€,( AAG  этим за-

мечанием завершаем построение нижней оценки квазиточности )€,( AAfGL  при 

GL-юстировке матриц A , A€ . 
Теперь обозначим основные аналитические элементы верхней оценки 

:)€,(SO AAg  

 =≤∈η )€,(}:)€,,({sup AAgSOSAAS SOnSO  

 =∈= − }:)€,,(η{sup 1
nSO SOSSAASS  

 ≤∈−= 2/122 }):/€{(sup nSOSSSASAn  

 ,)))€,(((}):/)€,({(sup 2/1
max

2/1TT AAGnqqqqAAGqn nn λ=∈≤ ×Ρ  

где ))€,((max AAGλ  — максимальное собственное значение матрицы )€,( AAG .  
Подведем итоги: в контексте решения задачи (4) при доказательстве теоре-

мы 4 показали, что любой собственный вектор ),,(col 1 nhh K  матрицы ),€,( AAG  

отвечающий )),€,((min AAGλ  индуцирует матрицу ).(][ Ρnij MhH ∈=  При этом 

если ),(ΡnGLH ∈  то при действии ρGL матрицу H  по существу можно рассматри-
вать в качестве «приближенного» решения при вычислении квазиточности GL-юсти-
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ровки матриц ,A  .€A  Иными словами, если ,0det ≠H  где H  отвечает (как собст-

венный вектор матрицы )€,( AAG ) собственному значению )),€,((min AAGλ  то с ал-
горитмической точки зрения несложная конструкция 

 2/1
min

12/1 )))€,(((€)€,,( AAGnHHAHAnAAHGL λ=−=σ −  (7) 

удовлетворяет условию (4), сводя задачу оценки квазиточности GL-юстировки к 

очевидной задаче вычисления собственных значений матрицы ).€,( AAG  В про-
тивном случае (поиск решения (4) при )0det =H  можно исходить из простого 
факта, что в любой « 2l -близости» от матрицы H  всегда найдется (поскольку 
группа )(ΡnGL  всюду плотна в многообразии )(ΡnM ) трансформирующая мат-
рица ),(ΡnGLS ∈  реализующая (согласно теореме 4) оценку (4). 

Замечание 3. Геометрический смысл сказанного можно сформулировать сле-
дующим образом: если порядок n  нечетный и ,0det <H  где H  выбирается со-
гласно условию (7), то в силу теоремы 3 трансформирующая матрица )(ΡnGLH ∈−  
тоже определяет решение (4), для которого (в отличие от )H  существует непре-
рывный путь в многообразии )(AGLΟ , соединяющий исходную матрицу A (мат-

рицу системы (1)) и матрицу 1−HAH  (матрицу системы (3)); т.е. существует не-
прерывное отображение замкнутого интервала в )(AGLΟ  с начальной точкой в A  

и концевой в ,1−HAH  что важно для адаптивных систем, основанных на методах 
идентификации [20]. Если при выполнении (7) имеет место 0det <H  и порядок n 
системы реализации четный, то для трансформирующих матриц H  и H−  такой 
путь отсутствует. 

Пример. Ниже (в логарифмической шкале) приведен вариант расчета )8( =n  

собственных значений матрицы ).€,( AAG  

0 
– 15 

–10 

– 5  

0 

10 20 30 40 50 60 i

5 

iλln  

 
 

Приведем еще одно (последнее) рассуждение: Калман полагал, что «в теории 
систем задача реализации играет центральную роль» [19, с. 267], при этом, рас-
сматривая [19, c. 286] задачу реализации как «попытку угадать уравнения 
движения динамической системы по поведению ее входных и выходных сиг-
налов», в п. 4 [19, c. 287] отмечал, что так или иначе, задача выбора системы ко-
ординат в пространстве состояний несущественна, так как то, каким образом обо-
значать внутреннее состояние системы, не имеет никакого содержательного фи-
зического значения. Оставляя в стороне вкусы и личные точки зрения (см. 
заключение в [21]), невозможно отрицать, что даже частичное приятие означенно-
го обстоятельства по существу не имеет серьезных, по крайней мере, весьма глу-
боких последствий, если апеллировать (в критическом аспекте) к замечанию 1. 
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В.О. Воронов, А.В. Лакєєв, Ю.Е. Лінке, В.А. Русанов 

ОЦІНКА ТОЧНОСТІ В ПРОЦЕСІ  
ЮСТИРУВАННЯ МАТРИЦІ ІДЕНТИФІКАЦІЇ 
На базі геометричних інваріантів простору модулів багатовиду лінійних дина-
мічних систем мінімальної диференціальної реалізації визначаються, в певній 
мірі вивчаються і будуються довірчі оцінки точності юстирування матриці по-
дібності (також і для компактних груп перетворень) багатовимірної керуючої 
системи, ідентифікованої в просторі станів мінімальної вимірності. 

V.A. Voronov, A.V. Lakeyev, Yu.E. Linke, V.A. Rusanov 

ASSESSMENT OF ACCURACY IN THE PROCESS 
OF ADJUSTMENT OF THE IDENTIFICATION MATRIX 
On the basis of geometric invariants of the space of moduli of manifolds for linear 
dynamical systems of minimum differential realization constructed are estimates of 
the adjustment accuracy for the similarity matrix of the a posteriori modeled (identi-
fied) multidimensional system in the state space of minimum dimension. 
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