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СИЛЬНЫЙ ГЛОБАЛЬНЫЙ АТТРАКТОР 
ТРЕХМЕРНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ  
НАВЬЕ–СТОКСА В НЕОГРАНИЧЕННОЙ 
КАНАЛОПОДОБНОЙ ОБЛАСТИ∗  

Введение 

Важной задачей исследования качественного поведения решений эволюционных 
диссипативных систем является изучение глобального аттрактора (минимального 
компактного множества, притягивающего все траектории системы) [1, 2]. При этом 
использование современных методов нелинейного и многозначного анализа дает 
возможность обобщения результатов теории глобальных аттракторов на класс 
диссипативных некорректно поставленных задач [3, 4]. Особое место среди таких 
задач занимает 3D-система Навье–Стокса [5]. В данном направлении проводились 
исследования как в случае ограниченной области [1], так и в неограниченных облас-
тях [6]. Однако на сегодняшний день для трехмерной системы уравнений Навье–
Стокса известны результаты лишь в слабой топологии фазового пространства [7–9]. 
Один из методов изучения данной проблемы заключается в анализе различных 
модификаций системы с дальнейшим граничным переходом. В данной работе рас-
смотрена одна из таких модификаций [10, 11]), совпадающая с немодифицированной 
3D-системой Навье–Стокса при ограниченных градиентах скоростей. В [10] задача 
рассмотрена в ограниченной области, для исследуемой системы доказано сущест-
вование глобального аттрактора соответствующей полугруппы в сильной топологии, а 
также показана его сходимость ко множеству ограниченных полных траекторий 
немодифицированной системы. В данной работе эти результаты обобщены на случай 
неограниченных областей, удовлетворяющих неравенству Пуанкаре. Отметим, что 
ранее близкий круг вопросов был рассмотрен в [12], где рассматривалась система 
Бенара с указанной модификацией в неограниченной области. Однако результаты [12], 
применяемые к исследуемой системе, гарантируют лишь потраекторное притяже-
ние в слабой топологии фазового пространства. Таким образом, полученные в данной 
работе результаты о существовании и свойствах глобального аттрактора в сильной 
топологии являются новыми.  

Постановка задачи 

Пусть 3R⊂Ω  — область, удовлетворяющая неравенству Пуанкаре:  
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Положим, что 
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Тогда H  и V  — гильбертовы пространства со скалярными произведениями и 
нормами:  
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Таким образом, вложение ∗⊂⊂ VV H  плотно и непрерывно. Кроме того, 
выполняется неравенство Пуанкаре:  
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В цилиндре Ω×)(0,= TQ  рассмотрим задачу, 
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Рассмотрим слабую постановку задачи (1): найти такой элемент ,),(= xtuu  что 
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где ,),,()(=),,( 1 wvubvFwvub NN  RVVV →××:b  — трилинейная непрерыв-
ная форма, заданная равенством 
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В дальнейшем покажем, что для Hu ∈∀ 0  задача (2) имеет единственное 
решение ,u  удовлетворяющее начальному условию .=(0) 0uu  Продолжим это 
решение на )(0, ∞+  и в результате получим корректно определенную полу-
группу :}:)({ 0≥→ tHHtS  
 ,=(0)),(=)( 00 uutuutS  (3) 
где )(⋅u  — решение (2). 
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Определение 1. Компактное множество HNAA ⊂)(=  называют глобальным 
аттрактором [2] полугруппы ,)}({ 0≥ttS  если 

1) AtSA )(=  ;0≥∀t  
2) для произвольного непустого ограниченного множества HB ⊂  

,0),)(( →ABtSdist  ∞→t .  
Основной целью работы является доказательство существования связ-

ного глобального аттрактора )(= NAA  полугруппы (3), а также сходимости 
)(NA  при ∞→N  ко множеству полных ограниченных траекторий D3 -

системы Навье–Стокса.  
Основные результаты 

В дальнейшем рассмотрим эквивалентную (2) операторную постановку зада-
чи в пространстве :∗V  
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где ∗→ VV:A  — оператор Стокса, оператор ∗→× VVV:NB  задан равенством 
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Кроме того, справедливо неравенство 

 .),( 1ucNvuBN ⋅⋅≤∗V  (5) 

В силу (5) произвольное решение задачи (2) принадлежит классу  
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Теорема 1. Для каждого Hu ∈0  существует единственное решение (2), удов-
летворяющее начальному условию .=(0) 0uu  

Доказательство. Воспользуемся схемой из [5]. Пусть Vw ii ⊂≥1}{  — система 
линейно независимых элементов, тотальная в .V  Каждое приближенное решение 
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ных уравнений:  
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с начальным условием  

 .прив=(0) 00 ∞→→ nHuuu nn  (7) 

Для каждого ,1≥n  для всех V∈vu,  функция NF  удовлетворяет оценке [11] 
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Таким образом, функция  
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является локально липшицевой. Из теоремы Пикара получаем, что задача Ко-

ши (6), (7) имеет единственное решение nu  на .][0, nT  Поскольку ,0=),,( vvubN  
из (6) получаем 
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Используем неравенство Пуанкаре и лемму Гронуолла. Получаем оценку 
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Из (10), (11) следует, что TTn =  и  

 1}{ ≥n
nu  — ограниченная в )(0, TW  последовательность. (12) 

Таким образом, существует такое ,)(0, TWu∈  что, по крайней мере, по подпосле-
довательности справедливы сходимости 

 uun →  *-слабо в );;(0, HTL∞  
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В силу (5), (12) последовательность 1)},(={ ≥−ν− n
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N
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в .);(0,2 ∗VTL  Аналогично [5] получаем существование таких ,0>γ  ,0>c  что 
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где 
n

u  — преобразование Фурье функции nu  (положим 0=)(tun  вне отрезка 
).][0, T  Используем теорему о компактности с дробными производными [5]. 

Получим, что для произвольной подобласти ,}<{= rxr ∩ΩΩ  по крайней мере, 

по подпоследовательности справедлива сходимость 
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В силу призвольности значений 0>r  и (15) получим  

 .при)(0,навездепочти),(),( ∞→Ω×→ nTxtuxtun  (16) 

Покажем, что функция )(0, TWu∈  является решением (2). Для этого достаточно 
обосновать (для каждого фиксированного )j  граничный переход в равенстве:  



Международный научно-технический журнал 
«Проблемы управления и информатики», 2015, № 6 71 

 +ψν+ψ−ψ′− ∫∫ dtwttuwudtwttu j
n

T

j
n

j
n

T

1
0

0
0

))(),(((0)),())(),((  

 0,=))(,())(),(),((
00

dtwtfdtwttutub j

T

j
nn

N

T
ψ−ψ+ ∫∫  (17) 

где ,])([0,1 TC∈ψ  .0=)(Tψ  Из (13) получаем нужные сходимости для первых 
трех слагаемых равенства (17). 
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Вследствие (15) и справедливости вложения rjw Ω⊂supp  для некоторого 0>r  

получаем 
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Осталось доказать, что .),())((=),( 1 xtutuFxtz N  Сначала покажем, что  

 .привсехпочтидляв)()( ∞→→ nttutun V  (20) 

Из (19) следует, что )(0, TWu∈  удовлетворяет уравнению 
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Это означает выполнение энергетического равенства:  

 .))(,(2(0)=)(2)(
0

22
1

0

2 dppufudpputu
tt

∫∫ +ν+  (22) 

Из (10), (22), (7) и (13) получаем 
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Таким образом,  
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С другой стороны, в силу слабой сходимости  
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Таким образом,  
 .при);(0,в 2 ∞→→ nTLuun V  (24) 
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Из (24) получаем сходимость (20) по подпоследовательности. Из (15) следует, что 
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Вследствие (18) справедливо равенство 
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Таким образом, u  — решение (2) и .=(0) 0uu  
Докажем единственность. Пусть ,= vuw −  где u  и v  — решения (2). 

Воспользуемся рассуждениями, аналогичными [11]. Тогда из (8) и неравенства  

 ,),,( 2/1
1

2/1
110 wwvucwvub ≤  

получаем 

 .),,(),,( 242
1 wNcwwvvbwuub NN ⋅⋅+ν≤−  

Из равенства  

 )),,(),,(2(=)(2)( 2
1

2 wvvbwuubtwtw
dt
d

NN −−ν+  

следует 

 .)(2)()( 242
1

2 twNctwtw
dt
d

⋅⋅≤ν+  (25) 

Из неравенства Гронуолла получаем, что ,0)( ≡tw  как только .(0)=(0) vu  
Теорема доказана.  
Произвольность значения 0>T  позволяет утверждать, что каждое решение (2) 

определено на .)[0, ∞+  Тогда формула (3) корректно определяет полугруппу 
.}:)({ 0≥→ tHHtS  

Теорема 2. Для полугруппы ,)}({ 0≥ttS  определенной формулой (3), сущест-
вует глобальный аттрактор в фазовом пространстве ,H  ограниченный в H  
равномерно по .N  

Доказательство. Из оценки (25) следует непрерывность HHtS →:)(  для 
всех .0≥t  Каждое решение (2) почти везде удовлетворяет равенству 
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Из неравенства Пуанкаре и леммы Гронуолла получаем оценку 
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Из (27) следует, что 0)}({ ≥ttS  диссипативна с поглощающим множеством  
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т.е. для любого непустого ограниченного множества HB ⊂  существует такое 
значение ,)(BT  что  
 .)()( 0BBtSBTt ⊂≥∀  (28) 
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Докажем асимптотическую компактность полугруппы .)}({ 0≥ttS  Это значит, 

что для произвольных последовательностей ,}{ 1
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таких, что для некоторого 0>R  ;0 Run ≤  :∞↑nt  
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Отметим, что согласно [1] асимптотическая компактность полугруппы и 
выполнение (28) гарантируют существование глобального аттрактора 0)(= BNAA ⊂  
для полугруппы 0)}({ ≥ttS  в фазовом пространстве .H  

Докажем утверждение (29). Воспользуемся методом энергетических ра-
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Рассуждая аналогично [6], получим сходимость nu  к u  в смысле (15), (16). Тогда 
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Из плотности вложения V  в V  получаем выполнение (21) для .u  Более того, для 
почти всех )(0, Tt∈  справедливо равенство:  
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Из (15) получаем, что ,0>r∀  )()( tutun →  в 32 ))(( rL Ω  для почти всех )(0, Tt∈  
при ∞→n . Таким образом, для всех ,Vv∈  для почти всех :)(0, Tt∈  →)),(( vtun  
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)),(( vtu→  при ∞→n . Из (32) следует равномерная ограниченность и равно-
степенная непрерывность на ][0, T  последовательности функций .)}),({( 1≥nn vtu  
Поскольку ,)];([0, HTCu∈  

 .],[0,,при)),(()),(( VvTtnvtuvtun ∈∀∈∀∞→→  

Из критерия слабой сходимости, в силу плотности вложения V  в ,H  имеем 
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1222 dttutufeeuTu nn
Tt

T
T

nnn −+ξ
−νλνλ−

∫  (37) 

Тогда из (13) следует, что  

 )).(,(2(0)suplim)]([2inflim )(1

0

122)(1

0

2 tufeeudttue Tt
T

T
n

n

Tt
T

n
n

−νλνλ−

∞→

−νλ

∞→
∫∫ +≤+ξ (38) 

Применив теперь (36) к ,u  имеем 

 .))]([))(,((2(0)==)( 2)(1

0

1222 dttutufeeuTu Tt
T

T
−+ξ

−νλνλ−
∫  (39) 

Из (38) и (39) получим 

 .(0)(0)supliminflim 212122 ξ+−≤ξ
νλ−νλ−

∞→∞→

TT
n

n
n

n
eueu  (40) 

Из (27) следует, что для любого 0>T   

 ≤≤≤
∞→∞→

222 (0)suplim(0)inflim(0) n
n

n
n

uuu  

 1.22suplim 2
2
1

2
2

2
1

2
)(120 +

λν
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

λν
+≤

−νλ−

∞→
ffeu Tntn

n
 

Следовательно, из (40) при ∞→T  получаем, что  

 .inflim 22 ξ≤ξ
∞→

n
n
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Последнее неравенство совместно со слабой сходимостью nξ  к ξ  в H  гаран-
тирует предкомпактность последовательности 1}{ ≥ξ nn  в .H  

Теорема доказана.  
Замечание 1. Из результатов общей теории глобальных аттракторов [1] 

следует, что аттрактор ,)(= NAA  полученный в теореме 2, является связным 

устойчивым подмножеством в фазовом пространстве H  и состоит из 
ограниченных полных траекторий, т.е. ,Az∈∀  ::)( HRu →⋅∃ ,=(0) zu  

 ).(=)()(,,0 τ+τ∈τ∀≥∀ tuutSt R  

Далее, поскольку ,1≥∀N  ,21:=)( 2
2
1

2
2

0
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

λν
+≤∈⊂ fuHuBNA  имеем не-

пустой w  — верхний предел Куратовского для :)}({ 1≥NNA  

 }.вприслабо),(:{=)(suplim= HkuuNAuHuNAw
kNkkN ∞→→∈∃∈−Θ  

Теорема 3. Через каждую точку Θ∈0u  проходит полная траектория 3D-сис-

темы Навье–Стокса ,:)( Hu →⋅ R  причем ,R∈∀t  .)( 0Btu ∈  

Доказательство. Рассмотрим любое ,00 Bu N ∈  такое, что 00 uu N →  слабо 

в H  при ∞→N . Покажем, что решение (2) ,)(⋅Nu  удовлетворяющее началь-

ному условию ,=(0) 0
N

N uu  сходится в смысле (13) к ,)( TWu ∈⋅  где )(⋅u  
удовлетворяет уравнению 

 ,,),(=),,(),(),( 1 Vvvfvuubvuvu
dt
d

∈∀+ν+  (41) 

с начальным условием  
 .=(0) 0uu  (42) 

Действительно, поскольку 1≥∀N  )(⋅Nu  удовлетворяет (10), (11), ,1)(0 ≤≤ rFN  то 

 1}{ ≥NNu  ограничена в ;TW  

 
1≥⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

N

N
dt

du  ограничена в ).;(0,3/4 ∗VTL  
(43)

 

Таким образом, существует такая ,TWu∈  что с точностью до подпоследова-
тельности uuN →  в смысле (13). Кроме того, из (43) следует, что V,∈∀v  

Thtt ≤+≤∀ <0   

 ;)),()(( 4/1
1hvcvtuhtu TNN ≤−+  

 .)()( 4/12

0
hcdttuhtu TNN

hT
≤−+∫

−
 

Отсюда получаем сходимость Nu  к u  в смысле (15), (16). 
Для дальнейшего доказательства воспользуемся леммой. 
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Лемма [10]. Пусть TN

T
Kdttu ≤∫

2
1

0
)( . Тогда 1≥∀p   

 ).(0,впри1))(( 1 TLNuF p
NN ∞→→⋅  (44) 

Покажем, что Vv∈∀   

 .)),(),(()),(),((
00

dtvtutubdtvtutub
T

NNN

T

∫∫ →  (45) 

Поскольку rV Ω⊂supp  для некоторого ,0>r  то в силу сходимостей (13), (15) 
получаем, что  

 .,)),(),(()),(),((
00

∞→→ ∫∫ Ndtvtutubdtvtutub
T

NN

T
 (46) 

Кроме того,  

 ).,()()()),(),(( 2
3))((

2
1

2

0

2

0
vTcvtutudtvtutub

rLNN

T

NN

T
≤≤

Ω∞∫∫  (47) 

Из (44), (46), (47) и леммы получаем требуемую сходимость (45). Это позволяет 
перейти к пределу при ∞→N  в (2) и получить в результате, что u  
удовлетворяет (41) для всех Vv∈  и, таким образом, для всех .V∈v  При этом 
аналогично (35)  

 ],[0,,привслабо)()( TtNHtutuN ∈∀∞→→  (48) 

в частности, .=(0) 0uu  

Пусть Θ∈0u . Тогда :)(0 NAu N ∈∃ 00 uu N →  слабо в .H  Пусть Hu N →R:  — 

полная траектория, для которой ,=(0) 0
NN uu  .)()( 0BNAtu N ⊂∈  Воспользо-

вавшись стандартными рассуждениями [10], на каждом конечном интервале 
получаем сходимость последовательности Nu  к полной траектории 3D-системы 

Навье–Стокса ,:)( Hu →⋅ R  ,=(0) 0uu  причем в силу (48) R,∈∀t  .)( 0Btu ∈  
Теорема доказана.  

Заключение 

Таким образом, в работе изучена модифицированная система, совпадающая 
с 3D-системой Навье–Стокса при ограниченных градиентах скоростей, в неогра-
ниченной области, удовлетворяющей неравенству Пуанкаре. Для исследуемой 
задачи получена теорема о существовании и единственности решения задачи 
Коши (теорема 1). Для соответствующей полугруппы, определенной формулой 
(3), с помощью теории глобальных аттракторов бесконечномерных динамичес-
ких систем доказано существование глобального аттрактора (теорема 2). Более 
того, показана его близость ко множеству ограниченных полных траекторий не-
модифицированной 3D-системы Навье–Стокса (теорема 3). 
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Н.В. Горбань, О.В. Капустян, О.А. Капустян, О.В. Хоменко 

СИЛЬНИЙ ГЛОБАЛЬНИЙ АТРАКТОР ТРИВИМІРНОЇ 
СИСТЕМИ РІВНЯНЬ НАВ’Є–СТОКСА 
В НЕОБМЕЖЕНІЙ КАНАЛОПОДІБНІЙ ОБЛАСТІ 

Розглянуто модифіковану тривимірну систему Нав’є–Стокса в необмеженій 
області, що задовольняє нерівності Пуанкаре. Доведено однозначну глобальну 
розв’язність, для відповідної напівгрупи встановлено існування глобального 
атрактора в сильній топології фазового простору, показано збіжність одержаних 
атракторів до множини повних обмежених траєкторій 3D-системи Нав’є–Стокса. 

N.V. Gorban, A.V. Kapustyan, E.A. Kapustyan, O.V. Khomenko 

STRONG GLOBAL ATTRACTOR  
FOR THREE-DIMENSIONAL NAVIER–STOKES 
SYSTEM OF EQUATIONS IN UNBOUNDED  
DOMAIN OF CHANNEL TYPE 

The modified three-dimensional Navier–Stokes system in unbounded domain 
satisfying the Poincare inequality is considered. The unique global solvability is 
proved, the existence of a global attractor for the corresponding semigroup in the 
strong topology of the phase space, is obtained the convergence of these attractors to 
the set of complete bounded trajectories of 3D-Navier–Stokes system is shown. 
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