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Введение 

В последнее десятилетие наблюдается стремительное развитие и внедрение 
различных телекоммуникационных сетей. Этому в значительной степени способ-
ствуют современные достижения информационных технологий. Перед разработ-
чиками стоят как задача создания надежно функционирующих сетей, так и все-
возможные оптимизационные задачи, связанные, в частности, с минимизацией 
вероятности потери поступающих заявок. Успешное решение этих задач связано, 
прежде всего, с построением адекватных моделей и разработкой численных 
методов, позволяющих с высокой точностью оценивать показатели эффективности 
систем. Традиционный путь построения моделей основан на теории массового 
обслуживания. Если входящие потоки заявок считать пуассоновскими, то в неко-
торых наиболее простых случаях стационарные вероятности состояний системы 
находятся с помощью формул Эрланга (или соответствующих аналогов). Однако 
для подавляющего большинства моделей не удается найти аналитические формулы 
для оценки показателей эффективности систем. Поэтому основной упор сделан 
на приближенные методы расчета. 

Значительная часть работ сосредоточена на исследовании систем массового 
обслуживания в условиях малой загрузки [1–8]. При этом сочетание регенеративного 
метода с методом малого параметра позволяет строить асимптотические оценки 
как для стационарных, так и нестационарных характеристик. В современных 
телекоммуникационных системах интенсивности входящих потоков весьма высоки 
(высокая загрузка) [9, 10]. Поскольку стационарная вероятность отсутствия 
требований в системе крайне мала, применение регенеративного подхода 
принципиально невозможно. В этом случае для стационарного распределения 
количества требований в системе строят гауссовскую аппроксимацию [11, 12] 
(нестационарные характеристики особого интереса не представляют). 

Моделирование системы ∞// GGI  методом Монте-Карло (для сбора стати-

стики) и последующее использование 2χ -критерия показали, что при увеличении 
загрузки (отношение среднего времени обслуживания к средней длине про-
межутка между поступающими требованиями) стационарное распределение 
количества требований в системе действительно стремится к нормальному. 
Однако данную гипотезу нормальности можно принять лишь при весьма зна-
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чительной загрузке (несколько сотен). Если же загрузка меньше ста, то во всех рас-
смотренных случаях гипотезу следует отвергнуть. Кроме того, аппроксимация нор-
мальным распределением дает еще б⊄льшую погрешность, если оценивается 
малая вероятность превышения большого уровня (именно данная вероятность 
представляет наибольший практический интерес). 

Моделирование методом Монте-Карло также обладает ограниченной обла-
стью применения, поскольку трудоемкость метода обратно пропорциональна оце-
ниваемой вероятности. В последние годы интенсивно развиваются специальные ме-
тоды Монте-Карло, направленные на уменьшение дисперсии оценки [13–16]. Эти 
методы, известные еще как методы ускоренного моделирования, позволяют достичь 
заданной точности вычислений при относительно небольших затратах времени. 

В настоящей статье рассматривается система ∞// GGI  (рекуррентный входя-

щий поток, определяемый функцией распределения ,)(),(
0

∞<=τ ∫
∞

xdFxxF F  время 

обслуживания имеет функцию распределения ),(xG  ,)(
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∞<=τ ∫
∞

xdGxG  беско-

нечное число обслуживающих каналов). Целью исследования является разработка 
метода ускоренного моделирования, позволяющего с требуемой точностью оцени-
вать вероятности }{ rQr ≥ν=P  и }{ )0()0( rQr ≥ν=P  при .∞→ττ FG  Здесь )0(ν  — 
количество заявок в системе в стационарном режиме, а ν  — количество заявок 
в стационарном режиме, находящихся в системе в момент поступления заявки. 

Оценка вероятностей rQ  и (0)
rQ  методом существенной выборки 

Обозначим },2,1,{ K=ξ ii  и },2,1,{ K=η ii  независимые последовательно-
сти независимых случайных величин, определяемых функциями распределения 

)(xF  и )(xG  соответственно. Предположим, что существует плотность распре-
деления ).(')( xFxf =  Рассмотрим вначале вычисление .rQ  Пусть в момент 0=t  
система находится в стационарном режиме и поступает заявка. Тогда моменты 
поступления заявок образуют простой процесс восстановления, уходящий в про-
шлое и определяемый функцией распределения ).(xF  Справедливо следующее 
соотношение: 
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где )(⋅I  — индикатор соответствующего события. Выражение в фигурных скобках 
означает событие «обслуживание, по крайней мере, r  из n  заявок, поступивших 
последними, не окончится к моменту 0=t ». 

Формула (1) позволяет моделировать вероятность rQ  методом Монте-Карло. 
Поскольку при увеличении r  вероятность события в фигурных скобках стремится 
к нулю, вычислительные затраты неограниченно возрастают. Для уменьшения 
дисперсии оценки воспользуемся методом существенной выборки. Вероятность ука-
занного события можно увеличить, уменьшив значения }.{ jt  Пусть )}({ xH j  — не-

которые функции распределения положительных случайных величин, )}({ xh j  — 

соответствующие плотности распределения.  
Тогда 



Международный научно-технический журнал 
«Проблемы управления и информатики», 2016, № 1 91 

n
n

j
jj

n

jjj

j
ii

n

i
n

n
r dtdtth

th
tf

rttIQ KK

43421

K 1
1 1

1
10 0

)(
)(
)(

)(lim ∏ ∏∑∫ ∫
= ==

∞ ∞

∞→ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥++>η= P . (2) 

Положим ,)()( jjjj xFxxH α=<ξα= }P{  где ]1,0(∈α j . Иначе говоря, 

уменьшаем интервал между поступлением )1( −j - и j -й заявок пропорциональ-

но .jα  В этом случае )(1)( j
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вероятность того, что обслуживание ровно k  заявок из ,m  поступивших по-
следними, не окончится к моменту .0=t  Тогда при фиксированных n  и α  
справедливо равенство 
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где вероятности }0,0),,({ nmmkkms ≤≤≤≤  вычисляются согласно рекур-
рентным формулам: 

 ,1),0,1()1()0,(,1)0,0( nmmspmss m ≤≤−−==  (5) 

 ,1),1,1(),( nmmmspmms m ≤≤−−=  (6) 

 .2,1),,1()1()1,1(),( nmmkkmspkmspkms mm ≤≤<≤−−+−−=  (7) 

Алгоритм построения асимптотически несмещенной (при ∞→n ) оценки 
),(€ αnQr  в одной реализации для )(αrQ  при фиксированных n  и α  формули-

руется так. 
1. Моделируем n  независимых одинаково распределенных случайных 

величин с функцией распределения )(xF . Их реализации обозначим 
}.,,2,1,{ niti K=  

2. Вычисляем вероятности .1),(1 11 nittGp iii ≤≤α++α−= K  
3. Согласно (4) и рекуррентным формулам (5)–(7) вычисляем  
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4. Строим оценку в одной реализации: 



92 ISSN 0572-2691 

 .
)(

)(
),(€

1
∏
=

αα
=α

n

j j

jjj
r tf

tf
RnQ  (8) 

Формула (8) определяет семейство оценок, зависящих от параметров n  и α . 
Значение n  должно быть настолько большим, чтобы практически исключить 
возможность наличия заявок с номерами K,2,1 ++ nn  в системе в момент 0=t . 
Выбор α  нацелен на минимизацию дисперсии. Поскольку получить решение 
этой оптимизационной задачи с n  переменными в явном виде весьма проблематично, 
целесообразно использовать эвристический подход, описанный в следующем разделе. 

Если исследуемой величиной является стационарная вероятность )0(
rQ  наличия 

в системе не менее r  заявок, то вместо простого процесса восстановления следует 
рассматривать стационарный процесс восстановления. При этом в сформулированный 
выше алгоритм следует внести такие изменения: 

а) время до первого момента поступления заявки имеет плотность распределения 
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Некоторые способы выбора n  и вектора α  

В каждой реализации алгоритма имеется свой набор вероятностей 
},,,2,1,{ nipi K=  обладающих общим свойством: .21 nppp >>> K  Очевидно, 

что с возрастанием n  вероятности },{ nipi >  перестают оказывать столь замет-
ное влияние на вероятность .R  Пусть ε  — наперед заданное малое число. Поло-
жим )1(1 ε−= −Gw  (функцию )(xG  будем считать непрерывной), т.е. =≥η }P{ w  

ε=−= )(1 wG . В каждой реализации алгоритма значение n  будем выбирать из 
условия }:min{ 11 wttkn kk >α++α= K . В этом случае ., nipi >ε<  При 
уменьшении ε  возрастает не только точность, но и время расчетов. Контрольные 
расчеты показывают, что приемлемая точность достигается уже при .10 4−=ε  

Несколько сложнее подобрать вектор ,α  минимизирующий дисперсию 
оценки. Вряд ли стоит рассчитывать, что удастся предложить алгоритм, позво-
ляющий минимизировать функцию (многомерный интеграл), зависящую от n  пе-
ременных. Поэтому воспользуемся следующим эвристическим подходом. 

Очевидно, что масштабный множитель 11 <α  оказывает влияние не только на 
вероятность 1p , но и на другие вероятности (за счет того, что они зависят от 11 tα ). 
В то же время множитель jα  влияет лишь на njkpk ,,, K= . Чем меньше влияние 

соответствующего множителя на оценку, тем ближе он должен быть к единице 
(иначе за счет нормирующего множителя в (8) может наблюдаться не уменьшение, 
а увеличение дисперсии). Поэтому естественно предположить, что K≤α≤α 21  

.1... ≤α≤ n  Пусть )(xφ  — некоторая монотонно неубывающая функция на отрезке 
,],1[ n  удовлетворяющая условиям *,)1( α=φ  1)( =φ m , где )1,0(*∈α , а m  — целое 

число, .1 nm ≤<  Положим ),( jj φ=α  nj ≤≤1 . Функцию )(⋅φ  можно выбирать 

различными способами. Например, ,)( xbax +=φ  ,)(
x
bax +=φ  ,)ln()( xbax +=φ  

.)lnln()( xbax +=φ  Константы a  и b  подбираются из указанных выше граничных 
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условий. При выбранной функции )(⋅φ  задача минимизации дисперсии оценки 
сводится к оптимальному выбору всего лишь двух параметров *α  и .m  Заметим, 
что асимптотическая несмещенность оценок сохраняется при любом выборе 
функции )(⋅φ  и параметров *,α  .m  

Численные результаты 
Воспользуемся изложенным выше подходом для определения вероятности rQ  

у системы обслуживания, задаваемой распределениями 

 .1)(,1)( )( ββ −ρ− −=−= xx exGexF   

Параметр 
F

G
τ
τ

=ρ  определяет загрузку системы. Положим .100=ρ  В этом 

случае исследования показали, что стационарное распределение количества тре-
бований в системе не может быть аппроксимировано нормальным распределе-
нием. Рассмотрим три случая: а) ;1=β  б) ;2=β  в) .5,0=β  В первом случае ста-
ционарное распределение находится в явном виде 
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и можно сравнить точные значения с оценками, получаемыми ускоренным 
моделированием. В качестве функции )(⋅φ  выберем )(ln)( xbax +=φ , где 

beaee
m

b −=−
−

= αα **),(
1

1 . Результаты вычислений rQ  при различных зна-

чениях r  для всех трех случаев представлены соответственно в табл. 1–3. При 
этом выбираем .10 4−=ε  Все оценки построены с относительной погрешностью 1% 
и достоверностью 0,99. Для каждого r  указаны значения m  и *,α  подобранные 
по оценочным расчетам с использованием относительно небольшого количе-
ства реализаций. Наряду с оценками )*,(€ mQr α  приведены точные значения rQ  

(табл. 1) и оценки )*,(€ mCr α  относительной среднеквадратической погрешности 

(отношение корня квадратного выборочной дисперсии к )*,(€ mQr α ). 
Таблица 1 

r  m  *α  rQ  )*,(€ mrQ α  )*,(€ mrC α  

120 240 0,80 2,82 210−⋅  2,85 210−⋅  0,45 

140 280 0,70 9,16 510−⋅  9,14 510−⋅  0,53 

160 320 0,65 2,05 810−⋅  2,04 810−⋅  0,62 

180 360 0,55 4,10 1310−⋅  4,11 1310−⋅  0,57 

200 400 0,50 9,34 1910−⋅  9,31 1910−⋅  0,62 

Таблица 2 

r  m  *α  )*,(€ mrQ α  )*,(€ mrC α  

120 220 0,90 2,85 310−⋅  0,71 

140 240 0,80 3,04 810−⋅  1,63 

160 270 0,75 1,03 1510−⋅  3,76 

180 290 0,65 1,73 2510−⋅  10,62 
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Из оценок, представленных в табл. 1, следует, что все точные значения нахо-
дятся в соответствующих однопроцентных доверительных интервалах. Значения m  
примерно в два раза больше соответствующих значений ,r  но могут быть и исключе-
ния (табл. 2). С увеличением r  (убыванием вероятности rQ ) следует выбирать 
меньшие значения .*α  При убывании оцениваемой вероятности возрастает отно-
сительная среднеквадратическая погрешность, хотя этот рост и нельзя назвать 
значительным (например, при 2=β  при переходе от 160=r  к 180=r  вероят-

ность rQ  уменьшается на 10 порядков, в то время как )*,(€ mCr α  увеличивается 
всего в 3 раза). Следует обратить внимание на то, что при одной и той же загрузке 
системы вид функций распределения весьма существенно влияет на вероятностные 

характеристики системы. Например, при 180=r  порядок rQ  составляет 1310−  

( 1=β ), 2510−  ( 2=β ) и 710−  ( 5,0=β ). 

Таблица 3 

r  m  *α  )*,(€ mrQ α  )*,(€ mrC α  

120 240 0,70 9,99 210−⋅  1,01 

140 280 0,65 4,27 310−⋅  1,59 

160 320 0,55 4,70 510−⋅  2,87 

180 360 0,45 1,68 710−⋅  4,80 

200 400 0,40 1,70 1010−⋅  9,12 

Исследуем, можно ли добиться еще более значительного уменьшения дис-
персии оценки при дальнейшем «сглаживании» функции ).(⋅φ  Выберем 

)(lnln)( xbax +=φ , где beaee
m
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1
1 . Результаты вычислений 

rQ  при различных значениях r  для всех трех случаев представлены соответ-
ственно в табл. 4–6. 

Таблица 4  

r  m  *α  rQ  )*,(€ mrQ α  )*,(€ mrC α  

120 250 0,80 2,82 210−⋅  2,82 210−⋅  0,40 

140 320 0,70 9,16 510−⋅  9,12 510−⋅  0,41 

160 380 0,60 2,05 810−⋅  2,06 810−⋅  0,41 

180 450 0,55 4,10 1310−⋅  4,12 1310−⋅  0,52 

200 500 0,45 9,34 1910−⋅  9,28 1910−⋅  0,66 

Таблица 5 

r  m  *α  )*,(€ mrQ α  )*,(€ mrC α  

120 230 0,90 2,86 310−⋅  0,72 

140 250 0,80 3,05 810−⋅  1,68 

160 280 0,75 1,02 1510−⋅  4,55 

180 310 0,65 1,70 2510−⋅  15,12 
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Таблица 6 

r  m  *α  )*,(€ mrQ α  )*,(€ mrC α  

120 250 0,70 9,97 210−⋅  0,91 

140 300 0,65 4,23 310−⋅  1,59 

160 350 0,55 4,76 510−⋅  2,81 

180 400 0,50 1,71 710−⋅  4,94 

200 450 0,40 1,68 1010−⋅  9,05 

Приведенные оценки показывают, что справедливы все те же выводы, что и 
ранее. Нет оснований утверждать, что указанные в таблицах значения m  и *α  
минимизируют дисперсию. В то же время значения дисперсий являются впол-
не приемлемыми для построения оценок с относительной погрешностью 1% 
при относительно небольших затратах времени. Расчеты показали, что выбор 

функций xbax +=φ )(  и 
x
bax +=φ )(  является менее удачным, т.е. значения 

дисперсий будут существенно выше указанных в таблицах. 

Заключение 

Предложенный в статье метод ускоренного моделирования является весьма 
эффективным инструментом для оценки стационарных вероятностей состояний 
системы ∞// GGI  в условиях большой загрузки, в частности, когда «не работают» 
предельные теоремы и не могут быть использованы асимптотические оценки, 
построенные на их основе. 
 

М.Ю. Кузнєцов, І.М. Кузнєцов 

ОЦІНКА СТАЦІОНАРНИХ ІМОВІРНОСТЕЙ  
СТАНІВ СИСТЕМИ ОБСЛУГОВУВАННЯ ∞//GGI  
МЕТОДОМ ІСТОТНОЇ ВИБІРКИ 

Досліджується система обслуговування ∞// GGI  в умовах великого заванта-
ження. Запропоновано метод прискореного моделювання, що дозволяє будувати 
асимптотично незміщені оцінки стаціонарних імовірностей станів. Розглянуто 
числові приклади. 

N.Yu. Kuznetsov, I.N. Kuznetsov 

EVALUATION OF THE STEADY-STATE 
PROBABILITIES OF QUEUEING SYSTEM  

∞//GGI  BY IMPORTANCE SAMPLING 

A queueing system ∞// GGI  in heavy traffic is investigated. A fast simulation 
method enabling to construct asymptotically unbiased estimates of steady-state prob-
abilities is proposed. Numerical examples are considered. 
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