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Введение 

Одним из важнейших свойств моделируемого процесса, безусловно, является 
его управляемость. Эта проблема возникает всякий раз, когда строится математи-
ческая модель какого-либо процесса, предусматривающая возможность воздействия 
на него с целью направить его в нужное русло в зависимости от конкретного слу-
чая. Уравнение движения (либо эволюция системы) может быть описано диффе-
ренциальными уравнениями разного типа, в часности стохастическими, которые 
возникают при учете разного рода случайностей. 

Для детерминированных систем обыкновенных уравнений важные результа-
ты теории управления получены в работах [1–3]. Возможность учета в системах 
дифференциальных уравнений импульсных возмущений систематически изложе-
на в монографии А.М. Самойленко, Н.А. Перестюка [4], а в монографии 
Е.Ф. Царькова, М.Л. Свердана [5] эта ситуация описана не только для дифферен-
циальных, но и для разностных уравнений. В монографии В.М. Кунцевича, 
Ю.Н. Чехового [6] разработаны методы описания и исследования нелинейных 
импульсных систем управления с частотной и частотно-широтной импульсной 
модуляцией. 

Заслуживает внимания фундаментальная монография И.И. Гихмана и А.В. Ско- 
рохода [7], в которой впервые изложена общая теория управляемых процессов 
и теория управляемых стохастических дифференциальных уравнений. Они рас- 
смотрели классические задачи об оптимальной остановке случайных процессов, 
провели строгое доказательство вывода уравнений Беллмана [8] и их применение для 
построения оптимальных управлений. 

В монографии Е.А. Андреевой, В.Б. Колмановского, Л.Е. Шайхета [9] рас- 
смотрены управляемые системы с конечным последействием детерминированно-
го и стохастического типа. Работа [10] посвящена синтезу оптимального управле-
ния линейными стохастическими динамическими системами с конечным после-
действием и пуассоновскими возмущениями. 

Влияние марковских возмущений на эволюцию системы изучали В.С. Королюк 
и В. Лимниос [11], А.В. Скороход [12], Р.З. Хасьминский [13], И.Я. Кац [14], 
Н.Е. Казаков и В.М. Артемьев [15, 16], Л.Е. Шайхет [17].  

Работы [18, 19] посвящены изучению проблемы устойчивости стохастичес-
ких динамических систем случайной структуры по И.Я. Кацу [14] с учетом им- 
пульсных марковских возмущений по Е.Ф. Царькову [5], а в работах [20, 21] ре-
шена проблема стабилизации для таких систем, т.е. решена задача синтеза оптима-
льного управления, стабилизирующего систему к стохастически устойчивой. 
Однако наряду с проблемой стабилизации можно рассмотреть и проблему синте-
за оптимального управления, которая минимизирует некоторый функционал 
качества, не ограничиваясь сравнительно более жесткими условиями стохастичес-
кой устойчивости, т.е. задачу управления, которая несколько шире задачи опти- 
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мальной стабилизации. В [22] получены достаточные условия существования та-
кого оптимального управления для стохастических динамических систем случай-
ной структуры с марковскими переключениями, а в настоящей работе, как в про-
должение исследований [22], решена проблема его синтеза. 

Постановка задачи 

Рассмотрим стохастическую систему случайной структуры, которая задана 
стохастическим дифференциальным уравнением Ито  

 )())(),(),(,())(),(),(,()( tdwtutxttbdttutxttatdx ξ+ξ= , Kt \+∈R ,  (1) 

с марковскими переключениями  

 ))(,),(,()( −η−ξ−=Δ = kkkktt txttgtx
k

,  (2) 

 ,...,2,1,0},{ =⇑=∈ ktKt kk  ,lim ∞+=
∞→

n
n

t   

и начальными условиями 

 ,)( 00
mxtx R∈=  Y∈=ξ yt )( 0 , H∈=η h0 .  (3) 

Здесь )(tξ  — марковский процесс со значениями в пространстве ),( YY , 
}...,,{: 1 Nyy=Y , с генератором ,Q  }0,{ ≥η kk  — цепь Маркова со значениями в 

измеримом пространстве ),( HH  и переходной вероятностью на k -м шаге 

)/(),( 1 hZZh kkk =η∈η= −PP , H∈h , H⊂Z ; )(;),0[: twx mR→Ω×+∞  —  
m -мерный стандартный винеров процесс [23]; процессы ηξ,  и w  независимы. 

Траектории процесса ,0),( ≥ttx  принадлежат пространству Скорохода D  [12], 

управление mmTtxtutu RR →×= ];0[:))(,(:)(  — m -мерная функция с класса U  

допустимых управлений [9]; коэффициенты ×→××× ++ RRRRYR :;: ba mmm  
mmmm RRRRY ×→×××  и функция mmg RRHYR →×××+:  измеримые по со-

вокупности переменных и по фазовой переменной удовлетворяют условию Липшица. 

Рассмотрим последовательность функций 1
0 ],[:),( RR →× m

k Ttxtv , 0≥k , 

обозначим })(:),({: 2,1 mCfxtfV RR ×∈= + . На функциях Vxtvk ∈),(  определим 
слабый инфинитезимальный оператор (СИО) [24] 

 }),()),,,,(,({1lim),( ,
0

xtvuhyttxtvxtv kkkxtk −Δ+Δ+
Δ

=
+→Δ

EL ,  (4) 

где ),,,,( uhyttx k  — сильное решение (1) на ),[ 1+∈ kk ttt  при управлении 
Uuu k ∈= , которое построено на том же промежутке ),[ 1+kk tt , 

})(/{}{, xtxffxt == EE . 

Задача оптимального управления состоит в отыскании из множества допустимых 

управлений U  управления ,0,0 ≥kuk  такого, которое минимизировало бы функ-
ционал качества [9] 
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где 0),,(;0)( ≥≥ uxtGxF .  
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В [22] сформулированы условия существования оптимального управления 
для задачи управления (1)–(3), (5) в виде теоремы. 

Теорема 1 (достаточные условия оптимальности). Пусть: 1) существует 
единственное сильное решение задачи (1)–(3); 2) существуют последовательность 

функций Vvk ∈ , 0≥k , и управление Uuk ∈
0 , 0≥k , удовлетворяющие при всех 

],[ Ttt k∈  и всех допустимых управлениях ,0, ≥∈ kUuk  уравнению 

 0)),(,,(),( 0 =+ xtuxtGxtv kkL   (6) 

с граничным условием 

 ))((),( TxFxTvk = ;  (7) 

 3) ],0[ Tt∈∀ , ,0, ≥∈∀ kUuk  справедливо неравенство 

 0)),(,,(),( ≥+ xtuxtGxtv kkL ,  

где L  — СИО (4) на решениях задачи (1)–(3). Тогда управление ),(0 xtuk  оп-

тимально в понимании критерия качества ),0( 0
0

xI ku , т. е. ],[ 0 Ttt∈∀  имеем  

 ),(),(inf),(
0

xtvxtIxtI k
u

Uu
uk ==

∈
. 

Последовательность функций ),( xtvk  назовем ценой управления или функ-
цией Беллмана, а уравнение (6) можно записать в виде уравнения Беллмана 

 .0)],,(),(),,([inf =+
∈

uxtGxtvuxt kkkk
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L  

Далее возникает вопрос о нахождении явного вида для оптимального управ-

ления ,0,0 ≥∈ kUuk  и функций .0,0 ≥∈ kVvk  

Общее решение задачи оптимальной стабилизации 

Следуя [20, 21], СИО (4) в силу системы (1)–(3) имеет вид 
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где ),( ⋅⋅  — скалярное произведение, =∇⎟⎟
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2 ][: =∂∂∂= , 0≥k ; T  — знак транспонирования, Sp  — след матрицы, 

)/,( xztpij  — условная плотность,  

 )()/,(})0(/],[)({ dzdzxzpxxdzzzx ij ο+τ==−τ+∈τP  

в предположении, что в момент τ  изменения параметра ξ  системы (1) происхо-
дит случайное скачкообразное изменение фазового вектора xx =−τ )0( , zx =τ)(  
и ji yy → . 
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Первое уравнение для ),(0 xtvk , 0≥k , можно получить, подставив (8) в (6). 
Тогда искомое уравнение в точках ),,,( hxyt ik  примет вид  

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅

∂

∂
⋅+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂

∂ ),,,(),(),,,(
2
1)(),(),(

2

02
T

T00
uxytb

x
xtvuxytbSpux,,yt,a

x
xtv

t
xtv

i
k

ii
kk   

 0),,(),()/,(),( 00 =+
⎥
⎥
⎦

⎤
−

⎢
⎢
⎣

⎡
+ ∫∑

≠
uxtGqxtvdzxztpxtv ijiijj

N

ij mR

  (9) 

с граничным условием ))((),(0 TxFxTvk = . 
Второе уравнение для оптимального управления ),(0 xtuk  получим из форму-

лы (9) дифференцированием по переменной u , поскольку 0
kuu = , 0≥k , обеспе-

чивает минимум левой части (9): 
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где 
u
a
∂
∂  — mm× -матрица Якоби, составлена из элементов ,,1,{ mnua sn =∂∂  
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, 0≥k , а нижний индекс при a  и u  обозначает 

соответствующую координату элемента m -мерного пространства. 
Замечание. Уравнение (10), из которого находят оптимальное управление 

m
k xtu R∈),(0 , ),[ 1+∈∀ kk ttt , 0≥k , по форме совпадает с уравнением, возни-

кающим в детерминированных задачах оптимальной стабилизации [25], и создает-
ся впечатление, что случайные изменения структуры системы не учтены. В дейст- 
вительности случайные факторы ,0),( ≥ξ tt  и ,0, ≥η kk существенно влияют 

на уравнение (9) и, следовательно, на оптимальные управление ),(0 xtuk , 0≥k , 

и функции ),(0 xtvk , 0≥k . 
Решение системы (9), (10) даже при наличии компьютерной техники и техно-

логий является очень сложным. Поэтому целесообразно рассмотреть упрощенный 
вид задачи (1)–(3), (4), например линейную систему с квадратичным функциона-
лом качества, чему и посвящены следующие разделы. 

Оптимальное управление линейными стохастическими динамическими  
системами случайной структуры с марковскими переключениями 

Рассмотрим задачу оптимального управления линейной стохастической ди-
намической системой случайной структуры, заданной стохастическим дифферен-
циальным уравнением  

 ),()())(,(])())(,()())(,([)( tdwtxttCdttuttBtxttAtdx ξ+ξ+ξ=  Kt \+∈R ,  (11) 

с марковскими переключениями  

 ))(,),(,()( −η−ξ−=Δ = kkkktt txttgtx
k

,  (12) 

и начальными условиями 

 ,)0( 0
mxx R∈=  Y∈=ξ y)0( , H∈=η h0 .  (13) 
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Здесь CBA ,,  — кусочно-непрерывные и интегрируемые матричные функции. 
Задача оптимального управления системой (11)–(13) состоит в отыскании 

из множества допустимых уравнений U  управления 0
iku , }...,1{ Ni∈ , 0≥k , такого, 

которое минимизировало бы функционал 
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u
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t
ηξ+ηξ+ ∫ ,  (14) 

где mm× -матрица )),(,(1 kttM ηξ  равномерно положительно определена по ],0[ Tt∈ , 
mm× -матрицы )),((0 ktM ηξ , )),(,(2 kttM ηξ  неотрицательно определены. 
Для упрощения записей введем обозначения 

 ),(:)( ii ytAtA = , ),(:)( ii ytBtB = , ),(:)( ii ytCtC = , 

 ),(: 00 kiik yMM η= , ),,(:)( 11 kiik ytMtM η= , ),,(:)( 22 kiik ytMtM η= .  

Теорема 2. Оптимальное уравнение для задачи (11)–(14) находится по формуле 

 )()()()(),( T1
1

0 txtPtBtMxtu ikiikik
−−= ,  (15) 

где неотрицательно определенная mm× -матрица )),(,(:)( kik ttPtP ηξ=  входит 
в функционал Беллмана  
 )()()(),( T0 txtPtxxtv ikik = , 

 )()(),( 0
T0

kikkik txMtxxTv = .  (16) 

Доказательство. Согласно [22] уравнение Беллмана в случае (11)–(13) имеет вид 
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Подставим (18) в (17): 
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Выражение для оптимального управления найдем путем дифференциро-

вания (19), поскольку ),(),( 0 xtuxtu ikik =  обеспечивает минимум левой части (19): 

 ),()()(
2
1),( 0T1

1
0 xtvtBtMxtu ikiikik ∇−= − , 

где )()(2),(0 txtPxtv ikik =∇ . Таким образом, )()()()(),( T1
1

0 txtPtBtMxtu ikiikik
−−= , что 

и требовалось доказать. 

Построение уравнения Беллмана 

Подставив (15) и (16) в (17), получим следующие уравнения для 
),[ 1+∈∀ kk ttt : 
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Приравняв к нулю квадратичную форму относительно x  и выражения, не 

зависящие от x , учитывая матричное равенство xPAAPxxAPx ikiiikiik )(2 TTT += , 
получим систему дифференциальных уравнений для нахождения матриц )(tPik , 

),[ 1+∈ kk ttt , }...,1{ Ni∈ , 0≥k : 

 +−++ − )()()()()()()()()( T1
1

T tPtBtMtBtAtPtPtA
dt

tdP
ikiikiiikiki
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 0)()()(])()()([))()(( 2
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N

ij
,  (20) 

 0))()()(( T =tCtPtCSp iiki ,  (21) 

с граничными условиями 

 ikik MTP 0)( = .  (22) 

Таким образом, имеет место следующая теорема. 
Теорема 3. Если цену управления находим в виде (14) для системы (11)–(13), 

то система дифференциальных уравнений для нахождения матриц )(tPik , 
),[ 1+∈ kk ttt , }...,1{ Ni∈ , ,0≥k  имеет вид (20)–(22). 

Далее следует решить вопрос существования решения краевой задачи (20)–(22). 
Воспользуемся методом итераций Беллмана [8]. Для упрощения рассмотрим 
интервал ),[ 1+kk tt , на котором iyt =ξ )( , а индексы типа « ik » опустим, введя при 

vu,  и P  индекс, обозначающий порядок приближения. 
Сначала зададим нулевое приближение 

 )()()()(),( 0
T1

10 txtPtBtMxtu −−= ,  (23) 
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где матрица 0)(0 ≥tP  ограничена и кусочно-непрерывна. Подставим (23) в (10) 
и для полученного уравнения вычислим значение ),(1 xtv , что соответствует 
управлению (23). 

Далее, подставив ),(1 xtv  в уравнение Беллмана (17), найдем управление 
),(1 xtu , при котором в (17) достигается минимум. Продолжая этот процесс, можно 

построить последовательность управлений ),( xtun  и функционалов ),( xtvn  вида 

 )()()()(),( T1
1 txtPtBtMxtu nn
−−= ,  

 )()()(),( T txtPtxxtv nn = ,  

 )()(),( 0
T

kkn txMtxxTv = ,  (24) 

где ),[),( 1+∈ kkn ttttP , — решение краевой задачи (20)–(22) при 1: += ktT . 
Для 1≥∀n  справедлива очевидная оценка 

 ),[,0),(),( 11 +− ∈∀≥≥ kknn tttxtvxtv .  (25) 

С помощью (25) можно доказать сходимость функционалов ),( xtvn  к ),(0 xtv , 

сходимость управлений ),( xtun  к ),(0 xtu , сходимость последовательности мат-
риц )(tPn  к )(tP  [9]. При этом имеет место оценка  

 1,,
!

)()(max
),[ 1

≥∞<≤−
+∈

kC
n
CtPtP n

ttt kk

.  (26) 

Можно сформулировать следующее утверждение. 
Теорема 4. Приближенное решение задачи синтеза оптимального управления 

для задачи (11)–(14) осуществляется с помощью метода последовательных при-
ближений Беллмана, при котором n -е приближения управления и функционала 
Беллмана для каждого интервала ),[ 1+kk tt , 0≥k , находят по формулам (24), 
причем погрешность оценивается неравенством (26). 

Модельный пример  

Ограничиваясь для простоты изложения скалярным случаем и двумя состоя-
ниями для цепей Маркова ξ  и η : ]2,1[=ξ , ],[ 21 ηη=η , зададим для системы 
(11) следующие исходные данные: 

1) 1=ξ , 3)(1 −=tA , 1)(1 =tB , 3,0)(1 =tC ; 
2) 2=ξ , 4)(2 −=tA , 1)(2 =tB , 6,0)(2 =tC . 

Обозначим 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

5,05,0

5,05,0
Q  генератор для ξ , 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

2,08,0

7,03,0
P  — матрицу пе-

реходных вероятностей для η . 
Переключения происходят в моменты времени ...,2,1=kt  и ),(,( −ξ− kk ttg  

1,1))(, ≥=−η ktx kk . 
Далее 0M , 1M  и 2M , входящие в функционал качества (14), зададим в виде 

 8022012021011 ==== MMMM ,  
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 7,0111 =M , 8,0112 =M , 9,0121 =M , 4,0122 =M , 

 5,0211 =M , 4,0212 =M , 1221 =M , 9,0222 =M . 

Функционал Беллмана рассмотрим в виде )(),( 20 txPxtv ikik = , }2,1{, ∈ki . 

Система (20) для нахождения ikP , },2,1{, ∈ki  приобретет вид 

 }2,1{,,0)(2 2
221

1
2

1
1

2 ∈=++−+− −

≠

− ∑ kiMPBMqPPPMBPA ikikiikijikjk
ij

ikikiiki .  

Подставляя конкретные значения 210 ,,,, MMMBA , получаем 

 46,511 =P , 32,012 =P , 41,021 =P , 92,322 =P . 

Следовательно, оптимальное управление в данном случае имеет вид (см. (15)) 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

η=η=ξ−

η=η=ξ−

η=η=ξ−

η=η=ξ−

=

.,2),(568,1

,,2),(369,0

,,1),(256,0

,,1),(822,3

),(

2

1

2

1

0

tx

tx

tx

tx

xtu   

На рисунке изображены реализации траекторий решений системы (11)–(14), 
находящиеся под влиянием найденного управления, которые стартуют из точек 

4)1(
0 −=x  и 3)2(

0 =x . 

20 

Зн
ач
ен
ия

 п
ро
це
сс
а 

(x
(t)

) 15 

10 

5 

0 

– 5 

10 
Время (t) 

8 6 2 0 4 
 

 

Заключение  

В данной работе решена проблема синтеза оптимального управления стохастиче-
ских динамических систем случайной структуры, пребывающих под влиянием им-
пульсных переключений типа цепи Маркова. В линейном случае получен алгоритм 
нахождения оптимального управления и обоснована его сходимость. 
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А. Дас, Т.О. Лукашів, І.В. Малик  

СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ 
СТОХАСТИЧНИМИ ДИНАМІЧНИМИ СИСТЕМАМИ 
ВИПАДКОВОЇ СТРУКТУРИ  
З МАРКОВСЬКИМИ ПЕРЕМИКАННЯМИ  

Вирішено проблему синтезу оптимального керування для стохастичної 
динамічної системи випадкової структури з марковськими перемиканнями. Для 
визначення відповідних функцій для побудови функціонала Беллмана й опти-
мального керування виписано систему диференціальних рівнянь, для якої 
обґрунтовано існування єдиного розв’язку. 

A. Das, T.O. Lukashiv, I.V. Malyk  

SYNTHESIS OF OPTIMAL CONTROL  
OF STOCHASTIC DYNAMICAL SYSTEMS  
OF RANDOM STRUCTURE  
WITH MARKOV SWITCHINGS  

The problem of synthesis of optimal control for stochastic dynamical system of ran-
dom structure with Markov switching is solved. For defining the corresponding 
functions for Bellman’s functional construction and optimal control the system 
of differential equations is given. The existing and uniqueness of this system so-
lution is proved.  
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